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EDUARDO MORENO Y HECTOR RAMIREZ

Presentacion de la Coleccion

La coleccién de monografias que presentamos es el resultado del generoso esfuerzo de
los autores, quienes han dedicado su tiempo y conocimiento a la tarea de escribir un
texto de matematica. Pero este esfuerzo y generosidad no se encuentra plenamente
representado en esta labor, sino que también en la enorme capacidad de aprendizaje
que debieron mostrar, para entender y comprender las motivaciones y necesidades de
los lectores: Futuros profesores de matematica.

Los autores, encantados una y otra vez por la matemaética, sus abstracciones y
aplicaciones, enfrentaron la tarea de buscar la mejor manera de traspasar ese encanto
a un futuro profesor de matemética. Este también se encanta y vibra con la matema-
tica, pero ademas se apasiona con la posibilidad de explicarla, ensenarla y entregarla
a los jovenes estudiantes secundarios. Si la tarea parecia facil en un comienzo, esta
segunda dimensién puso al autor, matematico de profesiéon, un tremendo desafio. Tu-
vo que salir de su oficina a escuchar a los estudiantes de pedagogia, a los profesores,
a los formadores de profesores y a sus pares. Tuvo que recibir criticas, someterse a
la opinién de otros y reescribir una y otra vez su texto. Capitulos enteros resulta-
ban inadecuados, el orden de los contenidos y de los ejemplos era inapropiado, se
hacia necesario escribir una nueva versiéon y otra més. Conversaron con otros autores,
escucharon sus opiniones, sostuvieron reuniones con los editores. Escuchar a los es-
tudiantes de pedagogia significd, en muchos casos, realizar eventos de acercamiento,
desarrollar cursos en base a la monografia, o formar parte de cursos ya establecidos.
Es asi que estas monografias recogen la experiencia de los autores y del equipo del
proyecto, y también de formadores de profesores y estudiantes de pedagogia. Ellas
son el fruto de un esfuerzo consciente y deliberado de acercamiento, de apertura de
caminos, de despliegue de puentes entre mundos, muchas veces, separados por falta
de comunicacién y cuya unién es vital para el progreso de nuestra educacion.

La coleccion de monografias que presentamos comprende una porciéon importante
de los temas que usualmente encontramos en los curriculos de formacién de profeso-
res de matematica de ensenianza media, pero en ningtin caso pretende ser exhaustiva.
Del mismo modo, se incorporan temas que sugieren nuevas formas de abordar los
contenidos, con énfasis en una matematica més pertinente para el futuro profesor, la
que difiere en su enfoque de la matematica para un ingeniero o para un licenciado en



matematica, por ejemplo. El formato de monografia, que aborda temas especiificos
con extension moderada, les da flexibilidad para que sean usadas de muy diversas
maneras, ya sea como texto de un curso, material complementario, documento basico
de un seminario, tema de memoria y también como lectura personal. Su utilidad cier-
tamente va mas alla de las aulas universitarias, pues esta coleccién puede convertirse
en la base de una biblioteca personal del futuro profesor o profesora, puede ser usa-
da como material de consulta por profesores en ejercicio y como texto en cursos de
especializacion y post-titulos. Esta coleccion de monografias puede ser usada en con-
cepciones curriculares muy distintas. Es, en suma, una herramienta nueva y valiosa,
que a partir de ahora estara a disposicién de estudiantes de pedagogia en matematica,
formadores de profesores y profesores en ejercicio.

El momento en que esta coleccién de monografias fue concebida, hace cuatro anos,
no es casual. Nuestro interés por la creaciéon de herramientas que contribuyan a la
formacion de profesores de matemaética coincide con un acercamiento entre matemé-
ticos y formadores de profesores que ha estado ocurriendo en Chile y en otros lugares
del mundo. Nuestra motivacién nace a partir de una creciente preocupaciéon en todos
los niveles de la sociedad, que ha ido abriendo paso a una demanda social y a un in-
terés nacional por la calidad de la educacion, expresada de muy diversas formas. Esta
preocupacion y nuestro interés encontré eco inmediato en un grupo de matematicos,
inicialmente de la Universidad de Chile, pero que muy rapidamente fue involucrando
a matemaéticos de la Pontificia Universidad Catolica de Chile, de la Universidad de
Concepcion, de la Universidad Andrés Bello, de la Universidad Federico Santa Maria,
de la Universidad Adolfo Ibanez, de la Universidad de La Serena y también de la
Universidad de la Republica de Uruguay y de la Universidad de Colorado de Estados
Unidos.

La matematica ha adquirido un rol central en la sociedad actual, siendo un pilar
fundamental que sustenta el desarrollo en sus diversas expresiones. Constituye el ci-
miento creciente de todas las disciplinas cientificas, de sus aplicaciones en la tecnologia
y es clave en las habilidades bésicas para la vida. Es asi que la matematica actual-
mente se encuentra en el corazén del curriculo escolar en el mundo y en particular
en Chile. No es posible que un pais que pretenda lograr un desarrollo que involucre
a toda la sociedad, descuide el cultivo de la matematica o la formacién de quienes
tienen la misién de traspasar de generaciéon en generacion los conocimientos que la
sociedad ha acumulado a lo largo de su historia.
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Nuestro pais vive cambios importantes en educaciéon. Se ha llegado a la convic-
cion que la formaciéon de profesores es la base que nos permitird generar los cambios
cualitativos en calidad que nuestra sociedad ha impuesto. Conscientes de que la tarea
formativa de los profesores de matematica y de las futuras generaciones de jovenes
es extremadamente compleja, debido a que confluyen un sinnimero de factores y dis-
ciplinas, a través de esta coleccion de monografias, sus editores, autores y todos los
que han participado del proyecto en cada una de sus etapas, contribuyen a esta tarea,
poniendo a disposicién una herramienta adicional que ahora debe tomar vida propia
en los formadores, estudiantes, futuros profesores y jovenes de nuestro pais.

Patricio Felmer y Salomé Martinez
Editores
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Prefacio

La teoria de grafos es un area relativamente nueva de las matematicas, siendo consi-
derado el trabajo de Leonhard Euler, sobre el problema de los puentes de Koénigsberg
(1736), el primero en este tema. A partir de ese momento, hemos presenciado un
vertiginoso crecimiento gracias a importantes aportes que han hecho matematicos,
ingenieros y otros cientificos, quienes han encontrado en esta area las herramientas
necesarias para modelar y resolver problemas de muy distinta indole. Es, sin duda, la
simpleza de los conceptos estudiados lo que ha motivado esta importante evolucién.
Sin embargo, esta simpleza contrasta fuertemente con las dificultades a las cuales nos
enfrentamos al estudiar las distintas conjeturas planteadas desde el primer trabajo
de Euler, conjeturas que abarcan desde determinar si es posible colorear un mapa
con so6lo cuatro colores, probada sélo a mediados del siglo XX con la ayuda de los
computadores, hasta la conjetura P # NP, que sigue siendo una pregunta abierta en
nuestros dias y se explica brevemente en el Capitulo 6 de esta monografia.

El estudio de la teoria de grafos ha ido de la mano con el desarrollo de algoritmos,
para resolver los variados tipos de problemas que aparecen naturalmente en esta te-
maética. Esto explica por qué la teoria de grafos ha sido también de vital importancia
para las ciencias de la computaciéon que, gracias al explosivo desarrollo que han tenido
los computadores desde mediados del siglo XX, se ha consolidado como una ciencia
fuerte e independiente, incentivando y potenciando, a su vez, la investigaciéon en teo-
ria de grafos. Esta interaccion esta en el centro de esta monografia. En efecto, esta
monografia consta de seis capitulos. Los dos primeros son introductorios, dedicados a
algoritmos y a los conceptos bésicos en teoria de grafos, respectivamente. Los cuatro
ultimos capitulos tratan cada uno sobre un problema clasico en teoria de grafos, es-
tudiando sus principales propiedades y su resoluciéon mediante algoritmos apropiados
para cada problema. Estos ultimos capitulos han sido redactados de forma indepen-
diente y no requieren mayor conocimiento que el entregado en los dos primeros. A
continuacién, detallaremos los contenidos de cada uno de los seis capitulos de esta
monografia.

En el Capitulo 1 se introduce el concepto de algoritmo, explicando qué es un
algoritmo, identificando distintos tipos de algoritmos, definiendo la eficiencia de un
algoritmo dado mediante el concepto de complejidad computacional e ilustrando co6-
mo se calcula tal eficiencia. Estos conceptos son explicados con ejemplos de la vida
cotidiana, que no estén relacionados con grafos, por lo que este primer capitulo es
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autocontenido e independiente del resto. Sin embargo, es fundamental para la lectura
de los tltimos cuatro. En el Capitulo 2 se explica qué es un grafo (dirigido y no-
dirigido) y se introducen las principales definiciones y propiedades que éstos tienen.
Estas son ampliamente utilizadas en los capitulos posteriores. En el Capitulo 3 se
estudia el problema de conectar un grafo, construyendo un arbol recubridor de peso
minimo. En el Capitulo 4 se analiza el problema de encontrar el camino mas corto en
un grafo, cuyas aristas pueden tener costos positivos o negativos. En el Capitulo 5 se
introducen el concepto de red y nociones asociadas como corte y flujo factible. Luego,
se estudia el problema de flujo en redes, que consiste en encontrar el maximo flujo que
se puede enviar desde un origen a un destino dentro de la red. En cada uno de estos
tres capitulos se estudia la manera de resolver eficientemente estos problemas, usando
algoritmos apropiados para estos fines y analizando la complejidad obtenida para ca-
da uno de ellos. Finalmente, en el Capitulo 6 se explica el problema de encontrar un
ciclo que recorra, sin repeticion, todos los vértices o aristas del grafo conocidos como
ciclo Euleriano o Hamiltoniano, respectivamente. Ademés, usando estos problemas se
entrega una breve intuicion sobre los problemas de clase P y NP.

Por motivos de espacio, hemos dejado de lado muchos interesantes topicos en teo-
ria de grafos como la coloracion de grafos, la construccion de grafos a partir de una
secuencia de grados, el problema del vendedor viajero, problemas en flujo en redes
como el problema de transporte, entre otros. La eleccion de los temas tratados en esta
monografia es responsabilidad de los autores. Para el lector interesado en profundizar
en alguno de los temas que no han sido tratados aqui, hemos incluido en la bibliografia
una selecciéon de textos clasicos de teoria de grafos donde pueden encontrarse estos
temas.

Esta monografia forma parte de la coleccién de monografias desarrolladas para el
proyecto FONDEF D051-10211 “Herramientas para la formacién de profesores”, cuyo
objetivo es fortalecer la formacion inicial de profesores de matemaéticas de ensefianza
media. Por esta razén, nuestra orientacion fue siempre la ensenanza de la teoria de
grafos a alumnos de pedagogia en matematicas. Teniendo esto en mente, tratamos
de ilustrar los principales conceptos y problemas en teoria de grafos de una manera
accesible, evitando el lenguaje arido que suele encontrarse en algunos libros de ma-
teméaticas universitarias, pero sin perder el formalismo propio de esta disciplina. Asi,
hemos puesto un especial énfasis en la modelaciéon de problemas de la vida real (pro-
venientes de la vida cotidiana o de la ingenieria) y su resolucion via los algoritmos
introducidos en la monografia, incluyendo analisis de eficiencia e invitando al lector
a comparar con otros algoritmos conocidos.
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Capitulo 1: Introduccién a los algoritmos

Los algoritmos son algo que utilizamos todos los dias. Desde que despertamos reali-
zamos un algoritmo que incluye generalmente ducharse, lavarse los dientes, vestirse,
peinarse, tomar desayuno, entre otras actividades. De esta forma, todas las mananas
al realizar este algoritmo terminamos preparados para salir de la casa a trabajar y
realizar nuestras labores diarias.

., Qué es un algoritmo? No existe una definicién precisa de este concepto, pero
en palabras sencillas, podemos considerar que un algoritmo es una secuencia finita
y ordenada de pasos para realizar una tarea en forma precisa. Bajo esta premisa,
podemos ver que casi todo lo que hacemos en nuestra vida diaria son algoritmos. Sin
embargo, el concepto de algoritmo es particularmente utilizado en la matematica y
computacion, y es este enfoque el que estudiaremos.

La palabra algoritmo viene del matemaético persa al-Khwarizmi del siglo IX d.C.,
quien en su trabajo uni6 el sistema numérico indio con los conceptos algebraicos de
occidente, permitiendo la introduccién del cero a la matemaética e incluso desarro-
llando algoritmos para resolver ecuaciones lineales y cuadréticas, dando origen asi al
algebra.

1.1 Introduciendo formalmente los algoritmos

Para efectos de esta monografia consideraremos que un algoritmo tiene tres partes
fundamentales: una entrada, que son los datos necesarios para que el algoritmo fun-
cione, un procedimiento o rutina principal que consiste en una cantidad finita de pasos
ordenados o instrucciones que son ejecutadas sobre los datos de entrada, y una sali-
da, que es el resultado que se obtiene del algoritmo. Ademaés, un algoritmo debe ser
“preciso”, es decir, que al ejecutar un algoritmo més de una vez sobre una misma en-
trada, deberiamos obtener siempre la misma salida. A modo de ejemplo describamos
un algoritmo para preparar un “queque’:
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Algoritmo 1.1 Preparar un queque

Entrada: 2 tazas harina, 2 tazas aztcar, 100 gramos mantequilla, 1 taza leche, 3
huevos.
Mezclar el azticar con la mantequilla hasta que quede cremosa.
Agregar los huevos y mezclar.
Agregar la harina.
Mezclar suavemente, agregando la leche de a poco.
5: Cocinar a horno bajo durante 45 minutos.
Salida: un queque.

El Algoritmo 1.1 tiene efectivamente una entrada (los ingredientes), un procedi-
miento, que consiste en el conjunto de pasos entre las lineas 1 y 5, necesarios para
obtener una salida (un queque). Ademés, el algoritmo es preciso en el sentido antes
definido, es decir, si lo realizamos diez veces deberiamos obtener diez queques iguales.

1.1.1 Pseudo-lenguaje de programacion

En el ambito de las matematicas y la computacién, necesitamos un pseudo-lenguaje
para poder escribir los algoritmos, esto es, una Serie de comandos y sentencias que
nos permiten escribir las rutinas o procedimiento necesarios para la creacion de un
algoritmo. Estos han sido elegidos adoptando una convencién arbitraria, similar a
la que se ve en lenguajes de programacion como PASCAL, C, JAVA, MATLAB,
entre otros. Estos comandos deben describir de manera general, pero precisa, las
acciones que deseamos se ejecuten para obtener la salida deseada, pudiendo también
ser facilmente programados en alguno de los lenguajes antes mencionados.

Lo primero que debemos establecer es la forma de asignar valores a las variables.
Esto lo escribiremos de la forma a < valor. Por ejemplo, el siguiente algoritmo recibe
como entrada un nimero, le suma 1 y retorna su nuevo valor.

Algoritmo 1.2 Incrementa en uno el valor de la entrada

Entrada: un ntmero a
a+a+1 /* Se incrementa el valor de a */
Salida: el nimero a incrementado en 1

Notese que para nosotros la variable a no necesitara ser definida previamente.
Cuando queramos comentar algo dentro de una rutina, se usaran los simbolos “/*” y
“k /7 El comentario encerrado entre estos dos simbolos no ejecutara ninguna acciéon
dentro del algoritmo, pues sélo servird para darnos informacién sobre lo que se estéa
programando.

Ademaés de asignar valores, definiremos ciertas sentencias que nos permitiran reali-
zar un conjunto de pasos si se cumple una condicion, o durante un ntimero predefinido
de veces, o mientras cierta condicion sea verdadera. Estas sentencias son:
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si, entonces, sino: Realiza un conjunto de pasos si y sélo si se cumple una
condicién. Se utiliza de la siguiente forma:
si condicién entonces
pasos a realizar
sino y si otra condicién entonces
otros pasos a realizar
sino
otros pasos
fin
para: Repite una rutina un ntmero predeterminado de veces, dado por un in-
dice definido por el usuario. Este indice es muchas veces usado por dicha
rutina:
para j =1 hastan
conjunto de pasos
fin
mientras: Se ejecuta una rutina mientras la condicién dada en la primera sen-
tencia sea cierta (es decir tenga valor “verdadero”). Su sintaxis es la siguien-
te:

mientras condicion
pasos
fin

En las sentencias que hemos definido en esta seccion, se ha usado el comando fin
para indicar cuando termina la rutina que se ejecutard en una sentencia. Con el
fin de ahorrar notaciéon, omitiremos el uso del comando fin cuando exista so6lo una
instruccién a ejecutar en una sentencia, siempre que no haya posibilidad de confusion.
En este caso, la instrucciéon se escribird en la misma linea que la sentencia. En la
préxima seccién daremos ejemplos de algoritmos que nos permitirdn entender mejor
el uso de este pseudo-lenguaje.

1.2 Tipos de algoritmos

En esta seccion describiremos tres nociones que aparecen reiteradamente en el con-
texto de algoritmos: iteracion, induccion y recursion. La primera de ellas, iteracion,
es usada en los algoritmos para repetir una rutina una gran cantidad de veces sin que
esta rutina sea especificada cada vez que se ejecuta. Por ejemplo, podemos realizar
un procedimiento para subir una escalera de n escalones como sigue:
Repetir n veces: Subir un escalén

En lugar de repetir explicitamente la instrucciéon “subir un escalén” durante n ve-
ces:

Subir un escal6n, Subir un escalén, ..., Subir un escalén
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Esto nos permite establecer una algoritmo iterativo para subir una escalera usando el
lenguaje de pseudo-programaciéon definido en la Seccion 1.1.1:

Entrada: n /* ntimero de escalones */
para i =1 hastan
Subir un escalon
fin

Dada la naturaleza de este algoritmo, no ha sido necesario especificar una salida. En
el anterior algoritmo hemos supuesto que n > 1, es decir, que siempre hay, al menos,
un escalén a subir.

Discutiremos mas sobre la nocion de iteracion en la Seccion 1.2.1.

La segunda de estas nociones, induccion, es utilizada en mateméaticas para pro-
bar que cierta proposicion es verdadera (prueba por induccion), y en mateméaticas e
informatica para definir ciertos conceptos (definiciones inductivas o recursivas). Pro-
cederemos a explicar brevemente este primer uso en el préoximo parrafo, mientras que
el concepto de definiciéon inductiva seratratado en la Secciéon 1.2.2.

En una prueba por induccion se considera una proposicion logica S(n), la cual
depende de una variable n (generalmente considerada como un nimero natural). Asi,
se busca probar que S(n) es verdadera para todo valor de n. La manera de proceder
es la siguiente: primero, se prueba una base o caso base, es decir S(n) para un valor
inicial n = ng, usualmente elegido como ny = 0 o ng = 1. Luego, se prueba el
paso inductivo, que corresponde a decir que el valor de verdad de S(n + 1), para un
cierto n fijo, es consecuencia de los valores de verdad de las sentencias S(¢) anteriores
(i <n+1). En el caso més simple, donde el valor de verdad de S(n+ 1) solo depende
de la proposicién inmediatamente anterior, el paso inductivo se puede identificar con
la proposicion logica S(n) = S(n+1). Estos dos pasos nos permiten concluir que S(n)
es cierta para todo n. Para dar una idea mas concreta sobre como funciona una prueba
inductiva, recurriremos a un tema que nos provee de numerosos ejemplos, donde las
demostraciones por inducciéon aparecen naturalmente, las sumatorias. Podemos, a
grandes rasgos, definir una sumatoria » ., a; como la suma de los elementos a;’s,
indexados por i que varia de 1 a n, es decir:

n
Zai =a1+az+ ...+ ay.
i=1
Tlustremos, entonces, el uso de la prueba inductiva mediante la demostraciéon de la
siguiente propiedad:

- 1
(1.1) Zi:%, ¥n €N,
=1

es decir, demostremos por induccién que la suma de los primeros n naturales viene
dada por n(n + 1)/2. Si, para un ntmero natural n fijo, llamamos S(n) a la igualdad
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en (1.1), notamos que S(1) se verifica directamente pues Z;Zli es claramente 1y
1(1+1)/2 =1, esto prueba el caso base. Probemos ahora el paso inductivo S(n) =
S(n+1). Notemos que Z?:Jrll i=3Y1 i+ (n+1), asi, si la proposicion S(n) es cierta,
la anterior igualdad nos lleva a

n+1
. n(n+1) _ (n+1)(n+2)

que corresponde exactamente a decir que la proposicién S(n + 1) es cierta (basta
reemplazar n por n+ 1 en la definicion de S(n)). Esto nos permite concluir que S(n)
es cierta para todo n, es decir, que (1.1) es cierta.

Finalmente, la dltima de estas nociones, recursion, se refiere a una técnica con la
cual cierto concepto puede ser definido, directa o indirectamente, por él mismo. Por
ejemplo, podemos observar que un paso clave para demostrar (1.1) fue el notar que
S i =" i+ (n+1), es decir, que si denotamos por P(n) a la sumatoria de los
n primeros enteros, podriamos redefinir este operador o procedimiento (en el sentido
que se puede implementar en un computador como una serie de pasos) de la siguiente
forma:

P1)=1; Pn+1)=Pn)+(n+1), ¥n>1.

Esto es una definicién recursiva o por recursion, hecha de manera directa, es decir, para
definir P(n) se usé o “se llamo”, directamente al mismo procedimiento, pero para un n
menor. Un procedimiento P cualquiera puede también “llamarse indirectamente”, esto
es, llamar a otro procedimiento P, el cual puede a su vez llamar a otro procedimiento
P, v asi, hasta llegar a un procedimiento P, que finalmente llama a P. El uso de
recursividad, cuando es aplicable, lleva a definir conceptos de manera mas simple y
directa, lo que resulta también mas facil de analizar y entender. Sin embargo, el buen
uso de esta técnica necesita cierta practica. Profundizaremos un poco mas en este
tema en la Seccion 1.2.2.

Deseamos cerrar esta discusion con el problema de subir una escalera de n es-
calones. Usando recursion, podemos ahora dar un algoritmo alternativo al método
iterativo entregado anteriormente. Este algoritmo sera llamado subir escalera y es
definido como sigue:

Algoritmo 1.3 subir_escalera

Entrada: n /* ntimero de escalones */
si n = 0 entonces
Parar /* pues hemos llegado */
sino

Subir un escalon
Ejecutar subir_escalera(n — 1)
fin
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Dada la naturaleza de esta rutina, no ha sido necesario especificar una salida. Co-
mo hemos notado en este tltimo ejemplo, las nociones de iteracion y recursiéon nos
permiten también clasificar algunos algoritmos.

1.2.1 Definiciones y procedimientos iterativos

La iteracion aparece naturalmente en los algoritmos con el uso de las rutinas mientras
y para definidas en la Seccion 1.1.1. En esta seccion ilustraremos este hecho a través
del algoritmo iterativo seleccidn, que considera como entrada una lista y la “ordena”
haciendo uso de estas rutinas iterativas. Para comenzar, demos una primera definicion
descriptiva de lo que entendemos por una lista:

Definicion 1.1. Una lista es un conjunto finito de elementos que pueden estar repe-
tidos, cuya posicion en el conjunto esta claramente definida.

Observacion 1.1. Notemos que el mismo concepto de lista puede ser redefinido de
manera iterativa como sigue: una lista es un conjunto vacio o es un elemento seguido
por otro y luego otro, y asi sucesivamente, hasta llegar a un elemento final (pues
estamos considerando sdlo listas finitas).

Precisaremos ahora a qué nos referimos con ordenar una lista de elementos. Su-
pondremos que para los elementos de la lista en cuestion existe una relacion de orden
total, es decir, una relacién de orden, que denotaremos por <, la cual satisface que,
para todo par de elementos a,b de la lista, siempre se tiene que a < b o que b < a.
Bajo esta hipotesis, ordenar una lista de n elementos, digamos (a1, ag, ..., a, ), corres-
ponde a un procedimiento que permuta las posiciones de los elementos de la lista,
obteniendo una nueva lista (b1, bs, ..., b, ), que cumple con by < by < ... < by,.

Ejemplo 1.1. Si consideramos la lista de nimeros naturales (8,1,6,3,1,3,5,2) con
el orden < usual en los nimeros reales R, el procedimiento de ordenar esta lista
corresponde a permutar sus elementos hasta obtener (1,1,2,3,3,5,6,8). Notemos que,
debido a la definicién de lista, la lista ordenada preserva la cantidad de veces que cada
elemento aparece en la lista original. Asi, vemos que los nimeros 1 y 3 aparecen dos
veces cada uno en la lista ordenada.

El ordenamiento de listas es un tema bien estudiado en la teorfa de algoritmos
y en las ciencias de computacion, pues permite ejemplificar facilmente los principales
conceptos (tal como lo haremos en este primer capitulo) y tiene una gran cantidad de
aplicaciones. Podemos nombrar, por ejemplo, el ordenamiento de la informacién de un
grupo de personas en una base de datos, usando alguna caracteristica como nombre,
RUT, sueldo, puntaje en la PSU o cualquier otro campo de informaciéon que tenga
una relacion de orden total bien definida (en el caso del nombre es el orden lexicogrd-
fico). Esto es lo que planillas computacionales de célculo hacen cuando les pedimos
ordenar una base de datos segun la informaciéon de algin campo especifico y, para
realizar rapidamente tal ordenamiento, recurren a los algoritmos que a continuaciéon
introduciremos.
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Algoritmo iterativo seleccion. Consideraremos como entrada para este algoritmo
la lista (a1, as, ..., a,) dotada de un orden total <. Nuestra meta es entregar una lista

ordenada (by,bs, ...,by,) y, para realizar esto, iteraremos de la manera siguiente:

» Llamaremos también (b1, bo, ..., b, ) a la lista que se utiliza en cada iteracion’.

» En el comienzo de cada iteracion tendremos un indice i € {1,2,...,n} que nos
mostrara los elementos que ya estdn ordenados. De esta manera, los primeros
i — 1 elementos de la lista de la actual iteracion (b1, bo, ..., b,) ya estan orde-
nados y, por lo tanto, nuestra iteracién no haré intervencién alguna en esta
parte de la lista (por ejemplo, en un comienzo i = 1, es decir, a priori la lista
de entrada puede estar completamente desordenada y entonces empezamos
nuestro algoritmo desde el primer elemento).

= Sobre los n — ¢ + 1 elementos restantes, elegimos o seleccionamos el mas
pequeno segun el orden < (o0 uno de los méas pequenos, en caso que se repitan),
digamos b; con j > i.

» Intercambiamos b; con b;, aumentamos el indice ¢ en uno (i < i+ 1) y
repetimos este procedimiento iterativo.

b, b; b,

ordenado desordenado

FIGUura 1.1. Lista (b1, bs,...,b,) justo antes de la iteracion i-ésima
del algoritmo seleccion

Notemos que este procedimiento aumenta exactamente en un elemento la parte
ordenada de la lista (b1, ba, ..., b,) en cada iteracion, por lo que el algoritmo terminara
con una lista ordenada en exactamente n — 1 pasos. Procederemos ahora a describir
este algoritmo, usando las rutinas definidas en el Seccion 1.1.1.

1Esto no deberia dar lugar a confusion, pues al final de nuestro algoritmo esta lista sera nuestra
salida, coincidiendo con el significado que originalmente se le dio a esta notacién.
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Algoritmo 1.4 Seleccion

Entrada: (aj,as,...,a,)

1: (b1, ba,...,b,)  (a1,az2,...,an) /* asignacioén inicial */
2: para ¢ =1 hastan—1
3:  pequeno <1 /* La variable pequefio nos permite seleccionar el elemento

més pequefio del final de la lista */

4: para j=1i+1hastan

5: si b; < bpequeno €ntonces

6: pequeno < j

7 fin

8 fin /4< Al final de esta segunda rutina “para” se ha seleccionado el ele-
mento mas pequeiio de la lista (b;, ..., b,) */

9:  auxiliar < bpequeno
10: bpequeno <~ bz

11: by < auxiliar /* Se ha hecho uso de la variable auxiliar para intercam-
biar los valores de b; y bpequeno >k/
12: fin

Salida: (b, bs, ..., by)

Observacion 1.2. Desde el punto de vista computacional la asignacién inicial
(bl, b2, ceny bn) < (al, ag, ..., CLn)

es innecesaria, pues se puede trabajar directamente sobre la lista (a1, as, ..., a,). Esto
solo fue hecho para explicar més claramente el algoritmo. También se ha optado por
no utilizar la letra n dentro del cédigo del Algoritmo 1.4.

Ejemplo 1.2. Estudiemos el funcionamiento del algoritmo de seleccién en la siguiente
lista (4, 3,8, 3,6). La linea 1 del algoritmo asigna (b1, bo, ..., b,) = (4, 3,8,3,6). Luego,
se comienza el ciclo para con ¢ = 1 en la linea 2, cuyo primer paso consiste en
asignar, en la linea 3, el valor 1 a la variable pequeno. El ciclo para de las lineas 4 a 8
asigna el valor mas pequenio de (b;,b;41,...,b,) a la variable pequeno, asi, en nuestro
ejemplo, podemos ver que la condicion dada en la linea 5 se cumple para j = 2 (pues
by =3 <4 =10b;)y, por lo tanto, se asigna momentaneamente el valor 2 a la variable
pequeno. Para el resto de los valores de j (j = 3,4,5) la condicién de la sentencia si
en la linea 5 no se cumple (pues ba = 3 no es mayor estricto que 8, 3 6 6) y luego,
una vez finalizado este ciclo para, la variable pequeno termina con el valor 2. Entre
los pasos 9 y 12 se intercambian, entonces, los valores de b; y bs, obteniendo la lista
b= (3,4,8,3,6) al final de la primera iteracion del ciclo para, definido entre las lineas
2y 12.

La segunda iteracion de este ciclo para, comienza ahora con ¢ = 2. Se asigna a
la variable pequeno el valor 2 y se procede con el ciclo para de las lineas 4 a 8. La
condicion de la linea 5 no se cumple para j = 3, pues bs = 4 no es mayor estricto que
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bs = 8, pero si se cumple para j = 4, pues by = 3 < 4 = by, luego, se asigna el valor
4 a la variable pequeno en la linea 6. Hecha esta asignaciéon la condicion de la linea
5 no se cumple para j = 5, pues by = 3 no es mayor estricto que b; = 6. Se termina,
entonces, este ciclo para con la variable pequeno, valiendo 4 y luego, se procede a
intercambiar by con by, obteniendo al final del ciclo para principal (lineas 2 a 12) la
lista b= (3,3,8,4,6).

La tercera y cuarta iteracion de este ciclo para (i = 3,4, respectivamente) no
se explicardn en detalle, pero podemos ver que éstos terminan con los valores 4 y
5 asignados a la variable pequeno, respectivamente, y las listas de salida son b =
(3,3,4,8,6) y b= (3,3,4,6,8), respectivamente.

Hemos resumido este ejemplo en la Tabla 1.1. La segunda columna nos indica el
valor de la variable pequeno obtenido a partir del ciclo para de las lineas 4 hasta
8, mientras que la tercera columna nos muestra el valor de b obtenido al final de la
iteracion i del ciclo para de las lineas 2 a la 12.

iteracion i | variable pequeno b
INICIO - (4,3,8,3,6)
1 2 (3,4,8,3,6)
2 4 (3,3,8,4,6)
3 4 (3,3,4,8,6)
4 5 (3,3,4,6,8)

TABLA 1.1. Funcionamiento del algoritmo Seleccion

Ejercicio 1.1. Aplique el algoritmo Seleccién para ordenar las listas de nimeros
(9,3,2,1,4,1,2,5,6) v (5,2,3,7,5,1,2,7,5). Realice una tabla similar a la dada en
1.1.

En la Seccion 1.3 estudiaremos la complejidad del algoritmo de seleccion, es decir,
estimaremos cuanto tiempo tarda este algoritmo en ordenar una lista.

1.2.2 Definiciones y procedimientos recursivos

Hemos mencionado que en una definicién recursiva o inductiva, un concepto se define
en términos de él mismo, ya sea directa o indirectamente. Sin embargo, esta definicién
no debe establecer una relacion trivial que no aporte al entendimiento del concepto,
como por ejemplo:

Una escalera es una escalera de cierto material o
una lista es una lista de ciertos elementos

ni tampoco puede ser una definiciéon paradojica, como por ejemplo:

Un objeto es una escalera si y solo si no es una escalera.
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De hecho, una definicién recursiva siempre hace alusién a uno o varios casos simples,
que llamaremos base, para los cuales el concepto esta claramente definido y a un
paso inductivo (como en las pruebas por induccion), donde el concepto que se define
en términos de él mismo, pero para una caso “mas pequeno” (en algin sentido que
precisaremos a través de ejemplos).

Ejemplo 1.3. Retomemos la definicion de una lista. Esta ya fue hecha de dos maneras
distintas, la definicién original que podriamos llamar descriptiva y una definicion
iterativa dada en la Observacion 1.1. También puede hacerse de manera recursiva,
diciendo que “una lista es un conjunto vacio (base) o un elemento seguido de una
lista (paso inductivo)’. Notemos que la palabra “lista” que aparece al final del paso
inductivo hace referencia a una lista que necesariamente tiene una cantidad menor de
elementos que la lista original (de hecho tiene exactamente un elemento menos), pues
las listas son finitas y estamos asegurando que hay un primer elemento que no estéa
en esta segunda lista. Esto asegura que esta definicion recursiva tiene sentido.

Otro ejemplo es el siguiente:

Ejemplo 1.4. El valor n! (n factorial) corresponde a la multiplicacion de los n pri-
meros nimeros naturales, es decir,an! =1-2-3-...- (n — 1) - n. Este valor también
puede ser definido de manera recursiva de la siguiente forma:

11'=1 (base), n!=n-(n—1)! (paso inductivo).

Ejercicio 1.2. Probar por inducciéon que ambas definiciones dadas, en el ejemplo
anterior, coinciden.

De manera similar podemos definir un procedimiento recursivo como procedimien-
to que se “llama” a sf mismo, lo cual puede ser realizado de manera directa o indirecta,
hasta llegar a un procedimiento base, cuya salida es calculada facilmente. La utiliza-
cion de estos procedimientos nos permiten programar de manera recursiva distintas
tareas.

Programar en forma recursiva es muchas veces lo méas natural, esto nos permite
obtener procedimientos o algoritmos més concisos y faciles de entender. Esta forma
de programar estd intrinsecamente ligada a la definicién recursiva que describimos
algunos parrafos atras. En efecto, usando una definicién recursiva, se procede a pro-
gramar la base y luego, se llama recursivamente al mismo procedimiento para un caso
“estrictamente més pequeno” (en el sentido que hemos mostrado en los ejemplos).
Aclaremos esto con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.5. Consideremos la definicion recursiva de n! dada en el Ejemplo 1.4. Una
directa transcripcion de esta definicion nos lleva a describir el siguiente procedimiento
recursivo para el calculo de n!:
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Algoritmo 1.5 Factorial(n)

Entrada: n /* ntimero entero */
si n = 1 entonces
factorial + 1 /* base */
sino
factorial < n x factorial(n — 1) /* llamada recursiva */
fin

Salida: factorial = n!

Para entender el funcionamiento de este algoritmo, y asi dar una nocién so-
bre como un procedimiento recursivo funciona, veamos céomo éste opera cuando se
ejecuta factorial(4). Segtin la definicion, hara la llamada recursiva factorial(3), la
cual llamard a factorial(2), que a su vez llamara a factorial(1). En este caso he-
mos llegado a la base, por lo que se entrega un valor de salida a factorial(1) igual
a 1, es decir, ésta es la primera vez que vemos una salida para nuestro procedi-
miento y corresponde a Salidaffactorial(1)]= 1. Por lo tanto, el procedimiento fac-
torial completa la primera llamada y, luego, en la sentencia sino asigna el valor
Salidaffactorial(2)]= 2 -1 = 2. Asi, después de la segunda llamada se obtiene Sali-
daffactorial(3)]= 3 - 2 = 6, para finalmente completar la tltima llamada y dar como
resultado final Salida=Salida[factorial(4)]= 4 -6 = 24. Este proceso ha sido resumido
en la siguiente grafica:

Llamar factorial(4) Salida[factorial(4)] = 24
Llamar factorial(3) Salida[factorial(3)] = 6
a
Llamar factorial(2) Salida[factorial(2)] = 2

“a

Llamar factorial(1)—»Salida[factorial(1)] = 1

F1aura 1.2. Llamadas y salidas realizadas por la rutina factorial(4)

Una manera muy conocida para resolver ciertos problemas es dividirlos en sub-
problemas, que son luego resueltos para combinar sus soluciones, obteniendo asi la
solucion del problema original. Este apronte es generalmente llamado dividir para
conquistar, y esta fuertemente ligado a la nocién de procedimiento recursivo. En efec-
to, si estos subproblemas tienen una estructura similar a la del problema original,
entonces pueden ser resueltos de manera recursiva. Para que este enfoque funcione,
los subproblemas no pueden ser mas complicados de resolver que el problema original
y debemos poder asegurar que después de una cantidad finita de pasos llegamos a
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un subproblema que se resuelva directamente (es decir, a una base). A continuaciéon
describiremos un algoritmo o procedimiento que usa la técnica de dividir para con-
quistar, combinédndola con recursion y que, al igual que el algoritmo de seleccion, nos
permite ordenar una lista.

Algoritmo recursivo fusion (o Mergesort en inglés). Al igual que para el
algoritmo seleccion, la entrada es una lista (a1, as, ..., a,) dotada de un orden total
< y el objetivo es entregar una lista ordenada que llamaremos (by,bs, ..., b,). Sin
embargo, la manera de proceder de este algoritmo es muy distinta del de seleccion.
Procede como sigue:

= Si la lista tiene un so6lo elemento o es vacia se considera ordenada, por lo
tanto, la salida es igual a la entrada (base).

» Unalista (ay, as, ..., a,) de més de un elemento es divida en dos sublistas de un
mismo tamano: a = (a1, as,...,ax) y @ = (ag41, a2, ...,a,), donde k = [n/2],
esto es, k =n/2 sin es par, y k = (n+1)/2 si n es impar.?

= Se aplica a cada sublista el algoritmo fusion, de manera de obtener dos su-
blistas ordenadas.

= Las dos listas ordenadas obtenidas en el paso anterior se fusionan en una sola
lista, la cual debe estar también ordenada, es decir, el procedimiento de fusiéon
de estas dos listas debe ordenar también la lista resultante, que correspondera
a la salida del algoritmo. Ilustremos este ultimo procedimiento: si tenemos dos
listas (ya ordenadas) (1,1,5,6) y (1,3,5,7), la fusion de ambas listas nos debe
entregar (1,1,1,3,5,5,6,7).

En la descripcién anterior, no hemos explicado céomo se realiza el procedimiento
de fusién de dos listas ordenadas que fue descrito en el dltimo item. Este sera descrito
en los siguientes parrafos, luego, procederemos a dar una descripcion en lenguaje de
pseudo-programacion del algoritmo de fusion.

Procedimiento de fusiéon de dos listas ordenadas. Para evitar cualquier con-
fusién con la notacién anterior, denotaremos las entradas de este procedimiento por
c=(c1,¢,...,c) y ¢ = (€1, C2, ..., ), que consisten en dos listas ordenadas. Por ejem-
plo, en el primer paso (donde se divide la lista (a1, as, ..., a,)) se tiene que la cantidad
de elementos de ambas listas, k y l;:, suman n y satisfacen la relacion |k — l~c| <1,es
decir, estas listas tienen la misma cantidad de elementos o bien una lista tiene sblo
un elemento mas que la otra. Por otro lado, la salida, que corresponde a una lista
ordenada producto de la fusién de ¢ y ¢, serda denotada por b = (by,bs, ..., b,) con
n=k+k?El procedimiento es descrito, entonces, como sigue:

2La eleccién de las sublistas puede ser hecha de manera arbitraria, siempre que estas tengan la
misma cantidad de elementos o a lo més uno de diferencia. Por ejemplo, podriamos haber escogido la
lista a como los elementos en posiciones pares y la lista @ como los elementos en posiciones impares.

3El uso de la la letra b, para denotar la salida de este procedimiento, no deberia producir
confusion, ya que la salida del procedimiento coincidira con la salida final del algoritmo de fusion,
que corresponde al significado original otorgado a la notacién b.
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» Si una de las dos listas, ¢ o ¢, es vacia®, entonces, la fusién de ambas co-
rresponde simplemente a la otra lista. Es decir, si ¢ = ) entonces b = ¢, y
viceversa (base).

= Si ambas listas no son vacias, entonces, comparar los primeros elementos de
cada lista, ¢; y €1, seleccionar el menor de ellos y asignarlo a by, es decir
bl = min{cl,él}.

= Si en el paso anterior el elemento seleccionado fue c¢1, entonces, aplicar el
procedimiento fusion-2listas a las listas (c2,...,cx) ¥y (€1, €2, ..., C;), la salida
correspondera a los valores (bs, bs, ..., b,). Proceder analogamente si el ele-
mento seleccionado fue ¢;.

Este procedimiento puede ser escrito en pseudo-lenguaje de programacion (ver Seccion
1.1.1) de la siguiente manera:

Algoritmo 1.6 fusion-2listas

Entrada: ¢ = (c1,¢2,...,¢;), ¢ = (¢1, €2, ..., C}) /* las entradas son las listas
ordenadas cy & */
si c es vacia entonces

b«c
sino y si ¢ es vacia entonces
b+c /* ambos casos corresponden a la base */

sino y sic; < ¢; entonces
b < (c1, fusion-2listas((cz, ..., ck), €))
sino
b« (¢4, fusion-2listas(c, (Ca, ..., Ck))) /* ambos casos corresponden a la
llamada recursiva */
fin
Salida: b

Ejemplo 1.6. Ilustremos su funcionamiento con las listas (1,1,5,6) y (1,3,5,7).
Hemos visto ya, que la fusion de ambas listas nos entrega (1,1,1,3,5,5,6,7). Esta
lista coincide con la salida del algoritmo fusidn-2listas cuyo funcionamiento se resume
en la siguiente tabla:

4En este paso suponemos que el pseudo-lenguaje de programacién que estamos usando permite
identificar una lista vacia.
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Lista ¢ Lista ¢ | Lista final b

(1,1,5,6) | (1,3,5,7) | 0

(1,5,6) | (1,3,5,7) | (1)

(5,6) (135.7) | (1.1)

(5,6) (3,5,7) | (1,1,1)

(5:6) | (57 | (1113)

(6) (5, ) (1,1,1,3,5)

(6) (7) (1,1,1,3,5,5)

0 (7) (1,1,1,3,5,5,6)
0 (1,1,1,3,5,5,6,7)

TABLA 1.2. Funcionamlento del algoritmo fusion-2listas

Ejercicio 1.3. El procedimiento de fusion de dos listas puede también ser efectuado
de manera iterativa. Describalo, usando pseudo-lenguaje de programacion.

Estamos ahora en condiciones de describir en lenguaje de pseudo-programacion
el algoritmo fusidn, cuyo objetivo es ordenar una lista (a1, as, ..., a,,) dada. Segin lo
que hemos establecido anteriormente, para este algoritmo y la descripciéon del proce-
dimiento para fusionar dos listas ya ordenadas, dadas por fusion-2listas, el algoritmo
de fusion se escribe como sigue:

Algoritmo 1.7 fusion

Entrada: a = (a1, a2,...,a,)
1: sin <1 entonces
22 b«a /* base */
3: sino /* La lista a tiene més de dos elementos */
4 k< [n/2]
5. ¢ < fusion((a1,az, ..., ax))

6

¢  fusion((ag41, Qgt2, - an)) /* se divide la lista a en dos sublistas,
las cuales se ordenan (llamada recursiva) y dan lugar a cy é */
7. b« fusion-2listas(c, ¢) /* se fusionan las listas c y & obteniendo b */
8: fin
Salida: b

Ejemplo 1.7. Mostremos céomo funciona el algoritmo de fusién, usando la lista
(4,3,8,3,6) del Ejemplo 1.2. Dado que la lista tiene n = 5 elementos la condicién
de la linea 1 no se cumple, por lo que se procede a ejecutar las sentencias a partir de
la linea 3. En la linea 4 se calcula k = [5] = 3, lo que permite dividir la lista a en
dos sublistas (4,3,8) y (3,6), obteniendo las listas ¢ = (3,4,8) y ¢ = (3,6) a partir de
la aplicaciéon recursiva del procedimiento fusion a estas dos listas en las lineas 5 y 6,
respectivamente. Estas dos listas se encuentran ordenadas lo que nos permite aplicar
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el Algoritmo 1.6 fusion-2listas en la linea 7, y asi obtener como salida del algoritmo
la lista ordenada b = (3,3,4,6,8).

(4,3,8,3,6)
/(4,3,8\ /(3,5)\ Division
en dos listas
(4,3) £8) (3) ,(5)
¥ )
() (3) /
(3.4). / N Fusion
P d de dos listas
(3.4.8)___ (3.6)
TTh33468) %

F1curaA 1.3. Division y fusion recursiva

Ejercicio 1.4. Aplique el algoritmo Fusion para ordenar las listas de nimeros da-
das en el Ejercicio 1.1: (9,3,2,1,4,1,2,5,6) v (5,2,3,7,5,1,2,7,5). Realice una tabla
similar a la Tabla 1.2.

1.2.3 Otros tipos de algoritmos

Areas de las matematicas como la optimizacion, el calculo numérico, la teorfa de
nameros, el algebra, entre otras, utilizan algoritmos para resolver problemas propios
de sus dominios. Algoritmos ya clésicos en sus respectivas areas como el método
SIMPLEX para resolver un problema de optimizacién lineal, el método de Newton
para encontrar los ceros de una funcioén, el algoritmo de Euclides para calcular el
maximo comiun divisor de dos ntimeros enteros y su posterior extension para dividir
polinomios, entre otros, son estudiados en otras monografias de la coleccion, por lo
que no seran analizados en ésta. Sin embargo, cabe decir que las propiedades que
usualmente se estudia en estos algoritmos tienen un enfoque distinto del que se aborda
en esta monografia. En efecto, la mayoria de estos algoritmos podrian ser clasificados
y analizados como algoritmos de iteracion, por lo que la medicién de su eficiencia (ver
proxima Seccion 1.3) es un asunto importante que puede ser formalmente estudiado
con las herramientas de esta monografia. Sin embargo, el analisis del resto de las
monografias se enfoca, principalmente, en la idea matemética usada para resolver el
problema planteado, lo cual difiere de nuestro objetivo, que es mucho mas general.
Es interesante mencionar algunos aprontes generales y unificadores para explicar
algoritmos como, por ejemplo, en el contexto de la optimizacion, donde la mayoria de
los métodos generan en cada iteracion un buen candidato para resolver un problema
de optimizaciéon dado, se han establecido esquemas basados en multi-aplicaciones o
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también llamadas funciones punto-conjunto (funciones que a un elemento le asigna un
conjunto, es decir, su imagen esta contenida en el conjunto de las partes de un cierto
espacio o conjunto). Estos trabajos, desarrollados por Willard I. Zangwill a fines de los
anos 60’s, han permitido caracterizar de manera general la convergencia y, en algunos
casos, la wvelocidad de convergencia (cuén rapido un criterio de optimalidad dado
se mejora a medida que transcurren las iteraciones) de ciertos tipos de algoritmos.
Recomendamos a un lector interesado en el tema consultar la Seccion 1.4 del libro [5].

Otro tipo de algoritmos, que no seran abordados en profundidad en esta mono-
grafia, son los llamados algoritmos heuristicos. Estos algoritmos, independiente de su
naturaleza (iterativo o recursivo), se caracterizan por el uso de una o varias reglas
basadas en la experiencia, con las cuales se pretende resolver el problema planteado,
pero sin necesariamente tener una demostraciéon matemaética que pruebe que la salida
final del algoritmo resuelva satisfactoriamente el problema. Una estrategia de este
tipo, que es muy utilizada en la préctica, es el algoritmo gloton. A grandes rasgos se
puede definir como cualquier método que realice en cada iteracion una regla “local”
optima (o eficiente, desde un cierto punto de vista) con la esperanza que ésta genere
una salida que sea 6ptima en un sentido “global”. Por ejemplo, veamos un algoritmo
gloton que nos permita dar un vuelto de $760 con la menor cantidad de monedas po-
sibles. Las monedas que podemos utilizar tienen un valor de $500, $100, $50, $10, $5
y $1. Denotemos por a; el vuelto que nos queda por dar en la iteracion ¢ del algoritmo
(en un comienzo a; = $760). Nuestra regla local consistira en tratar siempre de dar
la moneda de mayor valor, entre todas las que no superen el valor a;. Formalmente,
cada iteracion ¢ se describe como sigue:

= Si a; =0, entonces PARAR, pues ya hemos dado el vuelto requerido.
s Si a; > $500, entonces dar una moneda de $500, y asignar a;;1 = a; — $500.
» Si no, pero si a; > $100, entonces dar una moneda de $100, y asignar a;.1 =

a; — $100.
= Si no, pero si a; > $50, entonces dar una moneda de $50, y asignar a;11 =
= ete.

Una vez ejecutada esta regla local, el algoritmo pasa a la proxima iteracion ¢ + 1.

Asi, nuestro algoritmo entrega primero una moneda de $500, luego dos de $200
(en dos iteraciones distintas), continuamos con una de $50 y finalizamos con una de
$10. Esto es ilustrado en la Figura 1.4.

Ejercicio 1.5. Escribir este algoritmo, de manera iterativa y recursiva, usando el
pseudo-lenguaje de programacion introducido en la Seccion 1.1.1. jPuede entregar
una prueba matemaética que demuestre que este algoritmo da vuelto con la menor
cantidad posible de monedas?

Los algoritmos glotones han servido para resolver eficientemente algunos proble-
mas mateméaticos, como, por ejemplo, los presentados en los Capitulos 3 (Algoritmos
Prim y Kruskal) y 4 (Algoritmo Dijkstra), sin embargo, para muchos otros problemas
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FIGURA 1.4. Algoritmo gloton usado para dar un vuelto de $760.

éstos no garantizan la obtencion de una solucién, debido principalmente a que no uti-
lizan exhaustivamente toda la informacion del problema. Algunos problemas donde el
algoritmo gloton falla son la construcciéon de ciclos Eulerianos y Hamiltonianos, que
se introducen en el Capitulo 6.

1.3 Eficiencia de un algoritmo

La idea de utilizar algoritmos para resolver problemas concretos, ya sea en la vida
diaria, en matematicas, en computacién o en otra area, es valida sélo si esta resolucion
tarda una cantidad “razonable” de tiempo. El objetivo de esta seccion es explicar qué
entendemos por “razonable” en este contexto, introduciendo la nocién de complejidad
de un algoritmo.

1.3.1 Complejidad de un algoritmo

Tlustremos la importancia de los principales conceptos a introducir en esta seccién con
un ejemplo. Supongamos que deseamos encontrar la clave numérica de un computador
compuesta por n digitos numeéricos (1 al 10). Un posible algoritmo para encontrar esta
clave es probar, una a una, cada combinacion usando algin orden. Con esto, tendremos
que probar, en el peor caso, las 10™ posibles combinaciones. Para ilustrar cuan poco
eficiente es este algoritmo, supongamos que nos demoramos 0.1 segundos en probar
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cada combinacion, entonces nos demoraremos 1.000 segundos (=~ 17 minutos) si la
clave es de 4 digitos (n = 4), 10.000 segundos (/= 2.8 horas) si es de 5 digitos (n = 5),
100.000 segundos (= 1.15 dfas) si es de 6 digitos y, si pensamos en claves de 10 digitos
el tiempo que tardariamos seria de 1.000.000.000 segundos que corresponde a més
de 31 anos!!. Notemos que, al comparar usando el tiempo del peor caso posible, un
pequenio aumento en el “tamafio” del problema (en este caso el namero de digitos n)
implica un enorme aumento en su tiempo de resolucion.

En el ejemplo anterior hemos enfocado nuestra atenciéon en dos aspectos: en el
tiempo que demora el algoritmo en resolver algin problema, cuando el “tamano” de
este 1ltimo crece y en el uso del tiempo de resolucién en el peor caso como medida de
eficiencia para un algoritmo. En efecto, en la teoria de algoritmos se estudia cuanto
demora, en el peor caso, un algoritmo en resolver el problema que pretende solucionar,
caracterizando el nimero de pasos u operaciones basicas que involucra la resolucion
como funcién del tamano del problema. La forma como crece este tiempo sera repre-
sentada por una funcion f : N — N (generalmente se adoptan funciones bien cono-
cidas como funcion constante, logaritmo, lineal, cuadratica, exponencial, etc.) y es lo
que llamaremos la complejidad del algoritmo. Formalmente, establecemos lo siguiente:

Definicion 1.2. Llamaremos complejidad de un algoritmo a la funcién f : N — N
que a cada n € N le asocia el valor médximo de pasos que puede demorar el algoritmo
en resolver el problema estudiado, es decir, al tiempo de resoluciéon del algoritmo en
el peor caso.

Observacion 1.3. Existen algoritmos, como el método SIMPLEX para resolver pro-
blemas de optimizacion lineal®, que resultan satisfactoriamente rapidos en la practica
aun teniendo complejidad exponencial (ver definiciéon en la Tabla 1.4), lo cual supon-
dria una mala eficiencia en la resoluciéon del problema. Situaciones como ésta han
llevado a estudiar formas alternativas de medir la eficiencia de un algoritmo, que no
sean basadas en el estudio del peor caso. Por ejemplo, otra medida de eficiencia co-
munmente utilizada, es el anélisis del caso promedio, que a grandes rasgos consiste
en el promedio de cuanto tardaria nuestro algoritmo ejecutado sobre cada una de
las entradas posibles. Si bien estas medidas alternativas pueden ser més adecuadas
o mas realistas para estudiar la eficiencia de ciertos algoritmos, son también mucho
mas dificiles de estimar, por lo que su uso es menor.

5Consultar detalles en la monografia “Optimizaciéon Lineal: una mirada introductoria”
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1.3.2 Clases de complejidad

El calculo de la complejidad de un algoritmo puede ser muy dificil y dado que sélo
explica el tiempo de resolucion en el peor caso, no siempre se considera util un calculo
preciso de éste. Por ejemplo, en la Tabla 1.3 observamos que cuando multiplicamos
por dos las funciones f(n) = n?y f(n) = 2", la forma en que estas funciones crecen no
cambiar mayormente. Mas ain, en la practica estas constantes son dificiles de calcular
con exactitud para un algoritmo dado, pudiendo sélo tener estimaciones poco precisas
de ellas.

n\f|log(n)| n |2n] n? | 2n? 2" 2 %27
1 0 01]02] 01 |02 0.2 0.4
2 [ 01 [02]04] 04 | 08 0.4 0,8
3 0,158 10,3106 | 0,9 1,8 0,8 1,6
A | 02 |04]08] 1,6 | 32 16 3,2
5 10232 05| 1|25 5 39 6.4
6 10258 [06]1.2] 36 | 7.2 6.4 128
7 ] 028 (0714 49 | 9.8 12.8 25.6
8 | 03 |08]1,6] 64 | 128 25,6 51,2
9 | 0317 |09 18] 81 | 162 51.2 102.4
10 0,332 | 1 2 10 20 102,4 204,8
100 | 0,664 | 10 | 20 | 1000 | 2000 | 1,26765-10%° | 2,5353-10%°

TaABLA 1.3. Tiempo que demora un algoritmo de f(n) pasos, si rea-
liza 1 paso en 0.1 segundos

Por estas razones, la eficiencia de un algoritmo generalmente se mide s6lo usando un
estimacion superior de su complejidad, lo que permite agrupar las distintas funcio-
nes que las representan en clases de complejidad. Para formalizar estos conceptos,
introducimos la siguiente nocién de mayoracion:

Definicién 1.3. Sean dos funciones f,g: N — N, decimos que f(n) estd en O(g(n)),
si existen naturales c y ng tales que, para todo natural n > ngy

f(n) <cg(n).

El simbolo O suele llamarse gran o.

Una forma de interpretar esta definicion es que, si f(n) estd en O(g(n)), enton-
ces f(n) esta asintoticamente acotado superiormente por g(n). Intuitivamente, esto
significa que f es menor o igual que g, si hacemos caso omiso de diferencias menores
que un factor constante. Por ejemplo, sea f la funcién f(n) = 7n* + 2n3 + 5n + 10.
Entonces, si tomamos el coeficiente de mayor orden (7n*) y descartamos el coeficiente
7, obtenemos que f(n) esta en O(n?). En efecto, para ¢ = 8 y ng = 2, se cumple con
la Definicion 1.3, ya que 7n* 4+ 2n2 + 5n + 10 < 8n?, para todo n > 3.
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FigurA 1.5. Crecimiento de funciones del ejemplo

Podemos también notar que f(n) esta en O(n®), y en O(nS), pero f(n) no esta
en O(n?®). Estas relaciones de mayoracion son en parte explicadas en el siguiente
resultado de transitividad cuya demostracion se deja como ejercicio al lector.

Teorema 1.4. Si f(n) estd en O(g(n)) y g(n) estd en O(h(n)), entonces f(n) estd
en O(h(n)).

Luego, aun cuando es valido hablar de que la complejidad f(n) esta en O(g(n))
para una funcién g cualquiera, se acostumbra considerar funciones “sencillas”, como
n, n?, 2", etc., que sean minimales para la relacién dada por la Definicion 1.3, es
decir, que cumpliendo que f(n) estd en O(g(n)), no se pueda encontrar otra funcion
sencilla h tal que f(n) estd en O(h(n)) y g(n) estd en O(h(n)). Dependiendo de cual
sea esta funcién g, diremos que un algoritmo es “lineal”, “cuadratico”, “exponencial”,
respectivamente. Llamaremos clases de complejidad a estas categorias usadas para
clasificar la complejidad de un algoritmo.

En la Tabla 1.4 se muestran las clases de complejidades mas comunes y el nombre
con que suele llamarseles. La tabla esta ordenada en forma creciente segin la relacion
dada por la Definicion 1.3.

Observacion 1.4. Como las constantes no juegan ningin rol en la definicion de
las clases de complejidad, las propiedades de cambio de base de los logaritmos nos
permiten asumir, sin pérdida de generalidad, que las complejidades que involucran la
funcién logaritmo son calculadas en base 2.
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Complejidad Nombre
O(1) Constante
O(logn) Logaritmico
O((logn)*) (k € N) | Poli-logaritmico
O(n) Lineal
O(nlogn) Log-lineal
O(n?) Cuadratico
O(n?) Ctbico
O(n*) (k € N) Polinomial
O(c™) (e>1) Exponencial
O(n!) Factorial

TABLA 1.4. Complejidades y sus nombres.

Finalizamos esta seccién con un resultado sobre el dlgebra basica asociada a la
notacion O, éste nos permitird medir mas facilmente la complejidad de un algoritmo.
Su demostracion se puede obtener a partir de la definicién de complejidad y se deja
como ejercicio para el lector.

Teorema 1.5. Si f,g son dos funciones tales que f(n) estd en O(u(n)) y g(n) estd
en O(v(n)), entonces

1. f(n) + g(n) estd en O(u(n) + v(n)).

2. f(n)-g(n) esta en O(u(n) - v(n)).
En términos de la notacion gran o, podemos reescribir lo anterior como:

1. O(u(n)) + O(v(n)) = O(u(n) + v(n)).

2. O(u(n)) - O(v(n)) = O(u(n) - v(n)).

Ejercicio 1.6. Muestre que:
1. f(n) =5n%+ 2n? 4 100 estd en O(n3).
2. f(n)+ g(n) esta en O(max{f(n),g(n)}).

1.3.3 Midiendo la complejidad de un algoritmo

Las propiedades de los Teoremas 1.4 y 1.5 nos permiten, a partir de un algoritmo
escrito en un pseudo-lenguaje de programacion, obtener la complejidad de un algorit-
mo. En efecto, si logramos escribir el algoritmo de forma que cada paso sea atdmico,
es decir, que tome una cantidad constante de tiempo u operaciones (o equivalente-
mente que cada paso este en O(1)), podemos entonces contar las veces que se repiten
estas instrucciones y calcular directamente su complejidad. Por ejemplo, pensemos
en el problema de identificar los nimeros que sean pares en un conjunto de n nime-
ros dados. Un primer algoritmo que daremos para resolver este problema consiste en
verificar, nimero por nimero, si este es par o no (Algoritmo 1.8).
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Algoritmo 1.8 Buscar pares

Entrada: Conjunto de nameros A = {a1, as,....an}.
P« /* Conjunto de ntimeros pares */
: para todo a; € A
si a; es par entonces
P+ PU {ai}
fin
6: fin
Salida: Subconjunto P de ntmeros pares en A

A .

En el Algoritmo 1.8, la asignacion inicial de P (linea 1) es de complejidad O(1).
Verificar que un namero es par (linea 3) y eventualmente agregarlo a P (linea 4)
también tienen complejidad O(1), por lo que la sentencia si de las lineas 3 a 5 son
de complejidad O(1) + O(1) = O(1) (gracias la propiedad 1 del Teorema 1.5). Sin
embargo, esta secuencia de pasos debemos repetirlas para cada a; en A, o sea, n
veces. Por lo que el ciclo para de las lineas 2 a la 6 tienen complejidad nO(1) que
estd en O(n) (gracias a la propiedad 2 del Teorema 1.5). Finalmente como el paso
de la linea 1 esta en O(1), podemos concluir que la complejidad del algoritmo es
O(1)+0O(n) = O(n), es decir, lineal. Notemos que cada paso del algoritmo es atémico,
esto hizo muy sencillo el calculo de su complejidad.

Pensemos en otro algoritmo para resolver el mismo problema:

Algoritmo 1.9 Buscar pares

Entrada: Conjunto de ntmeros A = {ay,as,....an}.
1: para todo P subconjunto de A (en orden decreciente de tamafio)
2:  si algtin elemento de P es impar entonces

3 Continuar con el siguiente subconjunto P
4:  sino

5 TERMINAR

6: fin

7: fin

Salida: Subconjunto P de ntimeros pares en A

Suponiendo que la verificacion la condiciéon de la linea 2 se realiza con el Algo-
ritmo 1.9, es decir, verificando la paridad ntumero por nimero, obtenemos que esta
condicion tarda una cantidad de pasos igual a |P| (cardinalidad de P), que esta en
O(n). Sin embargo, incluso aunque esta verificacion la pudiésemos hacer en tiempo
O(1), la secuencia de pasos 2-6 hay que repetirla para cada subconjunto de A, cu-
ya cardinalidad es igual 2" (ver Ejercicio 3.c) de la Seccion 1.4) y, por lo tanto en
el peor de los casos, deberiamos repetir estos pasos 2" veces. Concluimos asi que la
complejidad de este algoritmo es nO(2") que esta en O(4™), es decir, exponencial.
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Estudiemos ahora las complejidades de los algoritmos de ordenamiento de listas
Seleccion (Algoritmo 1.4) y Fusion (Algoritmo 1.7). En el algoritmo Seleccion, todas
las asignaciones y verificaciones de condiciones son atémicas, es decir, se pueden hacer
en tiempo O(1), por lo que la complejidad de este algoritmo se estima directamente de
los dos ciclos para anidados de la linea 2 y 4. Es claro que el primer ciclo para (lineas
2-12) se repite n — 1 veces, y el segundo ciclo para (lineas 4-8) se repite (para un i
fijo), en el peor caso, n— 1 veces, por lo que podemos decir que la complejidad esta en
O(n—1)-O(n—1) = O((n—1)?) = O(n?) (la primera igualdad proviene de la propiedad
2 del Teorema 1.5, mientras que la segunda se obtiene directamente de la Definicion
1.3). Podemos ser mas finos en contar cuantas veces se repiten las instrucciones de las
lineas 4-8. Una forma de contar es pensar en un cuadro de (n—1)-(n—1) y marcar los
posibles valores de i y j del algoritmo (ver Figura 1.6). En la figura se puede apreciar
que aproximadamente la mitad de los cuadros estan marcados, o sea, los pasos de las
lineas 4-7 se repiten aproximadamente @ en total, que estd también en O(n?).
En resumen, la complejidad del algoritmo de Seleccién para ordenar una lista de n
elementos esta en O(n?), es decir, es cuadratica.

=1,..,n-1

/——&

u{..{.[+.Z:‘[

FIGURA 1.6. Indices i y j utilizados en el Algoritmo 1.4

Estudiemos ahora el algoritmo Fusién. El estudio de la complejidad esta vez es
més complicado, dada la definiciéon recursiva de éste. Denotemos por f(n), para alguna
funciéon f, a la complejidad del algoritmo Fusion. Se puede mostrar que el Algoritmo
1.6, fusidn-2listas, tiene complejidad lineal, es decir, estd en O(n) (el lector puede
probar esto como ejercicio). Por otro lado, dada la definicion recursiva del algoritmo,
sabemos que el namero de pasos para ordenar una lista de tamano n es igual al nimero
de pasos que toma ordenar una lista de tamafio |n/2|, mas el nimero de pasos que
toma ordenar una lista de tamafio [n/2], mas el ntimero de pasos que toma fusionar
ambas listas con el algoritmo fusidon-2listas. Esto se puede aproximar como sigue:

f(n) = 2f(In/2]) + O(n).
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Intuitivamente®, si pensamos que la relaciéon anterior se da con una igualdad, reem-
plazando O(n) por una funcién lineal, obtenemos:

(1.2) f(n)=2f(n/2) +an (para cierto a > 0),

Se puede mostrar usando induccion (ver pags. 128-131 del libro [1]) que la funcion f,
que cumple con la igualdad, viene dada por:

(1.3) f(n) = anlogn + pn,

donde 3 corresponde a cuanto se demora el algoritmo Fusion si la lista tiene tamano
n = 1.7 Por lo tanto, se concluye que f(n) esta en O(nlogn) + O(n) = O(nlogn), es
decir, el algoritmo Fusién tiene complejidad log-lineal. En el Ejercicio 12 de la préxima
secciéon veremos un argumento ligeramente distinto para demostrar que el algoritmo
Fusion tiene complejidad O(nlogn), el que también esta basado en la Ecuacion (1.2)
y en la funcion (1.3).

Es por esto que el algoritmo Fusion es uno de los més rapidos en términos de
complejidad, de hecho, no existen algoritmos generales que permitan ordenar una
lista con complejidad menor que O(nlogn).

6La demostracion formal de este teorema necesita ciertos conocimientos fuera del alcance de
esta monografia.

"Determinar exactamente esta cantidad no es importante para el analisis de complejidad, pero
podemos ver directamente, contando la verificaciéon de la linea 1 y la asignacion de la linea 2 del
Algoritmo 1.7, que 8 = 2.
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1.4 Ejercicios

1. Inspirandose en los Algoritmos 1.1, 1.2 y 1.2, imagine situaciones cotidianas que
pueden ser resueltas usando algoritmos y escribalos utilizando pseudo-lenguaje de
programacion.

2. Demuestre, usando induccién, las siguientes identidades:

Zz’?:n(n+1)(2n+1)/6 y Zz’3=n2(n+1)2/4.

3. Pruebe, usando induccién, que las siguientes aseveraciones son ciertas:
a) Para todo n € N, 32"T1 4 27%2 e5 divisible por 7.
b) n > 1 puntos distintos sobre una recta determinan n 4 1 segmentos.
¢) Sea A un conjunto de cardinalidad n € N. El conjunto de las partes de A, es
decir, el conjunto de todos los subconjuntos posibles de A, tiene cardinalidad

2",

4. Podemos definir recursivamente n? como sigue:

12 =1 (base),

Si n? = m, entonces (n + 1) = m + 2n + 1 (paso inductivo).
Escriba un algoritmo recursivo que implemente lo anterior, usando pseudo-lenguaje
de programacion. Pruebe, utilizando induccién sobre n, que esta definicion recur-
siva calcula correctamente n?.

5. En el pais de Akinostdn solo existen monedas de 3 y 5 pesos. Muestre, usando
induccién, que cualquier cantidad de pesos mayor o igual que 8 puede ser pagada
con las monedas disponibles.

Indicacién: Considere como casos bases el pago de 8, 9 y 10 pesos. Luego,
para demostrar que esta aseveracidon es cierta para n + 1 pesos, utilice como
hipoétesis inductiva que es cierta para n, n — 1 y n — 2 pesos.

6. El mdzimo comun divisor (MCD) de dos ntimeros naturales a y b es el mayor
ntmero natural que divide a ambos niimeros. Por ejemplo

MCD(9,12) = 3, MCD(24,30) = 6 y MCD(12,25) = 1.

Escriba un algoritmo recursivo que calcule el maximo comin divisor de dos nu-
meros naturales a y b, asumiendo que a > b.

Indicacién: Puede utilizar la siguiente definicién recursiva del méximo co-
min divisor:

Si b divide a a, entonces, MCD(a,b) = b (base), si b no divide a a, entonces,
sea r el resto de la division a/b (es decir, a = kb + r para cierto k € N)3, se tiene
que MCD(a,b) = MCD(b,r) (paso inductivo).

Pruebe, usando induccion, que esta definicién recursiva calcula correctamente
maximo comun divisor de a y b (con a > b).

8La operaciéon que a dos enteros a y b le asocia su resto se llama mddulo y se denota r = a
mod b.
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El algoritmo de Euclides, que calcula el maximo comun divisor de a y b (con a > b),

se puede describir iterativamente como sigue: “Si b = 0, entonces MCD(a,b) = a

(pues 0 es divisible por cualquier entero). Si no, mientras b > 0, asigne b a a y el

resto r de la divisiéon a/b a b. La salida sera a”.

Escriba este algoritmo usando pseudo-lenguaje de programacion.

Demuestre que:

a) a™ esta en O(b™) si 1 < a <b, pero a™ no esta en O(b") si1l < b < a.

b) n® esta en O(b™), para todo a y para todo b > 1.

c) logn® esta en O(nb), para todo a y para todo b > 0.

d) n!esta en O(n™).

e) nl°e™" estd en O(2).

Demuestre que el algoritmo de Euclides dado en el Ejercicio 7 tiene complejidad

O(loga) (con a > b).

Indicacién: Pruebe que a mod b < a/2. Con esto se deduce que la variable

a se hace, al menos, mas pequena que a/2 después de dos iteraciones del ciclo

mientras. Se concluye que este ciclo mientras serd utilizado, a lo mas, una

cantidad 2loga veces.

La version original del algoritmo de Euclides usaba la sustracciéon repetida en

lugar del residuo de la division, éste puede describirse iterativamente como sigue:

“Si b = 0, entonces MCD(a,b) = a (pues 0 es divisible por cualquier entero). Si

no, mientras b > 0, asigne ba ay a —b a b. La salida sera a”. Esta version resulta

ser significativamente menos eficiente.
Escriba este algoritmo, usando pseudo-lenguaje de programaciéon y calcule su

complejidad. Compare con el Ejercicio 9.

Los ntmeros de Fibonacci son una secuencia de nameros enteros {F(n)}, con

n € N\ {0}, cuyo n-ésimo término F(n) se calcula sumando los dos nimeros

precedentes y donde los dos primeros son iguales a 1. Por ejemplo, los primeros

siete nameros de Fibonacci vienen dados por: 1,1,2,3,5,8, y 13.

a) Escriba F(n) en funciéon de F(n — 1) y F(n — 2), paran > 3.

b) A partir de a), escriba un algoritmo recursivo usando pseudo-lenguaje de
programacion, cuya entrada sea m y cuya salida sea el m-ésimo ntmero de
Fibonacci F(n).

¢) La constante r = (1 +1/5)/2 ~ 1,62 es llamada la razén durea (se deja al

lector investigar también sobre la seccidn durea). Demuestre que F'(n) esta
en O(r™).
Indicacién: Pruebe por induccion que F(n) < ar™, para cierta constante a.
La base debe incorporar los casos n = 1 y n = 2. Para el paso inductivo, le
puede ser tutil notar que 72 = r + 1.

d) Demuestre que F'(n) puede ser calculado usando la formula de Cauchy-Binet:

1 (1+vBY 1 [1=vB)
ro= 55 (457) -5 (57)
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e) A partir de la parte d), escriba un algoritmo iterativo, usando pseudo-lenguaje
de programacion, cuya entrada sea n y cuya salida sea el n-ésimo ntmero de
Fibonacci F(n). Calcule su complejidad y compare con la parte c).

12. El objetivo de este ejercicio es justificar que la complejidad f(n) del algoritmo
Fusion esta en O(nlogn). Para esto procederemos como sigue:

a) Supongamos primero que n es una potencia de 2, es decir, que n = 2¢ con
i € N. Demuestre, usando induccién sobre i, que la funcién i — f(2¢) =
24 (i + 3), donde f esta dada en (1.3), satisface la ecuacion (1.2), para todo
n = 2% con i € N\ {0}. Se deduce, entonces, que f(n) estd en O(nlogn), para
todo n que sea una potencia de 2.

b) Usando la parte anterior y el hecho que la complejidad f(n) es creciente
(justifique), pruebe que f(n) esta en O(nlogn), para cualquier n € N.
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Capitulo 2: Grafos

En este capitulo introduciremos las nociones basicas de teoria de grafos, asi como
el lenguaje y las propiedades que formaran la base de los temas abordados en los
proximos capitulos.

Presentaremos también varios ejemplos, ejercicios e ilustraciones que esperamos
permitan al lector aduenarse de este tema.

En cuanto a los algoritmos, en el resto de esta monografia estudiaremos formas
de resolver problemas que se plantean sobre las estructuras de grafos que definiremos
en este capitulo. Estos problemas tienen gran interés en matematicas y ciencias de la
computaciéon por lo simple que resulta su planteamiento y lo dificil que generalmente
es su resolucion.

Apareceran asi, de manera natural, las nociones de recursion, iteracion, comple-
jidad, etc., que estudiamos en el Capitulo 1.

2.1 Introduccion

Un grafo es una dupla G = (V, E) compuesta por un conjunto finito V- = V(G) de
vértices, también llamados nodos y tipicamente dibujados por circulos y un conjunto
E = E(G) C V2, que llamaremos conjunto de aristas', donde hemos definido V2 =
(V x V) \ (Upev (v,v)), pues en esta monografia no estamos interesados en estudiar
aristas de la forma (v,v), también conocidas como bucles.

Un grafo no-dirigido (que simplemente llamaremos grafo) es una tupla G = (V, E)
con las caracteristicas mencionadas anteriormente, donde una arista e € E representa
una conexion (sin una direccion establecida) entre dos vértices de V' y se dibuja por una
linea que une estos elementos. Asi, la arista e = (vl, ’U2> representa una conexion entre
los vértices v1 y vg, la cual puede también escribirse como e = (v2,v1), en este caso,
diremos que los vértices v1 y v2 son adyacentes. Para simplificar la notacion, en esta
monografia utilizaremos la convencion que la arista e de un grafo no-dirigido apareceré
escrita s6lo una vez en la descripcion de F y, en caso de existir alguna relacién de orden
< definida sobre el conjunto de vértices V, esta sera descrita de la forma e = (v, v2)
cuando v; < wy. Sin embargo, para definir correctamente ciertas operaciones entre
grafos que veremos en la Seccion 2.2.1, las cuales se estableceran mediante operaciones

1Hemos adoptado la letra E motivados por el término inglés edge, con el cual se llama a este
objeto matematico.
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usuales entre conjuntos (union, interseccion, complemento, diferencia, etc.), debemos
tener en cuenta que, si el par (v1, v2) esta en E, entonces también lo esta el par (va, v1).
Ejemplo 2.1. Sea el grafo G = (V, E), con los vértices V = {1,2,3,4,5,6} y las
aristas F = {(1,2),(1,3),(2,4),(2,6)}. Este grafo se representa graficamente en la
Figura 2.1.

F1GurA 2.1. Ejemplo de un grafo

Por otro lado, un grafo dirigido G = (V, A) es un grafo cuyas aristas a = (vy,v9) €
A representan una conexién entre los dos vértices v y v en la direccion desde v, a
v9, usualmente denotada por una flecha que va desde vy hacia vs. Luego, en un
grafo dirigido, una arista nos entrega méas informacién que una arista en un grafo
no-dirigido. Dada esta importante diferencia, llamaremos arco a un elemento a =
(v1,v2) € Ay diremos que A es el conjunto de arcos del grafo dirigido G, explicando
el cambio de notacién de E¥' a Ay de e a a. En la Figura 2.2 dibujamos el grafo dirigido
G = (V, A), donde sus vértices son V = {1,2,3,4,5,6} y sus arcos vienen dados por
A= {(17 2),(2,4),(3,1),(4,2), (6, 2)}

Resumiendo, la principal diferencia entre grafos dirigidos y no-dirigidos es que,
para dos vértices v; y vy de un grafo dirigido, (v1,v2) no representa el mismo arco
que (ve2,v1), pues el primero solo sirve para “llegar” desde vy a vg, mientras que el
segundo tiene el sentido contrario.

Una caracteristica intrinseca a un grafo (no-dirigido y dirigido) es la cardinalidad
de los conjuntos de vértices y aristas (o arcos segtin sea el caso). Estas seran denotadas
por |V|y |E| (o |A]), respectivamente. En particular, el valor |E| (o |A]) es llamado
el tamano del grafo G.

Ejercicio 2.1. Mostrar que el tamano de un grafo no-dirigido GG es a lo menos 0 y a
lo mas (;), siendo n el nimero de vértices de G. ;Cuales son las cotas para un grafo
dirigido?
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O,
ONO

FiGURA 2.2. Ejemplo de un grafo dirigido

2.2 Grafos no-dirigidos

En esta secciéon a un grafo no-dirigido lo llamaremos simplemente grafo. Un grafo
queda completamente definido por sus vértices V' y aristas E, aunque su representa-
cion grafica puede variar. Por ejemplo, el grafo de la Figura 2.1, también puede ser
representado como en los grafos de la Figura 2.3.

© LD @ B
() ) (e)

Figura 2.3. Otras representaciones graficas del grafo G

En el contexto de teoria de grafos, en especial en lo referente a grafos no-dirigidos,
muchas veces nos enfocamos en la estructura que un grafo pueda tener y a las pro-
piedades que resulten de ésta, quedando relegado a segundo plano el significado que
tienen sus vértices y aristas. Es por esto que resulta tutil entender cuando dos grafos
tienen propiedades equivalentes aun cuando no sean iguales como objetos mateméti-
cos, ya que los nombres de sus vértices (y, en consecuencia, sus aristas) puedan diferir.
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Asi, diremos que dos grafos G = (V, E) y G’ = (V', E') son isomorfos si existen biyec-
ciones, tanto entre sus vértices, como entre sus aristas, es decir, existen dos funciones
biyectivas ¢y : V = V' y o : E — E’, que satisfacen que e = (u,v) € E si y solo si
vr(e) = (ev(u),pv(v)) € E'. Por ejemplo, los grafos de la Figura 2.4 son isomorfos,
pero distintos.

FIicura 2.4. Grafos isomorfos

En la Seccién 2.2.2 estudiaremos algunas estructuras bésicas, que se comparten
para grafos isomorfos, con algunas de sus propiedades principales.

Una caracteristica muy importante en un grafo no-dirigido es la nocion de arista
incidente y grado de un vértice que definimos a continuacion.

Definicion 2.1. Diremos que una arista e es incidente a un vértice v, si v es uno de los
elementos de la arista e. El nimero de aristas incidentes a un vértice v le llamaremos
el grado de v y lo denotaremos por §(v). En el caso particular que el grado de un
vértice v sea 0, diremos que v es un vértice aislado.

Para ilustrar esta definicién, veamos que en el grafo del Ejemplo 2.1 el grado del
vértice 2 es 3, es decir, 6(2) = 3, pues las aristas (1,2), (2,4) y (2,6) inciden en el
vértice 2.

Estamos ahora en condiciones de probar nuestro primer resultado en teoria de
grafos.

Teorema 2.2. En todo grafo, el numero de vértices de grado impar es par.

Demostracion. Sea G = (V, E) el grafo en consideracion. Notemos que cada arista
contribuye exactamente 2 veces a la suma total de los grados de los vértices (de hecho
podemos calcular el grado de un vértice contando las veces que aparece en el conjunto
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E), entonces, sumando los grados de todos los vértices v € V', obtenemos?:

(2.1) > dv) =2|E|.
veV
Si denotamos por V' C V el subconjunto de todos los vértices de grado im-
par, entonces V" = V \ V' es el subconjunto de todos los vértices de grado par y

Y ower 0(v) = > ey 0(v) + > ey 0(v). Obteniendo de (2.1) que

D dw)=2El- > é(v).

'UGV/ UGV//
Pero como el término de la derecha es par, deducimos que la ) ., 6(v) es par y, por
lo tanto, dado que é(v) es impar, para todo v € V| la tnica posibilidad para que esto
suceda es que el nimero de vértices de grado impar sea par. O

Observacion 2.1. La igualdad (2.1) puede ser reescrita como:

(2.2) Z d(v) =0 mod 2,

veV
donde la operacién a mod b nos entrega, para dos ntimeros enteros a y b, el resto de
la division a/b (ver también la Nota 8 al pie de la pagina 45 del Capitulo 1). Esta
tltima igualdad es llamada el lema del apreton de manos®, dado que expresa el hecho
que jen cualquier fiesta el nimero de manos apretadas es par!.

Ejercicio 2.2. Un grafo cubico es un grafo de n vértices, donde cada vértice tiene
grado 3. Pruebe que si G es un grafo ctbico, entonces n = |V(G)| es par. ;Cual es el
grafo ctibico de menos vértices?

A lo largo de esta monografia nos resultara util identificar “partes” de un grafo
dado, es decir, un subconjunto de vértices y las aristas que incidan en éstos. Formal-
mente, diremos que un grafo G' = (V' E’) es un subgrafo del grafo G = (V, E), si
VICVyFE CEN(V' xV'). Esta relacion la denotaremos por G’ C G y dire-
mos que G contiene a G’ o que G’ estd contenido en G. Por ejemplo, dos posibles
subgrafos del grafo G, dado en el Ejemplo 2.1, son: G' = (V', E’), con los vértices
V' ={1,2,4,6} y las aristas E' = {(1,2),(2,4),(2,6)} y G" = (V',E") con V" =V’
y B = {(15 2)7 (274)}

Una primera aplicacion del estudio de subgrafos es la siguiente definicion:

Definicién 2.3. Definimos un camino como un grafo P = (V, E) donde V' = {vg, v1,
vty E={(vo,v1), (v1,v2), ..., (Vg—1,vk)}. En este caso, diremos que P es un
camino que conecta o une los vértices vy y vi. Definimos también el largo del camino
de P como el tamafio de este grafo, es decir, el namero de aristas k de P. En el caso
particular que los extremos del camino P sean el mismo vértice (es decir, vg = v,,),

2En el Ejercicio 2 de la Seccion 1.4 de ejercicios se sugiere una forma alternativa para probar la
igualdad (2.1).
3Se conoce en inglés como handshaking lemma.
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diremos que el camino es un ciclo y lo denotaremos por C'. En particular, diremos que
P (o C) es un camino (o un ciclo, respectivamente) del grafo G, si ademas se tiene
que P C G (o C C G, respectivamente).

Observaciéon 2.2. Muchas veces un camino (o un ciclo) de largo k se denota por Py
(o Cf, respectivamente), esta notacion sera usada en esta monografia sélo cuando no
haya posibilidad alguna de confusién.

En el grafo del Ejemplo 2.1 podemos identificar varios caminos posibles, por
ejemplo, entre los vértices 3 y 6 existe un tinico camino que los conecta dado por
P = ({1,2,3,6},{(1,2),(1,3),(2,6)}). Para simplificar la notaciéon, un camino sera
denotado por la secuencia de vértices o de aristas que lo representan. Asi, en el caso
del ejemplo anterior, el camino P puede ser descrito simplemente como (3,1,2,6) o
((1,2),(1,3),(2,6)), respectivamente.

Ejercicio 2.3. Verifique que estas notaciones son coherentes, es decir, que efectiva-
mente describen el mismo camino. Describa, usando los tres tipos de notaciones, el
camino que conecta los vértices 3 y 4 en el grafo del Ejemplo 2.1 .

Para establecer propiedades sobre grafos o realizar algoritmos sobre éstos, es
muchas veces necesario que los grafos estén “conectados” en algun sentido. En teoria
de grafos, esta nocion corresponde a la de grafos conexos. Usando la Definicion 2.3,
podemos decir que un grafo es conezo si existe un camino entre cada par de vértices
distintos del grafo. Por ejemplo, en la Figura 2.5, el grafo de la izquierda es conexo
mientras que el grafo de la derecha no lo es, pues no existe un camino que conecte a
los vértices 1, 2 6 3 con los vértices 4 6 5.

FigurA 2.5. Ejemplo de un grafo conexo y uno que no lo es

Siempre podemos identificar las componentes conezas de un grafo G = (V, E) (que
llamaremos simplemente componentes) como los subgrafos conexos G; de G que no

estan conectados entre ellos y, por lo tanto, sus vértices V(G;) particionan el conjunto
de vértices de G (es decir, V(G;) NV (G,) = 0, para todo i # j y U;V(G;) =V) . Por
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ejemplo, el grafo de la derecha de la Figura 2.5 tiene dos componentes formadas por
los vértices {1,2,3} y {4,5} y sus respectivas aristas.

Observaciéon 2.3. Notemos que un grafo G compuesto por un solo vértice (i.e.
V(G) = {v} y E(G) = () es un grafo conexo, ya que la definicién se satisface por
vacuidad, pues no existen dos vértices distintos en V.

2.2.1 Operaciones sobre grafos

Vamos a necesitar construir nuevos grafos a partir de algunos ya existentes, para esto,
definiremos las siguientes operaciones bésicas sobre grafos que nos permitiran sumar
o restar vértices y aristas a un grafo G = (V, E) dado.

Si V' C V es un subconjunto (estricto) de vértices de G, entonces la diferencia
entre G y V', denotada por G\ V', corresponde al grafo cuyos vértices son V\ V' y
sus aristas son las aristas E, menos las que inciden en algun vértice de V', es decir,
EG\V')=En(V\V') x (V\V'). Similarmente, si £/ C E es un subconjunto
(estricto) de aristas de G, entonces la diferencia entre G y E’, denotada por G \ E,
corresponde al grafo cuyos vértices son los vértices V' y cuyas aristas son F \ E’; es
decir, G\ E' = (V, E\ E’). En el caso que estos conjuntos sean un solo elemento, por
ejemplo, V' = {v} y E' = {e}, simplificaremos la notaciéon escribiendo G\ vy G\ e,
respectivamente.

En las Figuras 2.6 y 2.7 se ilustra las diferencias entre el grafo del Ejemplo 2.1 y
un vértice y de este mismo grafo y un conjunto de aristas, respectivamente.

Jlod.

FiguraA 2.6. Diferencia entre un grafo y un conjunto de vértices.
Izquierda: G, Derecha: G \ {2}

Para una arista e que une dos vértices no adyacentes de un grafo G = (V, E), es
decir, e € V2 \ E, definimos la suma de G y e, denotada por G + e, como el grafo
obtenido al incluir la arista e en G. En la Figura 2.8 se ilustra la suma del grafo del
Ejemplo 2.1 y la arista (2, 5).

55



o4l

FicurA 2.7. Diferencia entre un grafo y un conjunto de aristas. Iz-
quierda: G, Derecha: G\ {(1,2),(2,4)}

e 4

FIGURA 2.8. Suma entre un grafo y una arista. Izquierda: G, Dere-
cha: G+ (2,5)

Ejercicio 2.4. Sean dos grafos G = (V,E) y G' = (V', E’). Deseamos estudiar una
posible definicién para la operacién suma G + G'.

(i) Supongamos primero que V = V’. Defina G + G’ de manera que, si G’ tiene
solo una arista, entonces G + G’ coincida con la suma entre un grafo y una
arista definida anteriormente.

(ii) Usando lo aprendido en el Capitulo 1 construya un algoritmo iterativo que
realice tal suma y calcule su complejidad.

(iii) ;Como intentaria definir la suma cuando VNV’ = (7 jo cuando VNV’ # 0,
pero V £ V'?

Finalmente, definimos el complemento de un grafo G = (V, E) como el grafo G
cuyos vértices son los mismos de G, es decir, V(G) =V y dos vértices son adyacentes
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en G, si y solo si no lo son en G, es decir, E(G) = V2 \ E. Se deja como ejercicio al
lector calcular y dibujar el complemento del grafo del Ejemplo 2.1. Notemos que el
complemento del complemento de un grafo es el grafo original, es decir, (G) = G.

Ejercicio 2.5. Probar que, para todo grafo que no sea conexo, se tiene que su com-
plemento necesariamente lo es. Investigar la reciproca, es decir, ver si el complemento
de un grafo conexo es conexo o no.

Ejercicio 2.6. Demostrar que para dos grafos Gy G’, cuyos conjuntos de vértices
coinciden, se tiene que: G C G’ siy solo si G’ C G. jSigue siendo cierta esta propiedad
si los vértices de G’ estan contenidos en los de G?7

2.2.2 Algunos grafos particulares

En esta seccion presentaremos algunas estructuras particulares de grafos y sub-grafos
que nos permitiran plantear los problemas y algoritmos de los proximos capitulos.
Estas estructuras se preservan entre grafos isomorfos y tienen también importancia
en si mismas, ya que nos permiten plantear propiedades inherentes a ellas que siguen
siendo objeto de investigacion en esta area de las matematicas.

Definicién 2.4. Definimos un drbol como un grafo conexo que no contiene ciclos.

Un ejemplo de un arbol es el grafo de la Figura 2.9. Planteemos un primer ejercicio
asociado a esta estructura:

Ejercicio 2.7. Muestre que en todo arbol siempre hay vértices de grado 1, méas atn,
la conexidad nos dice que éstos corresponden a los vértices de grado minimo del arbol.
A estos vértices los llamaremos las hojas del arbol.

F1GaurA 2.9. Ejemplo de un arbol
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Una simple caracterizaciéon de esta estructura tan particular se plantea a conti-
nuacion.

Proposicion 2.5. Sea G un grafo conexo con n vértices, entonces G es un drbol si
y solo si G tiene n — 1 aristas.

Demostracion. Probemos esto por inducciéon en n. Para n = 1 el resultado es directo,
pues G es un solo vértice, que es conexo (ver Observacion 2.3) y no contiene ciclos,
luego es un arbol y el nimero de aristas es n — 1 = 0. Supongamos ahora que la
equivalencia es cierta para grafos de n — 1 vértices y sea G un grafo con n vértices,
para el cual probaremos la equivalencia establecida en la proposiciéon. En el resto de
esta demostracion v denotaré el vértice de menor grado en G.

Supongamos primero que G es un arbol. Del Ejercicio 2.7 se tiene que v es una
hoja, es decir, 6(v) = 1. Si removemos v y su arista incidente, el grafo resultante G \ v
seguira siendo un arbol, pues sigue siendo conexo y no contiene ciclos. Aplicando la
hipotesis de induccién, obtenemos que G\ v tiene (n — 1) — 1 aristas, concluyendo asi,
que G tenia n — 1 aristas.

Reciprocamente, si ahora G tiene n — 1 aristas, entonces §(v) = 1, pues en caso
contrario, del lema del apretén de manos (ecuacion (2.1)) se deduce que el nimero de
aristas de G seria mayor o igual que n. Luego G \ v tiene (n — 1) — 1 aristas y, por
la hipotesis de induccion, obtenemos que G\ v es un arbol. Finalmente, notamos que
si volvemos a agregar v y su arista incidente al grafo G \ v, no se formaran nuevos
ciclos (ya que 6(v) = 1), concluyendo que G también es un arbol, lo que prueba la
proposicion. (|

Ejercicio 2.8. Sea G = (V, E) un grafo con n vértices, pruebe que G es un arbol si
y s6lo si se cumple una de las siguientes caracterizaciones:
1. Cualquier par de vértices de G estan conectados exactamente por un camino.
2. Al incluir cualquier arista e que no esté originalmente en GG, pero que conecte
dos vértices de G (es decir e € V2 \ E), el grafo resultante G + e contiene
exactamente un ciclo.

Otro tipo de grafo de gran interés es el siguiente:
Definicion 2.6. El grafo completo K, es el grafo de n vértices que contiene todas
las aristas posibles, es decir, para cada par de vértices existe una arista que los une.

n(n—1)
2

Ejercicio 2.9. Pruebe que K, tiene exactamente aristas.

El complemento K,, de un grafo completo consiste simplemente en n vértices sin
conexiones entre si. Esta estructura tan particular nos permite establecer la siguiente
propiedad: K,, esta contenido en un grafo G si y solo si K,, esta contenido en su
complemento G.

Ejercicio 2.10. Muestre que la aseveracion anterior es cierta. ;Qué sucede si se
remplaza K, por un grafo arbitrario G'? Compare con el Ejercicio 2.6.
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Algunos grafos completos particulares son de gran importancia en teoria de grafos,
uno de ellos es el tridngulo, definido como el grafo completo de tres vértices y denotado
por K3. Claramente este grafo también se puede identificar con el ciclo de largo 3,
que denotaremos aqui por Cj.

Un hermoso resultado, basado en el lema del apreton de manos (Ecuacion (2.1))
y en la desigualdad de Cauchy-Schwartz, es el que veremos a continuacion.

Teorema 2.7 (Mantel 1907). Todo grafo con n vértices y tamarno mayor estricto que
|n?/4] contiene un tridngulo.

Demostracion. Mostremos la contra-reciproca. Sea G = (V, E) un grafo con n vér-
tices y que no contiene un triangulo, probemos que el tamano |E| es menor o igual
que [n?/4].

Como G no contiene tridngulos, necesariamente se tiene que, para toda arista
e = (v1,v2) € E, no existen vértices que sean al mismo tiempo adyacentes a v; y a
v9. Luego, si denotamos por F, al conjunto de todas las aristas que inciden en un
vértice v, obtenemos que E,, y E,, son disjuntos para todo par de vértices distintos
v1 y V2, lo que en particular implica que los conjuntos FE,,, con i = 1,...,n (donde
hemos denotado por {vi,vs,...,v,} al conjunto de vértices V), son una particion de
FE, es decir:

(23) E = U?:lEUi y Evl N Ev2 = @, Yui,ve €V i g # V3.
Por lo tanto,
(2.4) 0(v1) + d(ve) < m, Ve = (vy,v9) € E.

Notemos ademés que, si fijamos un vértice v; € V, se tiene que

(2.5) So)’= Y )< Y (8(vr) +6(v2)),

e:(’v1,’02)€Eul e:('Uly'U2)€Eul

pues en la primera igualdad hemos usado que d(vy) = > 1y que vy esta

e=(v1,v2)EEy,
fijo, por lo que podemos pasarlo adentro de la sumatoria y en la desigualdad, que el
grado de un vértice es siempre mayor o igual que 0. Entonces, sumando las desigual-
dades (2.5), para todos los vértices v1 € V', usando (2.3) y sumando las desigualdades

(2.4), para todas las aristas e = (v1,v9) € E, respectivamente, obtenemos que

d )P <> > ((vr) +6(v2))

v eV v1EV e=(v1,v2)EE,
(2.6) !

Y (6(v1) +6(v2)) < ||

e=(v1,v2)EE

Por otro lado, del lema del apreton de manos (2.1) y la desigualdad de Cauchy-
Schwartz, aplicada a los vectores (§(vy),8(v2), ..., 6(v,)) T v (1,1,...,1)T (vector con
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n unos), se llega a

QIEN? = (> o) ] <n > dw)*

vieV v eV

Asi, de la ecuacion (2.6) se concluye que
(2B))* < n?|E],
es decir, que |E| < n?/4. O

Nimeros de Ramsey. Un entretenido juego de ingenio consiste en probar que en
cualquier fiesta de seis personas, siempre hay tres personas que se conocen
entre si o tres personas que no. Este problema es usualmente llamado el problema
de la fiesta de seis personas.

Modelaremos este problema usando un grafo G, donde cada vértice representa a
una persona y cada arista entre dos vértices significa que las personas representadas,
por dichos vértices, se conocen. Con esto, el hecho que tres personas se conozcan entre
si, queda representado por un triangulo K3 contenido en G.

Dada esta modelacion, en el complemento del grafo G, denotado por G, dos
vértices son adyacentes solo si las personas representadas por dichos vértices no se
conocen. Luego, el hecho que tres personas no se conozcan entre si, queda representado
por un tridngulo K3 contenido en G.

En estos términos, el problema de la fiesta de seis personas puede ser enunciado
a través del siguiente teorema. La demostracion es dejada como ejercicio.

Teorema 2.8. Para todo grafo G de seis vértices, se tiene que, G contiene un tridn-
gulo, o bien su complemento G lo contiene.

Lo anterior nos permite plantear la siguiente pregunta (conocida como el problema
de la fiesta): ;Cudl es la cantidad minima necesaria de invitados en una
fiesta, para que, al menos p se conozcan entre si, o bien, al menos ¢ no se
conozcan entre si?

Similarmente al problema de la fiesta de seis personas, el hecho que p personas
se conozcan entre si, queda representado por un grafo completo K, contenido en
G, v el hecho que g personas no se conozcan entre si, queda representado por un
grafo completo K, contenido en el complemento G. Podemos, entonces, establecer la
pregunta anterior en términos de grafos como sigue: ;Cual es el namero natural
r(p,q) mas pequeno, tal que todo grafo con r(p,q) vértices, contenga a K,
oa K,

Los valores de r(p,q) son conocidos como los nimeros de Ramsey, en honor al
matematico inglés Frank P. Ramsey (Cambridge 1903- Londres 1930), quien en sus

4Notemos que, gracias al Ejercicio 2.10, que un grafo contenga a K, equivale a decir que su
complemento contenga a Ky, lo que para el problema de la fiesta corresponde a que, al menos g no
se conozcan entre si.
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s6lo 27 anos de vida produjo una cantidad extraordinaria de trabajos originales en
economia, légica, filosofia y, por supuesto, matematicas.

Ejercicio 2.11. Demuestre que r(p,q) = r(g,p), para todo p, ¢ € N\ {0}. Muestre
ademas que 7(1,q) = 1y r(2,q) = ¢, para todo ¢ € N\ {0}. Interprete en términos
del problema de la fiesta.

La determinacion de los ntmeros de Ramsey es un problema abierto en matemé-
ticas y solo se conocen con exactitud para algunos valores especificos de p y g (ver
Tabla 2.1). Sin embargo, una cota superior facil de calcular, escrita en términos de
numeros combinatoriales, es conocida desde el ano 1935 gracias al trabajo de Erdos
y Szekeres:

(27) < (75077).

p—1

r(p,q)
6

9
14
18
23
28
36
18
25

TABLA 2.1. Nameros de Ramsey conocidos

= O 00O Uk W

R0 W W W W W W

ot

Otra interesante estructura relacionado con el concepto de subgrafos es la que se
presenta a continuacion:

Definiciéon 2.9. Un grafo bipartito es un grafo G = (V, E) en que el conjunto de
vértices se puede particionar en dos subconjuntos V! y V2 (es decir, V =V UV?y
V1INV?2 =), de manera que las aristas de G tienen un extremo en V! y otro en V2
(es decir, E C V1 x V?2).

En la Figura 2.10, el grafo de la izquierda es bipartito, sin embargo, el grafo
de la derecha, que corresponde al tridngulo K3, no es bipartito, pues no es posible
particionar el conjunto de vértices sin dejar una arista con ambos extremos en el
mismo conjunto.

Ejercicio 2.12. Probar que todo subgrafo de un grafo bipartito, es también un grafo
bipartito.
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F1cURA 2.10. Ejemplo de un grafo bipartito y un no-bipartito

El ejemplo del lado derecho de la Figura 2.10 podemos generalizarlo a un ciclo
de tamafnio n. No es dificil ver que la tnica forma para crear una biparticién en el
conjunto de vértices de un ciclo, es dejar a un vértice en V! y sus vértices adyacentes
en V2, y asf sucesivamente. Esto efectivamente bi-particionara el ciclo si y sélo si n
es par.

Ejercicio 2.13. Formalizar la demostraciéon de que un ciclo de tamano n es bipartito
si y s6lo si n es par.

Por lo mismo, la existencia de ciclos impares caracteriza a los grafos bipartitos
como sigue:

Proposicion 2.10. Un grafo G es bipartito si y sélo si no contiene un ciclo de largo
mpar.

Demostracion. Debido a los Ejercicios 2.12 y 2.13, el hecho de no contener ciclos
impares es claramente una condicién necesaria.

Probemos ahora que es también una condiciéon suficiente. Se verifica rapidamente
que un grafo es bipartito si y so6lo si cada una de sus componentes lo son, luego
podemos asumir, sin perdida de generalidad, que el grafo es conexo.

Sea v un vértice de G y definamos V! como todos los vértices v! € V, tales que, el
camino mas corto que conecta vy v! es de largo par®. Definamos también V2 = V\ V1.
Notemos que no hay ningtna arista que conecte dos elementos en un mismo conjunto
V% con i = 1,2, pues esto implicaria la existencia de un ciclo de largo impar. En
efecto, denotemos esta arista por e = (v/,v”) y llamemos P’ y P” los caminos que

5Podemos definir V! = {v! : d(v,v!) es par }, donde d(v,v!) es la distancia entre v y v* en un
grafo conexo G, la cual, a su vez, se define como el largo del camino mas corto que conecta v y v!
en G, es decir, d(v,v') = min |P|; P es un camino que conecta v y v!. Ver también Ejercicio 4 en
la Seccién 1.4 de ejercicios.
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conectan v con v’ y v, respectivamente. Si v/, v” € V!, los caminos P’ y P” tienen
largo par y entonces el ciclo C' = (P, e, P") tiene largo impar. Ahora, si v’,v"” € V2,
entonces los caminos P’ y P” tienen largo impar, pero el ciclo C = (P, e, P") sigue
teniendo largo impar.

Por lo tanto, podemos particionar el conjunto de vértices, usando V! y V2, y lo
anterior nos dice que las aristas de G estan en V! x V2, concluyendo que G es un
grafo bipartito. |

A continuacién describimos una estructura de grafos que combina la de grafo
completo y bipartito, dadas en las Definiciones 2.6 y 2.9, respectivamente.

Definiciéon 2.11. Diremos que un grafo G = (V, E) es bipartito-completo, si éste
es bipartito, cuya particion del conjunto de vértices V esta dada por V! y V2, y si
las aristas de G corresponden a todas las aristas que conectan un vértice de V! con
uno de V2 (es decir, E = V! x V?2). Si las cardinalidades de V! y V2 son n; y na,

respectivamente, denotaremos a este grafo por K, .

Observacion 2.4. El tamafio de un grafo bipartito-completo Ky, ,, es nino.

FI1GURrA 2.11. Ejemplo del grafo bipartito-completo K3 o

Ejercicio 2.14. Dibuje los siguientes grafos completos-bipartitos K1 3 y K1 ,. Mues-
tre que los grafos K, n, ¥ Kpnyn, son isomorfos.

La introduccién de grafos completos-bipartitos nos permite ver que la cota mos-
trada en el Teorema 2.7 es la mejor posible. En efecto, para todo n € N\ {0} el grafo
completo-bipartito K|, 2| [n/2] tiene n vértices, tamaio igual a [n?/4] y no contiene
tridngulos gracias a la Propiedad 2.10. Mostrando, asi, que el Teorema 2.7 de Mantel
no se cumple para grafos de tamafio |n?/4].

Ejercicio 2.15. ;Cudl de los siguientes grafos es isomorfo a Ky o: Ps, Cs 0 K47

Terminamos esta seccion dejando propuesto al lector un entretenido ejercicio que
muestra lo simple que es modelar situaciones cotidianas, usando teoria de grafos.
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Ejercicio 2.16. El dilema de los maridos celosos se trata de tres maridos y sus
respectivas esposas que desean cruzar un rio. Para aquello cuentan con un sélo bote
con capacidad maxima para dos personas. Dado que estos tres maridos son muy
celosos, ninguno deja a su mujer en compania de otro hombre, a menos que él también
esté presente. Dibuje un grafo con las distribuciones posibles de las personas y aconseje
a estos viajeros cémo cruzar el rio.

2.3 Grafos dirigidos

En esta seccién adaptaremos algunas definiciones y propiedades establecidas en las
secciones anteriores de este capitulo, a un grafo dirigido.

Recordemos que un grafo dirigido G = (V, A) es una dupla compuesta por un
conjunto de vértices V.= V(G) y un conjunto de arcos A = A(G) C V2, cuyos
elementos a = (v1,v2) € A representan una conexion entre los dos vértices vy y vg
en la direccion desde v; a vo. Luego, la principal diferencia entre grafos dirigidos y
no-dirigidos es que, para dos vértices v1 y v del grafo, a = (v1,v2) no representa el
mismo arco que a’ = (v2,v1), pues a so6lo sirve para “llegar” desde v; a vy, mientras
que @’ tiene el sentido contrario. Un ejemplo de grafo dirigido fue dado en la Figura
2.2.

Notemos que, si por un instante no consideramos los sentidos en los arcos del grafo
de la Figura 2.2, es decir, que sblo nos interesamos en las conexiones establecidas entre
los vértices del grafo, obtenemos el grafo no-dirigido introducido en el Ejemplo 2.1
(ver Figura 2.12). Formalizaremos esto en la proxima definicion:

Definicion 2.12. Sea G = (V, A) un grafo dirigido. La version no-dirigida de (o el
grafo no-dirigido asociado a) G es el grafo no-dirigido G’ = (V, E) con los mismos
vértices que G y cuyas aristas conectan dos vértices solo si existe algin arco en A
entre éstos dos vértices, independiente de su direcciéon. En otras palabras, para dos
vértices v,v" € V, e = (v,v’) € E siy solo si (v,0') € Ao (v,v) € A.

Antes de continuar, explicaremos un ligero cambio de notacién con respecto a lo
visto en las secciones anteriores. Cuando trabajamos con grafos dirigidos, en general,
se necesita establecer claramente la direccion de sus arcos, por lo que en la descripcion
de un arco, usualmente se explicitan los dos vértices que lo definen y en el orden
que lo hacen. Debido a esto, a menudo simplificaremos la notacion de los vértices,
denoténdolos con indices 1, J, k, etc., los cuales, a su vez, corresponderan a los sub-
indices que nos permitan identificar facilmente a un arco de la forma a,; = (i, 7). Esta
notacion facilitaré los calculos sobre estos arcos y seré de gran utilidad en el Capitulo
5 de esta monografia.

A continuacion, adaptamos la Definicion 2.3 de camino, realizada en el contexto
de grafos no-dirigidos, al caso de grafo dirigidos.

Definicion 2.13. Sea G = (V, A) un grafo dirigido. Un camino entre dos vértices
iy jenV es un subgrafo P = (V' A') de G (i.e. V/ CV y A’ C A), donde V' =
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@ & /]@
ONO () ()

F1GURA 2.12. Ejemplo de un grafo dirigido y su versién no-dirigida

{ig,i1,... 4}y A" ={(d0,%1), (i1,%2), ..., (i1-1,%) }, donde iy = i e i; = j. Usualmente,
el camino P es también identificado como una secuencia de arcos ay = (ig, ixt+1) € A4,
con k =0,..,1, o como una secuencia de los vértices (i, 1, ...,9+1), debido a que no
hay posibilidad de confusiéon. Si i = j, es decir, si los vértices que se encuentran en
los extremos son los mismos, diremos que el camino es un ciclo.

Ficura 2.13. En pirpura se describe un camino y un ciclo, respectivamente

Una extension de esta definicion, propia de grafos dirigidos, es la siguiente:

Definicién 2.14. Sea G = (V, A) un grafo dirigido. Una cadena entre dos vértices 4
y j en V es un camino entre estos vértices en la versiéon no dirigida de G.

Notemos que si P es una cadena de G 'y a = (k,[) es uno de los arcos que forman
esta cadena, entonces se tiene que (k,I) € A o bien (I,k) € A. En el primer caso
diremos que a es un arco hacia adelante y en el segundo caso diremos que a es un
arco hacia atrds o en reversa. Asi, una cadena P no es un camino en G si y sélo si
existe un arco hacia atras en P.
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Por ejemplo, en el grafo de la Figura 2.13, la secuencia de arcos

P = ((37 1)’ (17 2)7 (4v 2)a (47 6), (65 5))
es una cadena, pero no es un camino, pues el arco (4,2) es un arco hacia atras.

Como veremos en la proxima definicion, las nociones de grafo conexo, arbol, grafo
completo y bipartito se extiende directamente a grafos dirigidos, via la versién no-
dirigida del grafo.

Definicién 2.15. Diremos que un grafo dirigido es conezo (un drbol, completo, bi-
partito o bipartito-completo) si su version no-dirigida es conexa (un arbol, completa,
bipartita o bipartita-completa, respectivamente).

Las distintas propiedades asociadas a estas definiciones tienen un interés menor
en el caso de grafos dirigidos, por lo que no indagaremos en ellas. Sin embargo, algunas
de estas estructuras seran fundamentales para desarrollar algunos razonamientos en
los Capitulos 4 y 5.

Las operaciones diferencias, complemento y suma de un arco, se definen de la
misma forma que para grafos dirigidos. Se deja propuesto al lector el establecer for-
malmente estas operaciones.

Cerramos este capitulo, extendiendo la definicién de grado de un vértice al con-
texto de grafos dirigidos.

Definicion 2.16. Sea G = (V, A) un grafo dirigido. Para un vértice v € V, el grado
de v corresponde a la cantidad total de arcos en G que parten o terminan en v (i.e.
(v,v") € Ao (v',v) € A), el cual sera denotado por é(v). Por simplicidad de notacion,
cuando el vértice sea denotado por un indice ¢, su grado serd denotado simplemente
por §; = 0(4).

En el caso particular que el grado de un vértice v sea 0, diremos que v es un
vértice aislado.

La principal diferencia entre grafos dirigidos y no-dirigidos con respecto a esta
definicién, es que, en el caso de grafos dirigidos, podemos contar los arcos que parten
y los que salen de un vértice v separadamente, dando origen a los conceptos de grado
saliente 61 (v) = [{a = (v,v") € A}| y grado entrante 6_(v) = [{a = (v',v) € A}|,
respectivamente. Obteniendo la relacion

d(v)=04r(v)+0-(v), YveW

Por ejemplo, en el grafo de la Figura 2.2 notamos que el grado del vértice 2 es
igual a §(2) = 4 y sus grados salientes y entrantes son §4(2) =1y J_(2) = 3.

Ejercicio 2.17. Modele una vecindad del lugar donde vive (por ejemplo, las diez
calles mas cercanas), usando un grafo dirigido, donde cada vértice represente una
intersecciéon entre dos calles y los arcos representen las calles con sus respectivos sen-
tidos. Calcule los grados entrantes y salientes de cada uno de los vértices e identifique
si su vecindad tiene alguna estructura particular (conexo, arbol, bipartito, etc.).
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2.4 Ejercicios

1. Pruebe que todo grafo (con mas de dos vértices) contiene dos vértices de igual
grado.

2. Para un grafo G = (V, E), definimos la matriz de incidencia A como la matriz
de |V| por |E| elementos, cuyas filas estdn indexadas por los vértices y cuyas
columnas estan indexadas por las aristas, de tal forma que A = (A,.), con A, = 1
si e es incidente en v y A, = 0 si no.

a) Escriba la matriz de incidencia de todos los grafos que aparecen en este ca-
pitulo.

b) {Qué se obtiene al sumar una fila de A? ;Qué se obtiene al sumar una columna
de A?

¢) Muestre el lema del apretén de manos (2.1), usando la matriz de incidencia
de un grafo.
Indicacion: Note que puede contar la cantidad de unos que aparecen en A
de dos formas distintas: sumando las filas o sumando las columnas.

3. Demuestre que el conjunto de aristas de un grafo G = (V, E') puede ser particiona-
do en ciclos (es decir, existen ciclos C;, i = 1, ...,k en G tales que V(C;) NV (C;) =
0, para todo i # j, y UK, V(C;) = V) si y solo si cada vértice de G tiene grado
par.

4. Definiremos la distancia d(v,v’) entre dos vértices v y v' de un grafo conexo G
como el largo del camino mas corto que conecta v y v’ en G, es decir, d(v,v’) =
min |P|; P es un camino que conecta v y v'. Muestre que d define una métrica
sobre G.

5. Sea G = (V, E) un grafo de tamafo superior o igual a 2 (|G| > 2). Mostrar que
las siguientes aseveraciones son equivalentes:

a) Cualquier par de vértices de G forman parte de algun ciclo.

b) Cualquier par de aristas de G forman parte de algin ciclo.

¢) Para cualquier trio de vértices vy, vo y vs de G, existe un camino entre vy y
Vg que pasa por vs.

6. Muestre que para todo grafo conexo GG, con al menos dos vértices, existen vértices
v1 Y Vg, tales que G\ v y G\ vy son conexos.

7. Pruebe que un grafo con n vértices y grado minimo ¢ > 4 es conexo.

Dibuje todos los arboles posibles (salvo isomorfismo) de 4,5 y 9 vértices.

9. Demuestre que un arbol con al menos 2 vértices, contiene al menos 2 vértices de
grado 1.
Indicacién: Utilice la igualdad (2.1).

10. Un drbol generador T de un grafo G' es un arbol que contiene todos los vértices
de G (es decir, V(T) = V(G)). Muestre que todo grafo conexo contiene un arbol
generador.

11. Un grafo que no contiene ciclos lo llamaremos un bosque.

a) Defina un arbol en términos de un bosque.

®
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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b) Muestre que un grafo G es un bosque si y solo si para todo par de vértices
distintos v; y vo de G, existe a lo mas un camino entre v; y vs en G.
Demuestre que un bosque de n vértices y k componentes (es decir, k subgrafos
conexos que no estan conectados entre ellos) tiene n — k aristas. Plantee y estudie
la reciproca.
La unién entre dos grafos G = (V,E) y G' = (V/, E’) se define GUG' = (V U
V', E U E’). Suponiendo que los vértices V' y V' son disjuntos y, usando las
notaciones dadas en este capitulo, dibuje las uniones de los grafos G = P, con
G = 05, G = P3 con G' = K4, G = K3 con G' = Kg, G = 03 con G' = K174,
y G = K3 con G' = Ky 3. jcomo cambian estos dibujos si ahora asume que los
grafos G y G’ tienen un vértice en comin?.
Pruebe formalmente que la unién de dos caminos distintos que conectan los mis-
mos vértices contiene un ciclo.
Demuestre que los numeros de Ramsey satisfacen la siguiente relacion de recu-
rrencia (debida a Erdos y Szekeres [9]):

r(p,q) <r(p—1,9) +r(p.q—1).

Muestre que todo arbol es un grafo bipartito. jqué arboles son grafos bipartitos-
completos?

Pruebe que si G es un grafo con n vértices y |n?/4| aristas, que no contiene
triangulos, entonces G es isomorfo al grafo bipartito-completo K|, 2}, 1n/2]-

Sea v un vértice arbitrario de un grafo conexo G. Usando la definicién de distancia
entre dos vértices d(v,v’) dada en el Ejercicio 4, muestre que G es bipartito si y
solo si d(v,v") # d(v,v"), para toda arista (v',v") de G.

Considere un grafo dirigido G = (V, A) con la propiedad adicional que para cada
par de vértices ¢,j € V uno y so6lo uno de los arcos (4,5) o (j,i) existe. Pruebe
que G contiene un camino P que recorre todos los vértices de G sélo una vez.
Sea G = (V, E) un grafo no-dirigido conexo con una cantidad par de vértices. De-
muestre que siempre se puede asignar una direccion a los vértices de G (obteniendo
asf un grafo dirigido G’ = (V, A), donde cada par de vértices son adyacentes por,
a lo méas, un arco) de manera que el grado saliente 6 (v) en G’ sea par, para todo
vértice v € V.
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Capitulo 3: Arbol recubridor de costo minimo

3.1 Arbol recubridor de costo minimo

Suponga que usted esta encargado de construir los caminos que uniran a un conjunto
de pueblos que hasta ahora no tienen contacto entre si. Se estudiaron las posibles
conexiones entre los pueblos y el costo asociado a construir estos caminos, obteniendo
la situacion de la Figura 3.1.

Usted debe decidir cual de estos caminos construir, de forma que todas las ciu-
dades queden conectadas y, dado que sus recursos son escasos, que el costo total de
construir estos caminos sea el menor posible. ;Cémo encontrar la solucién de este
problema?

Pensemos ahora la situacién como si fuera un grafo G = (V, F) donde, los pueblos
son los vértices V' y los posibles caminos son las aristas E. Ademas, se tiene un costo
ce asociado a cada arista e, que asumiremos que es positivo (ce > 0 Ve € E).

Lo que tenemos que decidir, es qué conjunto de caminos (subconjunto E’ de
aristas del grafo) construir, de forma que todas las ciudades estén conectadas (que el
grafo (V, E') sea conexo) y que el “costo” total (3. .z c.) sea el menor posible.

FigurA 3.1. Grafo de los posibles caminos entre los pueblos. El nu-

mero al lado de cada arista corresponde al costo de construcciéon de
ese camino
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Algunas cosas estan claras: en la solucion no deberian aparecer ciclos, pues si
los hubieran, entonces al sacar una arista del ciclo, se obtiene una solucién con me-
nos aristas (o sea, menos costosa) y el grafo seguirfa siendo conexo. O sea, lo que
necesitamos es un subgrafo que:

1. incluya a todos los vértices del grafo original
2. sea conexo
3. no tenga ciclos

Recordemos del Capitulo 2 que un grafo conexo sin ciclos es un arbol. En nuestro
caso, necesitamos un arbol que contenga todos los vértices de V, este tipo de arbol se
conoce como drbol recubridor de G.

En general, hay muchos arboles recubridores para un grafo dado, pero en nuestro
caso, buscamos el arbol recubridor cuyo “costo” (o sea, la suma de los costos de sus
aristas) sea el menor posible.

Problema 3.1 (Arbol recubridor de costo minimo). Dado un grafo G = (V,E) y un
costo c., para cada arista e € E, encontrar un drbol recubridor de G de costo minimo.

En la Figura 3.2, se pueden ver dos posibles soluciones a este problema: ;Habra
una mejor? jcomo resolvemos este problema? ;qué tipo de algoritmo utilizamos para
resolver este problema?

Costo Total = 46

FiGURA 3.2. Dos soluciones al problema anterior

Nuestra intuicién puede ayudarnos: si dos pueblos se unen por un camino con
muy bajo costo, posiblemente voy a construir ese camino. Este sencillo razonamiento
lo podemos llevar a un algoritmo del tipo glotén: ir agregando una a una las aristas
de menor costo, mientras el subgrafo sea un arbol. Este algoritmo es conocido como
el algoritmo de Prim, en honor a Robert C. Prim quien lo descubrié en 1957.

Solucién 3.1 (Algoritmo de Prim). Sea T = () un conjunto de aristas, agregar a T la
arista en E\T de menor costo, tal que H = (V,T) no tenga ciclos. Detenerse cuando
H sea un drbol recubridor.
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En la Figura 3.3 se muestra la solucién de nuestro problema inicial, cuyo costo
total es 44.

F1aUrA 3.3. Pasos del Algoritmo de Prim

Escribamos nuevamente el algoritmo de forma més algoritmica para poder anali-
zar su correctitud y calcular su complejidad.

Algoritmo 3.1 Algoritmo de Prim
Entrada: G = (V, E): grafo

T+ 0 /* conjunto de aristas */
u < vértice inicial cualquiera
U+ {u} /* conjunto de vértices */

mientras U #V
(u,v) < arista de menor costo, tal que u e Uy v € V \ U.
T =T U{(u,0)}
U=UU{v}
8: fin
Salida: T arbol recubridor de costo minimo.

Probemos que el algoritmo de Prim encuentra un érbol recubridor de costo mi-
nimo:

Demostraciéon. Probaremos por induccién en el tamano de U que en cada paso el
subgrafo (U,T') es un sub-arbol de un arbol recubridor de costo minimo.

El caso base es trivialmente cierto: si el grafo sélo tiene un vértice {u}, entonces
({u},0) es un sub-arbol del arbol recubridor de costo minimo. Supongamos ahora que
es cierto para (U,T) y llamemos U’ = U |J{v} y T’ = T U{(u,v)} para el arco (u,v)
del paso 5. Podemos observar que (U’,T") es conexo y sigue siendo un sub-arbol, ya
que se agregé una arista y un vértice, es decir, |T7| = |U’| — 1. Sélo falta demostrar
que es un sub-arbol de un arbol recubridor de costo minimo.

Por hipétesis de induccion, T es un sub-arbol de un arbol recubridor de costo
minimo Thy. Si suponemos que la arista e = (u,v) no esta en Ty, entonces Thy U e
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posee un ciclo. Luego, hay otra arista ¢’ de ese ciclo que conecta U con V \ U. Por la
definicion de la arista e (linea 5), el costo de €’ tiene que ser mayor o igual al costo
de e, por lo tanto, el arbol recubridor Ths U {e} \ {€'} tiene costo menor o igual que
Ty y este arbol contiene a T’ como sub-arbol, probando el resultado. O

Estudiemos ahora la complejidad del algoritmo de Prim en funcién de la cantidad
de vértices |V|. El ciclo mientras (lineas 4-8) se repite |V| — 1 veces y cada iteracion
de este ciclo toma O(|V]), pues debe encontrar la arista de la linea 5, por lo que la
complejidad de este algoritmo es O(|V]?).

Teorema 3.1. El algoritmo de Prim corre en tiempo O(|V|?).

Existe otro algoritmo glotén para encontrar un arbol recubridor de costo minimo,
que en ciertos casos puede ser mas eficiente que el algoritmo de Prim.

La idea es muy parecida: en cada iteracion, agregar la arista de menor costo
(jaunque no quede conectada!) mientras no se forme un ciclo. Este algoritmo se conoce
como el Algoritmo de Kruskal, en honor a Joseph Kruskal, quien lo publico en el ano
1956.

Algoritmo 3.2 Algoritmo de Kruskal
Entrada: G = (V, E): grafo

T+ 0 /* conjunto de aristas */
u < vértice inicial cualquiera
U+ {u} /* conjunto de vértices */

mientras U #V
(u,v) < arista de menor costo, tal que T'|J{(u, v} no tiene ciclos.
T =T U{(u,v)}
U=UU{v}
8: fin
Salida: T arbol recubridor de costo minimo.

U e

FIGURA 3.4. Pasos del Algoritmo de Kruskal (comparar con Figura 3.3)
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Podemos ver que la tunica diferencia entre el algoritmo de Prim y el algoritmo
de Kruskal esta en la linea 5 del algoritmo. Dejamos como ejercicio para el lector
demostrar que el algoritmo de Kruskal termina con un arbol recubridor de costo
minimo.

Podemos implementar el algoritmo de Kruskal de una forma maés eficiente: antes
de ejecutar el algoritmo, ordenamos las aristas del grafo por su costo en forma cre-
ciente, lo que requiere un tiempo O(|E|log|E|) (ver Capitulo 1). Teniendo las aristas
ordenadas, el paso de la linea 5 se puede realizar en forma mas eficiente, obteniendo
que la complejidad del algoritmo de Kruskal es O(|E|log |E|).

Teorema 3.2. El algoritmo de Kruskal corre en tiempo O(|E|log|E]|).

;,Cual algoritmo conviene usar? Eso depende del nimero de aristas. Si casi todas
las aristas posibles estan en el grafo (es decir, |[E| = O(|V|?)), la complejidad del
algoritmo de Kruskal seria O(|V|*1log |V]) y, por lo tanto, el algoritmo de Prim seria
més eficiente. Por otro lado, si el namero de aristas es |E| = O(|V]), el algoritmo de
Kruskal correria en tiempo O(|V]log|V|) que es menor que el tiempo necesario por
el algoritmo de Prim. En nuestro problema inicial, podemos ver que el ntimero de
aristas es bastante bajo, pues a una ciudad le interesa conectarse con sus vecinos mas
cercanos, pero no con aquellos a los que puedo acceder pasando por otra ciudad antes.
Por esto, es posible que el algoritmo de Kruskal sea el mas adecuado para resolver
este tipo de problemas.
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3.2 Ejercicios

1. ;Cuéntos arboles recubridores tienen los grafos completos K3, Ky y K57
2. En el siguiente grafo, encuentre el arbol recubridor de costo minimo, usando los

algoritmos de Prim y de Kruskal.

3. En el siguiente grafo, encuentre el arbol recubridor de costo minimo, usando los

algoritmos de Prim y de Kruskal.
C—2 L—0

10 9 4 1 3

4. En el grafo de la figura anterior, encuentre dos arboles recubridores de peso minimo

distintos.

5. Supongamos que ahora deseamos encontrar el arbol recubridor de peso maximo.

., Coémo resolver este problema?
6. ;Cuantos arboles recubridores tiene el grafo completo K,,?

7. Se desea construir un acueducto que una las ciudades de Malfil, Valdivia, Corral,
Paillaco y Los Lagos. El costo en miles de millones de pesos de cada tramo viene

dado en la siguiente tabla:

H Matfil ‘ Valdivia ‘ Corral ‘ Los Lagos

Valdivia 7

Corral 19 6

Los Lagos 5 17 9

Paillaco 13 5 7 14

. Qué tramos deberian construirse para gastar la menor cantidad posible de

dinero?
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Capitulo 4: Camino mas corto

4.1 Camino mas corto con costos positivos

Supongamos que estamos a cargo de una pizzeria a domicilio y, como es usual, nos
comprometemos a entregar el pedido en menos de 30 minutos. Para esto, debemos
evaluar si es efectivamente posible llegar desde el local a todos los lugares de despacho
en menos de ese tiempo. El problema es complicado, hay muchos caminos posible entre
la pizzeria y cada lugar de despacho, hay calles que son mas lentas que otras y, ademas
tiene que preocuparse de respetar el sentido de las calles. ; Podemos llegar a cada lugar
de despacho en menos de 30 minutos? ;Cuél es el camino més corto entre la pizzeria
y un domicilio dado?

FiGura 4.1. Ejemplo de una ciudad

Para modelar nuestro problema, representaremos nuestra ciudad por un grafo
G = (V, E) donde cada arista es una calle de la ciudad, donde cada arista e € E tiene
un costo asociado ¢, (por ejemplo, el tiempo que demora atravesar la calle e), cuyo
valor es positivo.

Podemos incluso modelar el sentido de las calles usando grafos dirigidos, la direc-
cion del arco corresponde al sentido de la calle (si la calle es doble sentido, podemos
agregar dos arcos, uno en cada sentido de la calle). En este capitulo estudiaremos el
caso de grafo no-dirigido, pero todos los resultados pueden extenderse al caso dirigido
facilmente.



FiGura 4.2. Grafo asociado a la ciudad anterior

Intentemos, por ejemplo, resolver este problema en el grafo de la Figura 4.2.
;Cuanto nos demoramos desde la pizzeria (vértice u) a un vértice cualquiera? Como
vemos, incluso para un grafo tan simple como éste, hay muchos caminos de un vértice
a otro, por lo que la estrategia de analizar todos los caminos posibles y escoger el mas
corto no es un buen algoritmo (o al menos, no es “eficiente”).

Sin embargo, para salir de la pizzeria, debemos salir por alguno de los tres vér-
tices vecinos a ella (de costo 3, 4 y 6), por lo tanto, podemos asegurar que a donde
vayamos, nos demoraremos al menos 3 minutos. Mas ain, podemos estar seguros de
que el camino mas corto de u a d es de largo 3 (pues cualquier otro camino, tomara
una distancia mayor que 4 o 6, dependiendo de si salimos por el vértice a o f, res-
pectivamente). Recordemos que esto lo podemos saber gracias a que el costo de las
aristas no es negativo.

;Podemos repetir la idea anterior? Por ejemplo, digamos que queremos ir a otro
vértice cualquiera (y recordemos que ya sabemos llegar de u a d). Entonces, el camino
més corto de u a ese vértice, o bien, visita d y sale por un vecino de d, o sale por
un vecino de u. Es decir, el camino visitara los vértices “conocidos” (vértices grises en
la figura) y saldra por algtn vecino de éstos. Asi, sabemos que el camino més corto
de u a cualquier otro vértice, tiene largo al menos 4, que es el menor costo entre los
caminos de u a un vecino no conocido, en este caso, u a d y luego b.

Denotemos por T el conjunto de vértices “conocidos” (vértices grises en la figura)
y almacenemos en un vector L las distancias de nuestro vértice inicial u a cada vértice,
usando s6lo vértices grises. Entonces, el algoritmo que acabamos de hacer consiste en
agregar el vértice de no-conocido, cuyo camino tenga el menor costo (en este caso b),
verificamos los vecinos de v y actualizamos el valor del vector L para esos vértices,
si es que la distancia a través del vértice v es menor. Por ejemplo, en la Figura 4.3,
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agregamos el vértice b a T' y actualizamos el costo de llegar a c de 8 a 6, ya que ahora
este vértice esta a distancia 2 de los vértices en T'.

El algoritmo que acabamos de explicar, podemos aplicarlo recursivamente hasta
incluir todos los vértices del grafo en T'. Este algoritmo se conoce como “algoritmo
de Dijkstra”, en honor al mateméatico holandés Egsger Dijkstra quien lo describi6é en
1959.

FI1GUurA 4.3. Grafo asociado a la ciudad anterior

Algoritmo 4.1 Algoritmo de Dijkstra

Entrada: G = (V, E): grafo dirigido, ¢ : E — R" costo de cada arista, u vértice

inicial.

1: L[u] 0

2: L[v] < c(u,v), para todo v vecino de u.

3: L[v] + oo, para los vértices v restantes.

4: T + {u} /* conjunto de vértices que sabemos llegar */
5. mientras T # V

6:  w vértice en V' \ T con el menor valor L[w].
7. T« T\ J{w}

8: para v vecino de T'

9: si L[v] > L{w] 4 ¢(v, w) entonces

10: L[v] = L{w] + ¢(v,w)
11: fin
12:  fin

13: fin

Salida: L[v] distancia méas corta de u al vértice v Yo € V.
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En la Figura 4.4 podemos ver la iteracion final del Algoritmo de Dijkstra al
aplicarselo a nuestro problema inicial. Notemos que, si bien solo tenemos las distancias
Liv] desde el vértice v a cada vértice, es facil reconstruir el camino que debemos
utilizar para llegar de u a v en forma 6ptima. Por ejemplo, el camino més corto de u
a e tiene costo 9, por lo que necesariamente tiene que llegar a él a través de f y asi
sucesivamente, hasta reconstruir el camino u —a — f — e.

FI1GURA 4.4. Resultado del Algoritmo de Dijkstra

También podemos ver en el ejemplo que, cuando un vértice v entra al conjunto T,
el valor de L[v] no varia en los siguientes pasos. Esta propiedad es la que demostremos
para verificar que el algoritmo efectivamente calcula la distancia mas corta desde u
al resto de los vértices de G.

Demostracién. Demostraremos que en cada paso se cumplen dos condiciones:

1. Para todo vértice v € T, el valor de L[v] es igual al largo del camino maés
corto desde u a v

2. Para todo vértice v ¢ T, el valor de L[v] es igual al largo del camino mas
corto desde u a v, pasando solamente por los vértices de T'.

Estas propiedades las demostraremos por induccién en el tamano de T. Podemos ver
que si estas propiedades son verdaderas, en particular cuando 71" contenga todos los
vértices del grafo V, significara que L[v] son los valores que buscamos.

Probemos las propiedades anteriores. En el caso base (|| = 1, es decir, T = {u}),
se cumple gracias a las primeras tres lineas del algoritmo, donde se asignan los valores
de L de forma de cumplir con las condiciones.

Probemos ahora la induccién. Supongamos que estamos en el paso 7 del algoritmo
y vamos a agregar w a 1. Por hipotesis de induccion, los vértices de T tienen el valor
correcto de L, por lo que, para cumplir la primera condicién soélo falta probar que
L[w] tiene el valor correcto. Supongamos que no se cumple, es decir, existe un camino
P desde v a w de costo K < L[v] (ver Figura 4.5). Por hipotesis de induccion, este
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camino tiene que utilizar otros vértices que no estén en T'. Sea z el primer vértice del
camino P que no estd en T'. Por hipétesis de induccion, el costo del camino en P, desde
w a z es L[z] y por ser z un vértice intermedio en el camino méas corto desde u a w, se
debe cumplir que L[z] < K, luego, se concluye que L[z] < L[v]. Pero por otro lado, en
la linea 6 elegimos a w como aquel vértice con menor valor en L que todos los otros
vértices fuera de T, en particular el vértice z, por lo tanto, L{w] < L[z], lo que nos
lleva a una contradiccion. Esto demuestra la primera condiciéon enunciada al principio
de la demostracion. La segunda condicion, se cumple gracias a las reasignaciones de
la linea 10. (Il

FI1GURA 4.5. Demostracion del algoritmo de Dijkstra

Estudiemos la complejidad del algoritmo de Dijkstra. El ciclo mientras (lineas 5 -
13) se repite |V|—1 veces y cada repeticion del ciclo requiere encontrar el vértice fuera
de T' de menor distancia (linea 6) que se puede realizar en O(|V]) y la modificacion
de los vecinos (linea 10) que se realiza a lo mas |V| veces en cada iteracion. Por lo
tanto, la complejidad del algoritmo de Dijkstra es O(|V[?).

Teorema 4.1. El Algoritmo de Dijkstra corre en tiempo O(|V]?).

4.2 Camino mas corto con costos negativos

El algoritmo de Dijkstra tiene un problema: los costos de las aristas tienen que ser
positivos. Esto es un problema, pues en muchas aplicaciones los costos pueden ser
negativos. Por ejemplo, pensemos que los caminos son canales con agua, por lo que el
“costo” (por ejemplo, de energia) al atravesar una arista puede ser positivo (en contra
de la corriente) o negativo (a favor de la corriente).

En el ejemplo de la Figura 4.6 hemos cambiado el costo de la arista ¢ con f por
-4. Podemos ver que la logica del algoritmo de Dijkstra ya no es valida, ya que si
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Ficura 4.6. Ejemplo del problema

bien llegar u a f tiene largo 6, esto nos permitiria llegar a ¢ con un camino de largo
6 —4 = 2, por lo que la demostraciéon del teorema ya no es cierta.

Maés atn, se puede dar el caso que el grafo contenga un ciclo, cuya suma de costos
sea negativo. Esto es complicado, pues el concepto de camino mas corto pierde sentido,
ya que el camino més corto tiene costo —oo, puesto que para cualquier camino de un
vértice a otro, existe otro camino de costo menor, simplemente pasando suficientes
veces por el ciclo de costo negativo.

Por todo esto, necesitamos un nuevo algoritmo que sea capaz de encontrar el
camino mas corto, aun si hay costos negativos, y si aparecen ciclos de costo negativos,
darse cuenta de esto e indicarlos. El principal algoritmo para esto es conocido como
Algoritmo de Ford-Bellman, desarrollado por Richard Bellman y Lester Ford.

La idea es similar a la de Dijkstra, almacenaremos en un vector L la distancia
desde wu al vértice, sin embargo, modificaremos la forma de actualizar este valor. En
vez de ir agregando glotonamente vértices como lo hace Dijkstra, analizaremos cada
arista del grafo para chequear si nos acerca o no a otros vértices. Repitiendo este
procedimiento |V| — 1 veces, podemos estar seguro que el valor de L fue calculado
correctamente.

En la Figura 4.7 podemos ver el resultado de ejecutar el Algoritmo de Ford-
Bellman sobre el ejemplo de la Figura 4.6.

Adicionalmente, el algoritmo nos permite detectar ciclos negativos: si al terminar
el algoritmo hay una arista (v, w) tal que L{w] > L[v] + ¢(v, w) significa que la arista
estd en un ciclo de costo negativo, por lo que el problema del camino més corto no
tiene sentido.

Probemos que el Algoritmo de Ford-Bellman efectivamente encuentra el camino
mas corto desde u a todos los vértices.
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Algoritmo 4.2 Algoritmo de Ford-Bellman

Entrada: G = (V, E): grafo dirigido, ¢ : E — R costo de cada arista, u vértice inicial.
1: L[u] 0
2: L[v] < oo, para todo v # u.
3: parai=1...|V| -1

4: para cada arista (v,w) € E

5: si L[w] > L[v] 4 ¢(v, w) entonces
6: Liw] < L[v] + ¢(v, w)

7 fin

8: fin

9: fin

Salida: L[v] distancia mas corta de u al vértice v Vv € V.

FiGura 4.7. Resultado del algoritmo de Ford-Bellman

Demostracién. Probaremos por induccién en el ntimero de repeticiones del ciclo
para (lineas 3-9) que se cumplen las siguientes propiedades:

1. Si L{v] # oo, entonces L[v] es igual al largo de algin camino de u a v.
2. Si hay un camino de u a v con a lo mas ¢ vértices, entonces L[v] es a lo mas
el costo del camino mas corto de u a v con a lo mas 7 vértices.

En el caso base i = 0, las condiciones iniciales L[u] = 0 y L[v] = oo Vv # u aseguran
que esto se cumpla.

Realicemos ahora la induccién. Para la primera propiedad, supongamos que esta-
mos actualizando el costo de L{w] por L[v] + ¢(v, w). Por hipdtesis de induccién, L[v]
es el costo de un camino de u a v, luego, L[w] es el costo del camino que va de u a v
y luego a w, por lo que la primera propiedad es cierta.
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Probemos la segunda propiedad. Tomemos el camino més corto desde u a v con
a lo més 7 aristas. Sea z el ultimo vértice visitado por el camino, antes de llegar a v.
Entonces, necesariamente este camino de u a z es el camino més corto, usando a lo
més 7 — 1 aristas. Por hipotesis de induccion, el valor de L[z] es a lo mas el costo de
este camino de u a z, por lo que L[z] + ¢(z,v) es a lo méas el costo del camino maés
corto de u a v, usando a lo mas 7 aristas, por lo que al final del i-ésimo ciclo para, el
valor de L[z] cumplira la segunda condicion.

Para terminar la demostracion, notemos que cuando i = |V, las propiedades nos
aseguran que el valor de L[v] es el costo del camino mas corto de u a v, usando a lo
maés |V| vértices, que es el valor que buscamos (a menos que existen ciclos negativos).

|

Estudiemos la eficiencia del Algoritmo de Ford-Bellman. El algoritmo incluye dos
ciclos para anidados: el primero se repite |V| — 1 veces y el segundo, |E| veces, por
lo que la complejidad del algoritmo es O(|V] - |E|).

Teorema 4.2. El Algoritmo de Ford-Bellman corre en tiempo O(|V|- |E|).

Recordemos que el algoritmo de Dijkstra corre en tiempo O(|V'|?), es decir, es mas
eficiente. Debido a esto, para resolver el problema del camino més corto, cominmente
se utiliza el algoritmo de Dijkstra, a menos de que existan costos no-negativos en las
aristas, en cuyo caso usamos Ford-Bellman.
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4.3 Ejercicios

1. Encontrar los caminos méas cortos para el grafo de la siguiente figura

2. En una empresa se instala una red de N computadores, todos conectados entre si y
ademas conectados a un supercomputador central (SC). Para testear la velocidad
de la comunicacién en la red, los técnicos deciden probar la eficiencia del sistema
enviando N-1 mensajes en forma paralela (el SC tiene N procesadores), desde el SC
hacia los demas equipos. Desafortunadamente, el SC esté conectado solamente a
uno de los equipos. Describa de qué manera se podria realizar el envio de mensajes,
de tal forma que se minimice el tiempo entre el envio por parte del SC y la recepcion
por parte de un equipo (considere que el tiempo de demora del mensaje es a; ;
entre el equipo iy j. El SC es el equipo 1).

3. Encuentre un ejemplo de un grafo con aristas de costo negativo (pero sin ciclos de
costo negativo), donde Dijkstra entregue una solucién incorrecta.

4. Suponga que tenemos aristas con costo negativos. Una solucién seria sumar a cada
arista una cantidad fija de forma de dejar todos los costos positivos y buscar el
camino mas corto jpor qué esto no funciona? Busque un contraejemplo donde esto
no funcione.

5. Un colegio debe reparar los pizarrones de sus salas regularmente, por lo cual esta
planificando esta reparacion para los siguientes 7 afios (2011 - 2017). La direc-
cion del colegio ha indicado que cada pizarrén debe ser reparado después de 2
anos de uso y antes de los 5 anos de uso. El costo de esta reparacion depende de
cuantos anos de uso tiene el pizarréon. La siguiente tabla muestra el costo de repa-
rar un pizarrén, dependiendo de cuando fue comprado y cuéntos afios de uso tiene:
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2 anos uso | 3 anos uso | 4 anos uso
2011 3.800 4.100 6.800
2012 4.000 4.800 7.000
2013 4.200 5.100 7.200
2014 4.800 5.700 -
2015 5.700 - -

Resuelva el problema usando Dijkstra. Es decir, construya un grafo apropiado,
de forma que el camino méas corto corresponda a la estrategia 6éptima de repara-
ciones que debe realizar el colegio.
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Capitulo 5: Flujo en Redes: Problema de Flujo Maximo

En teoria de grafos, una red se entiende como un grafo dirigido, a cuyos arcos se les
asigna un flujo y una capacidad, conceptos que seran formalmente definidos en este
capitulo.

Este concepto es usualmente usado para modelar distintos problemas en ingenie-
ria, como por ejemplo, el trafico en una ciudad, las senales eléctricas en un circuito,
las senales que se distribuyen a lo largo de la red telefonica, el transporte de gas,
petréleo u otro fluido, entre otros.

En este capitulo definiremos formalmente nociones como flujo maximo, capacidad
de arcos, corte, corte minimo, y estableceremos importantes relaciones que existen
entre ellas. Estas relaciones nos permiten resolver eficientemente ciertos problemas en
flujo en redes, como por ejemplo, el de la determinacion del flujo maximo en una red,
el cual sera estudiado en profundidad en este capitulo.

5.1 Definiciones basicas

En esta seccién introduciremos algunas de las principales nociones que se usaran en
el capitulo. Los conceptos béasicos en teoria de grafos fueron definidos en el Capitulo
2 y se dan por conocidos.

A lo largo de este capitulo trabajaremos con grafos dirigidos y conexos G = (V, A),
salvo que se especifique explicitamente lo contrario. En este contexto, representaremos
a un arco a en A de la forma a = a;; = (¢, j), cuando éste vaya desde el vértice i € V
al vértice j € V. Esta notacion serd de suma utilidad cuando deseemos representar
un problema de flujo en redes, usando optimizacion lineal®.

Definicién 5.1. Diremos que un grafo orientado G = (V, A) es una red, si a cada
arco a;; = (i,j) € V le asociamos una cantidad real positiva f;;, llamada flujo del
arco a;j. El vector f = (fi;) € R4l (con (4,5) € A) es llamado vector de flujos o
simplemente flujo del grafo G. A cada arco a;; € V de una red G = (V, A) también
se le puede asociar una cota superior para los flujos f;; respectivos. Esta cantidad
positiva se denomina capacidad y se denota por c;;. Con esto, para cada arco a;; € V,
se tiene que:

(5.1) 0< fij < cij.

El vector ¢ = (c;;) € R4l (con (i,7) € A) es llamado vector de capacidades o simple-
mente capacidad del grafo G. Permitiremos que ¢;; = 00, lo cual simplemente significa

Wer monografia “Optimizacion Lineal: una mirada introductoria”



que dicho arco no tiene una cota superior para el flujo, es decir, tiene capacidad no
acotada.”

El concepto de red aparece naturalmente en el modelamiento de problemas reales
en ingenieria y otras areas afines. Podemos, por ejemplo, pensar en el sistema de
distribucién de gas por cafnerias en una ciudad. Aqui, cada casa de la ciudad puede
representarse como un vértice i € V de un grafo G = (V, A), cuyos arcos, a € A,
representan el sistema de canerias que existe entre las casas para transportar el gas.
El flujo f;; representaria la cantidad de gas que estd pasando por la cafieria que une
las casas i y j, cuya capacidad c;; viene dada por el grosor de la caneria.

Ficura 5.1. Transporte de gas en una ciudad, los flujos f;; se pre-
sentan en negro y las capacidades ¢;; en ptrpura

Este ejemplo puede ser més realista si asociamos a cada casa una demanda de gas
(por ejemplo, la demanda promedio mensual), que representamos por un cierto valor
real negativo que asignaremos al vértice correspondiente a esa casa. Mas aun, si las
casas demandan gas, necesitamos empresas que “oferten” dicho gas, las cuales incorpo-
raremos al grafo anterior como nuevos vértices. Asumiremos que existen cafierias que
conectan estas empresas con algunas casas y que permiten, entonces, la distribucion
del gas, éstas seran representadas por nuevos arcos en el grafo. Cada empresa produce
una cantidad de gas (produccion promedio mensual) que se representa como un valor
positivo asignado al vértice que la representa.

2Una extensién natural es permitir cotas inferiores | = (I;;) € RIAl positivas, pero no necesa-
riamente nulas. Los algoritmos y la teoria presentados en este capitulo son facilmente adaptables
a este cambio, pero la notacién se hace un poco més complicada, por lo que no estudiaremos esta
extension.
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FiGURA 5.2. Transporte de gas en una ciudad, incluyendo ofertas y demandas

En este ejemplo, las casas son vértices demandantes y las empresas son vértices
ofertantes, el valor que estos vértices tengan se llamaréd simplemente oferta y su ca-
racterizacion como oferta o demanda vendra dada por el signo que este valor tenga.

Formalmente esta cantidad se define como sigue:

Definiciéon 5.2. En un red G = (V, A), podemos asignar a cada vértice ¢ € V un
valor real o; que sera llamado oferta del vértice i. Si o; > 0, diremos que este vértice
es un vértice ofertante, si 0; < 0, diremos que es un vértice demandante y si 0; = 0,
diremos que es un vértice transiente o de paso.

Para efectos de nuestra modelacion asumiremos que un flujo f asociado a la red
G, siempre debe satisfacer las ecuaciones de conservacion:

(52) Z fij — Z f]” =o0;, VieV.
(i,j)€A (k,i)eA

Es decir, para cada vértice 14, el flujo total que sale de ¢ menos el flujo total que entra
de i debe ser igual a su oferta o demanda segtin corresponda. Para enfatizar este
hecho, en tal caso, diremos que el flujo f es factible.

Ejercicio 5.1. Verificar que el flujo f = (f;;) de la red de la Figura 5.2 es factible.

Las ecuaciones (5.2) son conocidas como la ley de Kirchhoff, en honor al fisico
prusiano Gustav Robert Kirchhoff (1824 — 1887), nacido en Koénigsberg, Prusia del
Este (ciudad que hoy es conocida como Kaliningrado y pertenece a Rusia), al igual
que uno de los precursores de la teoria de grafos, Leonhard Euler (ver Capitulo 6).
Kirchhoff estableci6 esta ley en 1845, en el contexto de circuitos eléctricos, mientras
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ain era estudiante en la Universidad Albertus de Konigsberg, lo que le permitio
obtener los valores de la intensidad de corriente y potencial en cada punto de un
circuito. Esta ley es una aplicacion de la ley de conservacion de la energia y sigue
siendo utilizada en nuestro dias.

Observacion 5.1. Para que exista un flujo f que satisfaga las ecuaciones de flujo
(5.2), debe necesariamente cumplirse que ), 0; = 0, es decir, que la oferta total
(que son valores de signo positivo) sea igual que la demanda total (valores de signo
negativo). Sin embargo, sin perdida de generalidad, uno puede también tener que
Y icy 0i > 0, es decir, que la oferta sea mayor o igual que la demanda total. Para
esto, basta incluir un vértice artificial o que demande el valor } ;.\, 0; > 0 y cuyos
grados entrantes y salientes sean |V|y 0, respectivamente (es decir, todos los vértices
envien un arco a ¥ y que ningtn arco comience desde ), para obtener una nueva red
que si satisface que Ziev 0; = 0.

En caso que la red G = (V, A) tenga ademéas capacidades ¢ = (¢;;) asociadas,
un flujo factible f debe también cumplir, para cada arco (4,5) en A, las restricciones
sobre las capacidades dadas en (5.1).

Las nociones aqui definidas nos permitiran trabajar en la proxima Seccion 5.2 con
un problema particular de flujo en redes.

5.2 Problema de flujo maximo

Consideremos una red G = (V, A) con capacidad ¢ = (¢;;) y cuyo flujo es denotado
por f = (fij). Para el problema de flujo méximo impondremos que existen s6lo dos
vértices en V', cuya oferta es distinta de cero. Llamemos a estos vértices origen y
destino, y denotémoslos por las letras o y d, respectivamente. Asi, las ecuaciones de
flujo (5.2) nos dicen que:

Y foi— Y. fro=00=—04

(0,j)EA (k,0) €A
y oY fi— D> k=0, VieV\{od}
(i,7)€A (k,i)eA

Por convencién supondremos que o es el vértice ofertante (o, > 0) y en conse-
cuencia d sera el vértice demandante (o4 < 0). Luego, la red anterior modela el envio
de flujo desde el vértice origen o al vértice destino d (por esta razén estos vértices
son también llamados fuente y pozo, respectivamente). En esta seccion estudiaremos
el problema de maximizar este envio, es decir, encontrar un flujo f factible para G,
tal que o, sea maximo (o equivalentemente o4 sea minimo). Notemos que el flujo f
y la cantidad o, seran las variables de nuestro problema, pero o, queda unicamente
determinado por f, debido a la ecuacion de flujo (5.2) del vértice o.
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Este problema puede ser descrito como el siguiente problema de optimizacion
lineal?:

(5.3) oy = Maximizar o,

sujeto a las ecuaciones conservacion de flujo

Z foj - Z f}m = Oy,
(0,j)EA (k,0)€A
S fii— Y. fra=—0o,
(5.4) (d.j)€A (k.d)EA
Z Jij — Z fki=0, VieV\{o,d},
(i,))eA (ki)eA
0< fi; < cij, V(i j) € A.

Aqui hemos denotado por o} al valor 6ptimal del problema de optimizacion lineal
(5.3)-(5.4). Este problema podria ser resuelto con algoritmos usados para resolver
problemas de optimizacion lineal, como por ejemplo SIMPLEX®%. Sin embargo, nues-
tra idea es atacar este problema aprovechando la estructura de grafo que lo define.
Esto nos permitira obtener algoritmos mas eficientes, en términos de complejidad
computacional (ver Seccion 5.2.3), que los que podrian obtenerse de la optimizacion
lineal. Para esto, los siguientes conceptos nos seran de gran utilidad.

Definicién 5.3. Para G = (V, A) una red, diremos que A C A es un corte de
la red G, si el grafo G\ A tiene dos componentes conexas G = (Vi, A1) y Gy =
(Va, Ag), tales que o € Vi, d € Va, Vi y V5 forma una particion de V, y Ay, Ay y
A forman una particion de A. Usualmente, denotaremos al conjunto de vértices V;
por V y lo llamaremos conjunto de vértices generado por el corte A. Notemos que su
complemento V¢ coincide con Vs.

Por ejemplo, en la Figura 5.3 se representan tres diferentes cortes para un mismo
grafo, definidos por los arcos con lineas discontinuas.

En el primer corte de la Figura 5.3 se tiene que el conjunto de vértices generado
por el corte viene dado por V= {0} y V- =V \V =V \ {o}.

Ejercicio 5.2. Demostrar que podemos definir de manera equivalente un corte A C A
de G = (V, A) como el subconjunto de arcos tales que: 1) si se eliminan de A, no

3Ver monografia “Optimizacion Lineal: una mirada introductoria’.

Hemos mencionado en el Capitulo 1 que el algoritmo SIMPLEX, para resolver un problema
de optimizacién lineal, tiene complejidad exponencial en el tamano de los datos, lo cual resulta en
teoria menos eficiente que el algoritmo de Ford-Fulkerson, presentado en la Seccion 5.2.2. Sin em-
bargo, existen algoritmos polinomiales que resuelven problemas de optimizacion lineal (por ejemplo,
algoritmos de punto interior) que son comparables en términos de eficiencia computacional a los aqui
mostrados.
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Ficura 5.3. Ejemplos de cortes

existe una cadena® de G' que conecte el vértice origen o con el vértice destino d, y 2)
si eliminamos un arco @ de A, la propiedad 1) deja de cumplirse.

La identificacién de un corte A C A con el subconjunto de vértices V' que genera,
nos permite relacionar la nociéon de corte con el problema de flujo maximo como se
ve en el siguiente resultado.

Proposicion 5.4. Sea G = (V, A) una red. Entonces, para cualquier corte A deG Y
para cualquier flujo factible f asociado a G, se tiene que:

0o = E fij — E fijs
ieV,jeve: (i,5)€A ieve,jeV: (i,j)€A
donde V es el subconjunto de vértices que genera el corte A.

Demostracion. Como f es un flujo factible de (5.4) tenemos que

0o = Z foj_ Z fro

(0,j)EA (k,0) €A
= > foi— D>, frot Y. S fi— > i
(0,j)EA (k,0) €A ieV\{o} \(i,j)€A (ki)eA

pues Z(i fea fij — Z(k e Jki =0, para todo vértice de paso i (es decir, para todo
¢ distinto de o o de d). Agrupando las sumatorias del lado derecho obtenemos que

(5.5) oo=> | Do fii— D | =D ) fi—Y. > fin

ieV \(hj)eA (k,i)eA i€V (i,5)€A i€V (4,1 €A

5Consultar la definicién en el Capitulo 2.
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donde en la ultima igualdad realizamos un cambio de indices de k a j y separamos
las sumatorias. Ahora, dado que

Z Z fi; = Z fij + Z fij

ieV (i,j)€A i€V, jeV: (i,j)€A i€V, jeve: (i,j)€A

y
E E fii = E fii+ g fiis
ieV (i,j)EA i€V ,jeV: (i,j)€A i€V, jeve: (i,j)eA

de la igualdad Zief/yje(/: (i,j)€A fij = Zie(/,jef/; (i,5)€A fji se deduce que

NN =D Y fi= > fij — > fii

ieV (i,j)€EA ieV (4)€A i€V, jeVe: (i,5)€A i€V, jeve: (i,j)€A
= E fij — E figs
i€V, jeVe: (i,5)€A i€Ve, jEV: (i,5) €A
y la proposicion queda demostrada gracias a (5.5). (]

La propiedad anterior nos dice que o, corresponde al flujo desde V a V¢ menos
el flujo de V¢ a V. Por lo tanto, un corte A nos permite caracterizar el valor del flujo
enviado desde el vértice origen o al vértice destino d tnicamente en funcién de los
flujos en los arcos que definen el corte.

Ejemplo 5.1. Para ilustrar la Propiedad 5.4, asignemos un flujo unitario (f;; = 1)
a todos los arcos del grafo de la Figura 5.3 con excepcion de los 2 arcos horizontales,
obteniendo que o, = 2. Notemos que para cualquiera de los tres cortes de la Figura 5.3
tenemos que ),y oy, (e fis — dicve, jev (ijyea fij =2—0 =2, corroborando
el resultado obtenido en la Proposicion 5.4.

Definicion 5.5. La capacidad de un corte se define como la suma de las capacidades
de los arcos que lo conforman y que “siguen el sentido” definido desde el vértice origen
o al vértice destino d. Es decir, si denotamos la capacidad del corte A por c(fl) y si
V es el subconjunto de vértices que genera este corte fi, la capacidad del corte se

calcula:
c(A) = Z Cig-
i€V, jeVe: (4,j)€A

Por ejemplo, si en el primer ejemplo de la Figura 5.3 asignamos las capacidades 1
al arco que va desde el vértice o al vértice del lado izquierdo y 3 al arco que va desde
al vértice o al vértice del lado derecho, se tendra que la capacidad de dicho corte seré
igual a 14-3=4.

La nociéon de capacidad de un corte estd muy ligada con la de flujo maximo de
una red, es esto lo que nos permitira derivar algoritmos eficientes que aprovechen la
estructura del problema de flujo maximo. La primera relacion entre estas dos nociones
es establecida en la siguiente proposicion.
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Proposicion 5.6. Sea G = (V, A) una red. Para cualquier corte A de G y para
cualquier flujo factible f asociado a G, se tiene que o, es siempre menor o igual que
la capacidad de A. En particular, el valor dptimal o) del problema de flujo mdzimo
en G (es decir, el problema (5.3)-(5.4)) satisface que:

(5.6) of <min{c(A) : A es un corte de G}.

Demostracion. De la Proposiciéon 5.4 se obtiene

00 = > fij — > fijs

ieV,jeve: (i,5)€A ieve,jeV: (i,j)€A

donde V es el subconjunto de vértices que genera el corte A. Por otro lado, como f
es un flujo factible, debe cumplirse que 0 < f;; < ¢;5, lo que junto a la definicién
capacidad de un corte nos lleva a las desigualdades:

0, < Z Cij — Z fij
ieV,jeve: (i,j)€A ieVe, jeV:(i,j)eA
=< > cij = c(4),
i€V, jeVe: (i,5)€A
lo que prueba la primera parte de la proposicién.

Finalmente, la desigualdad (5.6) es consecuencia directa de lo anterior. O

La proposiciéon anterior nos entrega una cota superior para el valor 6ptimo o}, del
problema de flujo maximo. En el resto de la seccion nos dedicaremos a demostrar que
esta cota superior es, en efecto, igual a este valor.

Sea C una cadena de G. Sabemos de la Definicion 2.14 de cadena que, si a = (4, 5)
es uno de los arcos que forman esta cadena, entonces se tiene que (i,j) € A o bien
(j,2) € A. En el primer caso hemos dicho que a es un arco hacia adelante, mientras
en el segundo caso hemos dicho que a es un arco hacia atrds o en reversa. Con esto
en mente podemos definir lo siguiente:

Definiciéon 5.7. Sean G = (V, A) una red con capacidad ¢ y flujo factible f. Un
camino aumentador (o cadena aumentadora) es una cadena C' entre el vértice origen
oy el vértice destino d tal que, para todo arco ay = (ix,ik+1) en C se satisface:

= Si ay es una arco hacia adelante, entonces Ay = ¢;,4,,, — fipip > 0.
= Si a;, es una arco hacia atras, entonces Ay = f;,4,,, > 0.

Si C' es un camino aumentador formado por los arcos ag, con k = 0, ..., [, podemos
definir la cantidad A = ming Ay > 0. Luego, cada arco a; que satisface A = A es
llamado cuello de botella de C.

Ejemplo 5.2. En la red de la Figura 5.4 los valores f y ¢ que acompanan a los
arcos, representan el flujo y capacidad, respectivamente, de cada arco. Hemos dibujado
ademas en purpura a los arcos que forman el camino aumentador C = (1, 3,4, 6). Para
este camino aumentador, el valor A es igual a 1 y los cuellos de botellas son los arcos
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(1,3) y (4,6). Notemos ademas que este camino aumentador no es un camino, pues
el arco (3,4) es un arco hacia atras.

F1GUrA 5.4. Ejemplo de camino aumentador y cuello de botella

Notemos que si existe un camino aumentador C' para una red G con flujo factible
f, entonces podemos aumentar el valor del flujo total enviado desde o a d en un valor
A, construyendo un nuevo flujo factible f” asociado a G como sigue:

Para todo arco az, que no esté en C' el flujo no cambia, es decir, f,, = fq,. Para cada
arco ay de C' calculamos el nuevo flujo f; de la siguiente manera:

(5.7a) Si aj es una arco hacia adelante, entonces f(;k = fa, + 4,

(5.7b) y si aj, es una arco hacia atras, entonces  f,, = fa, — A.

En efecto, los cambios producidos por (5.7) respetan las ecuaciones de flujo (5.2) (se
deja al lector verificar esto en detalle) y, debido a la definicién de A, el nuevo flujo f’
también respeta las cotas de capacidad (5.1), por lo tanto, el flujo f satisface (5.4),
es decir, es un flujo factible para G. Por otro lado, si ag es el primer arco del camino
aumentador C, entonces, si este es un arco hacia adelante, es decir, ag = (0,) para
cierto i € V, entonces f!. = fo; + A, en caso contrario, es decir, ag = (i, 0) para cierto
i € V, entonces f/, = fi, — A. En ambos casos, el flujo total que oferta el vértice o,
dado por o, = Z(o,j)eA foj — Z(k,o)eA fro, aumenté en un valor A.

Tlustremos este procedimiento a partir del camino aumentador de la Figura 5.4.
Para los arcos cuellos de botella (1,3) y (4,6), ambos arcos hacia adelante, su flujo
aumenta en 1, obteniendo un flujo igual a 2, mientras que para el arco hacia atras
(4,3) su flujo se reduce en 1, obteniendo un flujo igual a 1. El flujo del resto de los
arcos no cambia. El nuevo flujo f’ se muestra en la Figura 5.5.

Dado que la existencia de caminos aumentadores nos permite siempre encontrar
un nuevo flujo factible que aumenta el flujo total enviado desde el vértice origen o (es
decir, aumenta o,), es natural pensar que en caso de no existir flujos aumentadores
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nos encontramos frente a un flujo que maximiza esta cantidad, es decir, frente a
una solucion del problema de flujo maximo (5.3)-(5.4). Esta intuicion es formalmente
demostrada en el siguiente teorema.

Teorema 5.8. Si para una red G = (V,N) y un flujo factible f asociado, no existen
caminos aumentadores, entonces f resuelve el problema de flujo mdzimo (5.3)-(5.4).

Demostracion. Sean G una red, f un flujo factible asociado a G y o, el flujo enviado
desde o para el flujo f, para los cuales no existen caminos aumentadores. Gracias a
la Proposicion 5.6 nos basta exhibir un corte A de G, cuya capacidad sea igual a o,.
Para este proposito, definiremos el siguiente procedimiento de etiquetamiento de los
vértices en V:
= Primero, etiquetamos (o marcamos) el vértice origen o.
= Luego, recorremos los arcos de G y etiquetamos sus vértices como sigue:
» Si para un arco a;; = (i,j) € A, i estd etiquetado y j no esta etiquetado,
entonces, si fi; < ¢;;, etiquetamos j.
= Si para un arco a;; = (4,j) € A, j esta etiquetado e ¢ no esta etiquetado,
entonces, si f;; > 0, etiquetamos .
= Repetimos los dos ultimos pasos hasta etiquetar tantos vértices de V' como
sea posible.

Se muestra facilmente que este proceso etiquetara el vértice destino d si y so-
lamente si existe un camino aumentador. Luego, segin nuestros supuestos, d no es
etiquetado al aplicar este procedimiento. Asi, si denotamos por V al subconjunto de
vértices de V que han sido etiquetados, vemos que éste define un corte A compuesto
por todos los arcos a;; = (4, j) € A que satisfacen que i € 1% vjeE V¢, o bien, jeE Ve
i € V¢. Del proceso de etiquetado deducimos que para el primer caso necesariamente
se tiene que f;; = ¢;j, mientras que para el segundo se cumple que f;; = 0. Con esto,
de la Proposicién 5.4 se deduce

0o = E fij — E fij = E cij = c(A).
i€V, jEVe: (i,)€A i€Ve, jEV: (i,)€A i€V, jEVe: (i,5)€EA
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Hemos encontrado entonces un corte A de G con capacidad igual a o, y, por lo tanto
se ha demostrado el teorema. ]

La demostracion del Teorema 5.8 nos ha revelado que cuando el flujo f es una
solucion del problema de flujo méaximo (5.3)-(5.4) (es decir, para el cual no existen
caminos aumentadores), podemos siempre encontrar un corte A tal que 0, = c(/i) Lo
que implica la deseada igualdad en (5.6). Este resultado, conocido como teorema de
flujo maximo—corte minimo (o maz-flow, min-cut en inglés), se debe a los matematicos
Lester Randolph Ford Jr y Delbert Ray Fulkerson (ver [10]) y es uno de los resultados

méas importantes en teoria de grafos.

Teorema 5.9. Para una red G = (V, A) siempre se tiene que la mdzima cantidad de
flujo que se puede enviar desde el vértice origen o al vértice destino d, es igual a la
capacidad minima entre todos los cortes de G. Es decir:

(5.8) of =min{c(A) : A es un corte de G},
donde o} es el valor éptimal del problema de flujo mdzimo en G (i.e. (5.3)-(5.4)).

Ejercicio 5.3. Calcule el problema dual® del problema de flujo maximo (5.3)-(5.4) e
interprete el Teorema 5.9, usando la teoria de dualidad para la optimizacién lineal.

5.2.1 Aplicaciones

El problema de flujo méximo nos permite modelar cualquier problema donde se con-
sidera s6lo una fuente ofertante y un centro demandante de un cierto recurso y donde
dicha fuente desea enviar la mayor cantidad del recurso (que se representara por los
flujos) a través de una red que une estos dos puntos. Por ejemplo, podemos considerar
una simplificacion del problema de transporte de gas en una ciudad (ver Figura 5.2),
donde existe s6lo una empresa productora de gas y una casa demandante de éste.
Para que este problema tenga sentido practico, podemos pensar que dicho vértice
demandante es una ciudad con una alta necesidad de gas como Santiago y el vértice
ofertante representa a un tnico productor de gas para dicha ciudad como, en el caso
de Santiago, Argentina. Finalmente, la red representa los distintos gasoductos que
unen el pais trasandino con Santiago.

Otro ejemplo del mismo tipo, es el modelamiento del flujo vehicular en la hora
punta de la manana en Santiago. Por ejemplo, podemos caracterizar el vértice deman-
dante como el centro de Santiago, donde se concentra la mayor cantidad de empleos,
y el vértice ofertante como una comuna con una gran poblacién que en su mayoria
trabaja en el centro de Santiago, por ejemplo, La Florida (Ver Figura 5.6). Luego, las
principales calles que permiten ir desde La Florida a Santiago Centro se describirian
como arcos con sus distintas capacidades, pasando por vértices de paso que permitan
tomar més de una ruta entre el origen y destino.

Asi, este simple problema permitiria realizar una estimacion del flujo vehicular
méaximo desde La Florida hacia el centro de Santiago, asi como la distribucién de

6Ver monografifa “Optimizacién Lineal: una mirada introductoria”.
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Santiago
Centro

La Florida

F1GURA 5.6. Dibujo flujo vehicular Santiago

éste entre las principales calles y avenidas entre estas dos comunas, considerando las
capacidades que estas vias tienen. Esto podria, por ejemplo, permitir al Ministerio de
Vivienda y Urbanismo regular las politicas de construccion, restringiendo el negocio
inmobiliario en las zonas aledanas a las calles donde el flujo vehicular real es cercano
al dado por flujo maximo y, al mismo tiempo, incentivandolo en las zonas donde no
se da esta situacion.

Ejercicio 5.4. Construya un grafo donde el vértice origen sea la comuna o distrito
donde se encuentra su casa y el vértice destino sea la comuna o distrito donde se
encuentra su lugar de trabajo o su universidad, y los arcos y vértices intermedios
representen las distintas formas de llegar del origen al destino (por ejemplo, en el caso
de la Figura 5.6, podemos considerar tomar un bus o un auto via Vicuna Mackena, to-
mar metro linea 5, etc., y las distintas combinaciones entre estas alternativas). Luego,
estime las capacidades maximas de estas rutas, en términos de personas transportadas
por hora, tomando en cuenta el tamano de las rutas, las frecuencias y capacidades de
los distintos medios de transporte, etc., jqué representa, en este caso, la solucion el
problema de flujo maximo obtenido?

5.2.2 Algoritmo de Ford-Fulkerson

Las definiciones y resultados de la secciéon anterior nos permiten elaborar un algoritmo
que resuelve el problema de flujo maximo, aprovechando la estructura de grafos del
problema y no la estructura de optimizacion lineal del problema (5.3)-(5.4) (ver Nota
4 al pie de la pagina 89). Este algoritmo, introducido a mediados de los afios 50
por Ford y Fulkerson, es el primero y uno de los méas conocidos para resolver este
problema.
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La idea fundamental del algoritmo es la utilizaciéon de caminos aumentadores.
Dejando por el momento de lado el proceso para encontrar dicho camino aumentador,
podemos esquematizar el algoritmo en los siguientes pasos:

= Se comienza con un flujo factible f. Por ejemplo, el flujo nulo: f;; = 0, para
todo (i,j) € A. Fijar el contador k = 0.

» Se encuentra un camino aumentador C* para la red G y el flujo f*.

» Luego, se calcula f**1, usando la actualizacion (5.7).

= Repitiendo los dos ultimos pasos se genera una secuencia de flujos factibles
{f*}, para los cuales el flujo total enviado desde el vértice origen va en au-
mento (i.e. ofT1 > oF).

Este algoritmo funciona (es decir, nos permite obtener un flujo f* solucién del
problema de flujo méaximo) debido a que: 1) si el algoritmo no encuentra un camino
aumentador en la iteracion k, entonces, gracias al Teorema 5.8, el actual flujo f* es
solucion del problema de flujo méaximo, y 2) como consecuencia del Teorema 5.9 y
del proceso (5.7) usado para actualizar los flujos, se necesitan a lo mas min{c(A) :
A es un corte de G} iteraciones’.

Abordemos ahora la obtencion de un camino aumentador para una red G y flujo
factible asociado f. Para este propdsito se trabajara con un grafo auxiliar G’ =
(V’, A"), lamado grafo residual, con la propiedad que los caminos entre o y d en este
grafo G’ coincidiran con un camino aumentador para la red G y flujo f. Por lo tanto,
encontrar un camino aumentado se reduciré a encontrar un camino de o y d, lo cual
puede ser realizado de varias maneras y es eficiente desde el punto de vista de su
complejidad computacional (por ejemplo, utilizando lo visto en el Capitulo 2).

El algoritmo para construir el grafo residual G’, a partir de la red G = (V, A) y
flujo factible asociado f, es descrito a continuacién:

s Los vértices V'’ de G’ seran los mismos que los de G, es decir, V' = V.
s Comenzaremos sin arcos en G’, es decir, A" = (). Luego, recorreremos todos
los arcos a;; = (7,7) de G e incorporaremos arcos a G’ segun los criterios:
= Si fij < cij, entonces el arco (i, ) se incorpora a A’ con capacidad cj; =
fij — ¢ij-
= Si fi; > 0, entonces el arco (j,4) se incorpora a A’ con capacidad cj; = fi;.
Por construccion del grafo residual G’, un camino aumentador C' en G para el
flujo f, corresponde a un camino C’ entre o y d en G’, y que los valores Ay, dados en
la Definicién 5.7, corresponden a las capacidades de los arcos que forman tal camino
C'. Asi, el valor A = min; Ay también determina el “cuello de botella” para el flujo
que se puede enviar desde o a d en el grafo residual G’.

"En realidad, esto se puede asegurar soélo si las capacidades c;; son ntimeros enteros, pues
cada actualizacion del flujo debe al menos aumentar o, en una unidad de flujo. En general, se ve
que deberian haber, a lo mas, min{c(A) : A es un corte de G}/min{c;; : (5,j) € A, c;j # 0}
iteraciones.
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Observemos también que los criterios, dados en el tercer y cuarto item, para
incorporar arcos a G’ no son excluyentes, por lo que un arco a;; en A, puede generar
dos arcos en A’ entre los mismos vértices, pero en sentidos opuestos y con capacidades
que no seran necesariamente las mismas. En tal caso, este arco a;; = (4, j) puede ser
usado por un camino aumentador tanto hacia adelante, como hacia atras.

Ejemplo 5.3. En la Figura 5.7 aparece al lado izquierdo una red G = (V, A), donde
en sus arcos se especifica flujo y capacidad, respectivamente, y al lado derecho el grafo
residual G’ = (V' A”), obtenido por el algoritmo.

1,1

1,4

()——()

FiaurA 5.7. Ejemplo grafo residual

Ejercicio 5.5. Encuentre el grafo residual de la red de la Figura 5.8, donde los valores
que aparecen en cada arco corresponden a flujo/capacidad y el vértice de origen es 1
y el destino es 5.

FiGURA 5.8. Calcule el grafo residual
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Este algoritmo se escribe en pseudo-lenguaje de programacion (ver Seccion 1.1.1)
como sigue:

Algoritmo 5.1 Construccion del grafo residual G’ = (V’, A’)
Entrada: Red G = (V, A) (con capacidad c) y flujo factible f

A+ /* En un comienzo G’ no tiene arcos */
2: para a;; = (i,j) € A
3:  si f;; < ci; entonces

4: A+ AU {aij}

5: ci; = cij — fij /* Célculo de la capacidad del arco a;; en G’ */
6: fin

7. si f;; > 0 entonces

8: A A U{(4,9)} /* Se adiciona el arco en el sentido inverso */
9: C;j = f”

10: fin

11: fin

Salida: G’ = (V, A")(con capacidad ¢’) /* G y G’ tienen los mismos vértices */

Antes de mostrar con un ejemplo el funcionamiento del algoritmo de Ford-Fulkerson,
escribamoslo usando pseudo-lenguaje de programacion.

Algoritmo 5.2 Algoritmo de Ford-Fulkerson

Entrada: G = (V, A) (con capacidad c)
1: fy < 0 paratodoae A /* Inicializar el flujo */
2: G’ + Grafo_residual(G, f)
305+ 0 /* Inicializar el valor 6ptimal del flujo maximo */
4: mientras Exista un camino C’ = (a}) entre oy d en G’
5 A < ming c/(aﬁc) /* A corresponde al maximo flujo que se puede enviar

desde o a d, usando el camino C’ en G' */

6: para a) = (ix,ik41) € C’

7: si a}, € A entonces

8: fa, — fa +A /* aj, es un arco hacia adelante en el camino
aumentador C correspondiente a C' */

9: sino

10: Jivsrin < finsrin — A /* aj, es un arco hacia atrds en C */

11: fin

12:  fin

13: G’ + Grafo_residual(G, f)

14: o) o)+ A

15: fin

Salida: f flujo 6ptimal, o} valor éptimal
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Observacion 5.2. Notemos que, dado que el flujo inicial f es nulo, el primer grafo
residual G’ calculado en la linea 2 del algoritmo nos entrega el mismo grafo G.

Observacion 5.3. La sentencia “si” definida entre las lineas 7 y 11, corresponden a
la actualizacion de flujo introducida en (5.7).

Ejemplo 5.4. Ilustremos el algoritmo de Ford-Fulkerson con el grafo G de la Figura
5.9. Asignemos a cada arco una capacidad igual a 1 y encontremos el flujo méximo
del vértice 1 al 4.

Ficura 5.9. Ejemplo algoritmo de Ford-Fulkerson
Se inicializa el flujo f en cero. El grafo residual G’ calculado en la linea 2 es igual
al grafo original (ver Observacion 5.2), por lo que se omite su grafico.
Tomemos el camino ¢’ = (1,2,3,4) en G'. En la linea 5 del algoritmo de Ford-

Fulkerson se obtiene que el valor de A es 1. Luego, después de la asignacion de flujo
de las lineas 6 a 12, el flujo f queda:

1,1
0,1 1,1 0,1
(——()
FIGURA 5.10. Asignacion de flujo en la primera iteracion

donde en los arcos se especifica flujo y capacidad, respectivamente.
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En la linea 13 del algoritmo de Ford-Fulkerson se utiliza el Algoritmo 5.1 para
obtener el grafo residual asociado a la red y flujo anterior, obteniendo el grafo de la
Figura 5.11 (donde en cada arco se ha especificado la capacidad ¢’ de los arcos en A').

F1GURA 5.11. Asignacion de flujo en la segunda iteracion

Hemos terminado la primera iteracién del ciclo “mientras” definido entre las
lineas 4 y 15. En una segunda iteracién de este ciclo notamos que el tinico camino
posible entre 0 y d en G’ esta dado por C’ = (1,3,2,4). El valor de A, calculado en
la linea 5, es igual a 1. Luego, la asignacion de flujo de las lineas 6 a 12 nos entregan
un flujo f como aparece en la Figura 5.13.

1,1

0+1,1 1-1,1 0+1,1
OO

Ficura 5.12. Flujo éptimo

Para este grafo no existen caminos aumentadores. Esto se puede ver calculando
una vez mas el grafo residual G’ y notando que no existen caminos entre o y d en G’
(esto se deja como ejercicio al lector). Por lo tanto, el fluyjo dado en la Figura 5.13
representa la soluciéon del problema de flujo méaximo para el grafo G dado en la Figura
5.9, cuyo valor 6ptimal es 2.
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Otra manera de verificar que este flujo es efectivamente 6ptimo es a través del
Teorema 5.9 de flujo maximo-corte minimo. En un grafo de tamafno pequeno, como
lo es G, podemos calcular por inspecciéon la capacidad de corte minima, la que en
este caso resulta ser igual a 2 (posibles cortes son {(1,2),(1,3)} 0 {(2,4),(3,4)}). Asi,
como el flujo de la Figura 5.13 envia desde el vértice origen o un flujo total igual a
0, = 2, esté necesariamente debe ser éptimo.

Ejercicio 5.6. Resuelva, usando el algoritmo de Ford-Fulkerson, el problema plan-
teado en el Ejercicio 5.4.

Ejercicio 5.7. Encontrar el flujo maximo para el grafo de la Figura 5.13 (en los arcos
aparecen las capacidades).

Ficura 5.13. Encuentre el flujo maximo

Observacion 5.4. Una ligera variante del problema de flujo méximo consiste en
considerar, ademés de capacidades superiores, capacidades inferiores en los arcos que
puedan tomar valores estrictamente positivos. Modificando ligeramente las definicio-
nes dadas en este capitulo se puede reproducir la teoria desarrollada para obtener
los mismos resultados. Mas atn, el algoritmo de Ford-Fulkerson, introducido en esta
seccién, es establecido con minimas diferencias. La tinica complicaciéon importante,
asociada a esta variante, es la determinacion de un flujo factible inicial asociado al
grafo en el algoritmo de Ford-Fulkerson. (Recordemos que en esta seccion simple-
mente usamos el flujo nulo). Un algoritmo para la determinacion de un flujo factible
inicial para esta variante del problema escapa de los objetivos del curso, pero puede
ser consultado, por ejemplo, en el libro [16].

5.2.3 Breve discusion sobre la complejidad del algoritmo de
Ford-Fulkerson

El algoritmo que hemos presentado en este capitulo (que, como hemos mencionado
anteriormente, fue desarrollado por Ford y Fulkerson en el articulo [10] a mediados
de los afios 50) puede ser muy ineficiente en términos de complejidad computacional.
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Para ver esto, consideraremos (a lo largo de toda esta seccion) una red G = (V, A), con
capacidad ¢, y denotaremos por n y m las cardinalidades de V' y A, respectivamente.
También denotaremos por cpax la capacidad maxima de los arcos en A, i.e. cpax =
max; j)eA Cij- Para simplicidad del analisis supondremos que las capacidades c;; de
G son numeros enteros (ver nota nimero 7 al pie de la pagina 97).

Proposicion 5.10. El Algoritmo 5.2 de Ford-Fulkerson encuentra una solucion del
problema de flujo mdximo (5.3)-(5.4) en a lo mds O(mncp,a.) operaciones.

Demostraciéon. Primero, notemos que el Algoritmo 5.1, que nos permite construir
el grafo residual G’, realiza a lo mas O(m) operaciones® (pues recorre solo una vez el
conjunto de arcos A), entonces las asignaciones de las lineas 1 y 2 realizan a lo mas
O(m) operaciones, mientras que en la linea 3 se realiza sélo una (que corresponde a
una asignacion). Asi, la complejidad total del algoritmo de Ford-Fulkerson dependera
fuertemente de la complejidad del ciclo “mientras” definido entre las lineas 4 y 15 de
este algoritmo.

Hemos establecido en la pagina 97 que el algoritmo de Ford-Fulkerson necesita
a lo méas min{c(A) : A es un corte de G} iteraciones de este ciclo “mientras” para
encontrar un flujo méximo. Notemos que esta cantidad se puede acotar por ncmax.
En efecto, para todo corte A de G y para todo arco a € A se tiene que ¢q < Crmax-
Entonces, si denotamos por V el subconjunto de vértices que genera el corte A, se
tiene que:

C(A) = Z Cij < ‘V‘cmax < Nemax-
ieV,jeve: (i,j)€A

Procedamos ahora a calcular la complejidad del ciclo “mientras” de las lineas 4
a 15. Dentro de cada ciclo se realiza: 1) en la linea 5 a lo méas |C’| operaciones, 2)
en el ciclo “para” de las lineas 6 a 12 a lo més |C’| operaciones también, y 3) en las
lineas 13 y 14 a lo mas m y 1 operaciones, respectivamente. Por lo tanto, al interior
de este ciclo “mientras” se realizan a lo mas 2|C’| + m + 1 = O(m) operaciones
(pues claramente |C’| < m). De esté forma, el algoritmo de Ford-Fulkerson realiza a
lo mas O(m) + nemaxO(m) = O(mncemax) operaciones (hemos usado la primera regla
del Teorema 1.5). O

Como el valor ¢pax no depende del tamafo del problema (es decir, de n y m),
este resultado no es del todo satisfactorio en términos de complejidad computacional.
En efecto, si cpmax fuese para todas las redes que deseamos resolver una constante
o al menos un valor acotado superiormente por una constante (i.e. cpax = O(l))7
la complejidad del algoritmo es simplemente O(mn) lo que es considerado para este
problema como algo bastante bueno, pero nada impide que cp.x aumente su valor a
medida que n y/o m aumentan su valor. Por ejemplo, ¢jax podria ser una funcion del
tipo exponencial de n y m, digamos cpax = 2”7, en tal caso, el algoritmo de Ford-
Fulkerson tendria una complejidad O(mncpax) = O(mn2"T™) = O(4™+™) (hemos

8Consultar la Definicién 1.3 para la notacién gran o: O(-)
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usado la segunda regla del Teorema 1.5), es decir exponencial, lo que hace inviable su
resoluciéon para valores altos de n o m.

Esta “mala” eficiencia del algoritmo de Ford-Fulkerson depende fuertemente de la
manera que elegimos el camino aumentador. Por esto, se han desarrollado variantes
del algoritmo aqui presentado que mejoran notablemente la eficiencia de éste, a tal
punto de transformarlo en un algoritmo polinomial (ver Tabla 1.4 en el Capitulo 1).
Una pequeiia variante es la propuesta por J. Edmonds y R.M. Karp en su articulo [8]
del ano 1972, donde el camino C’ entre o y d en el grafo residual G’ es elegido usando el
camino de costo minimo (o el camino mas corto), interpretando las capacidades como
costos. Se demuestra que esta variante necesita a lo mas %mn caminos aumentadores
para encontrar la soluciéon del problema de flujo maximo, obteniendo asi un algoritmo
que resuelve el problema en a lo mas O(nm?) iteraciones. El lector puede consultar
este resultado en el libro de A. Gibbons [13, Teorema 4.4].

Existen también otros algoritmos que resuelven el problema de flujo maximo
basandose en la idea de caminos aumentadores de Ford y Fulkerson. Si bien estas
variantes del algoritmo escapan a los objetivos de este texto, podemos mencionar, por
ejemplo, el articulo [7] de Dinits, en el afio 1970, donde se desarrolla una variante que
realiza a lo mas O(n?m) operaciones para resolver el problema de flujo méaximo y el
articulo [11] de Gabow, del ano 1985, que muestra otra variante del algoritmo que
necesita a lo mas O(nmlog(cmax)) operaciones para estos efectos.
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5.3 Ejercicios

1. Usted posee celulares en las tres companias de telefonia movil del pais: Caro,
Ntel y Radiofénica. Su plan en la compania Caro le permite llamar 100 minutos
al mes para teléfonos Caro, 50 minutos para teléfonos Ntel y 10 minutos para
teléfonos Radiofonica. El de la compaiiia Ntel le permite llamar 100 minutos al
mes para teléfonos Caro y 150 minutos para teléfonos Ntel. Finalmente, su plan
en Radiofénica le permite llamar 300 minutos s6lo para teléfonos de la misma
compania. Plantee un problema de flujo maximo que le permite calcular cuénto
es la maxima cantidad de minutos que puede utilizar al mes.

Indicacién: Naturalmente apareceran 3 vértices destino. Para escribir el pro-
blema, usando un so6lo vértice destino, introduzca un vértice destino artificial y 3
arcos entre los vértices destino originales y éste nuevo vértice destino, todos con
capacidades infinitas (o sumamente grande).

2. Sea G = (V,A) unared y A’ C A un subconjunto de arcos tal que, para la red
G\ A" = (V,A\ A’) (con las mismas capacidades de G) no existe un flujo factible
estrictamente positivo. Pruebe que necesariamente A’ contiene un corte de G.

3. Sean A y A’ cortes de capacidad minima para la red G (es decir, ambos resuelven
el problema min{c(A) : A esun corte de G}), y V y V' los subconjuntos de
vértices que generan. Pruebe que los cortes que generan los vértices Vuv y
V NV’ también son de capacidad minima.

4. Counsidere el problema de flujo maximo para la red de la Figura 5.14 (donde 1 es
el vértice origen y 4 el vértice destino). La solucién de este problema se obtiene
cuando los flujos son fio =2, fis =2, foz =1, f3o0 =0, foa =1y f34=3.
Verifique esto encontrando un corte de capacidad minima asociado a este flujo.

FicurA 5.14. Los valores que aparecen en los arcos indican sus capacidades

5. Resuelva ahora el problema de flujo maximo para la red de la Figura 5.14, usando
el algoritmo de Ford-Fulkerson. Para esto, comience con el flujo nulo y precise en
cada iteracion del algoritmo el grafo residual, el flujo asignado a cada arco y la
cadena aumentadora elegida.
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Agreguemos ahora a la red de la Figura 5.14 un nuevo vértice de paso, denotado
por 5 y los arcos (1,5), (3,5) y (5,4). A partir de la solucion dada en el Ejercicio
5, encuentre por inspeccion la nueva solucion del problema. Demuestre, usando
el teorema de flujo méximo — corte minimo, que el flujo encontrado por usted es
efectivamente una solucion.

Resuelva el problema de flujo en redes planteado en el Ejercicio 1, usando el
algoritmo de Ford-Fulkerson, ;cuanto es la cantidad méaxima de minutos que
puede hablar al mes? Responda la misma pregunta si decide eliminar su plan de
la compania Ntel.

Considere la red de oleoductos de la Figura 5.15 que conecta una planta de ex-
traccion petrolera con una refineria, donde en cada arco se especifica la capacidad
maxima de cada tramo del oleoducto (medida en miles de metros cubicos por
hora: 1000*m?/hr).

Planta Refineria

Ficura 5.15. Red de oleoductos con sus capacidades

Calcule la mayor cantidad que se puede enviar de la plataforma a la refineria
y determine qué tramos de oleoductos deben utilizarse.
Encuentre el flujo maximo, usando el algoritmo de Ford-Fulkerson, de la siguiente
red (en los arcos aparecen sus capacidades):
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F1GURA 5.16. Encuentre el fluyjo maximo

10. Considere una red G y un flujo méximo f. Describa un algoritmo que permita
encontrar un arco a de G tal que, si se aumenta la capacidad ¢, de a, se puede
también aumentar el valor del flujo maximo f. Este arco a, jsiempre debe exis-
tir? Usando lo aprendido en la Secciéon 1.3, calcule la complejidad del algoritmo
propuesto.
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Capitulo 6: Ciclos

6.1 Ciclos Eulerianos

Durante el siglo XIII, en la ciudad de Koénigsberg, Prusia (actualmente Kaliningrado,
Rusia), el rio Pregel cruzaba la ciudad dejando dos pequenas islas, que se conectan a
tierra a través de siete puentes (ver Figura 6.1). En ese tiempo, se cuestionaba si era
posible o no recorrer cada uno de los puentes y volver al punto inicial, pasando sobre
cada puente exactamente una vez.

F1GURA 6.1. Los puentes de Konigsberg en 1736

Modelemos este problema como si fuera un grafo. Representemos cada pedazo de
tierra como un vértice y cada puente como un arista que une dos vértices. Notemos que
este grafo es en realidad un multigrafo, pues contiene dos aristas distintas conectando
un mismo par de vértices. Sin embargo, esto podemos solucionarlo agregando un
vértice artificial en cada arista, obteniendo el grafo simple de la Figura 6.2.
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FIGURrA 6.2. Representacion en grafo de los puentes de Konigsberg

Por lo tanto, si deseamos buscar un camino que vuelva al punto de partida que
recorra cada uno de los puentes una sola vez, en nuestro grafo lo que deseamos en-
contrar es un ciclo que recorra cada una de las aristas del grafo exactamente una vez,
es decir, un ciclo Fuleriano.

Definicion 6.1. Dado un grafo GG, un ciclo Euleriano es un ciclo que visita cada una
de las aristas del grafo exactamente una vez.

Posiblemente usted ya ha intentado construir un ciclo con esta caracteristicas
en la Figura 6.1 y seguramente no ha podido encontrar una soluciéon. Esto se debe
a que tal ciclo no existe para este grafo. Efectivamente, podemos clasificar aquellos
grafos para los cuales existe un ciclo Euleriano y a estos grafos los llamaremos grafos
Eulerianos.

Fue Leonhard Fuler en 1736 quien logré resolver el problema de los puentes de
Konigsberg, obteniendo una caracterizacion de aquellos grafos que son Eulerianos (y
por esto, recibieron el nombre de grafos Eulerianos). Esta condicién es muy simple
de verificar y sélo requiere contar el nimero de aristas incidentes a cada vértice.

Teorema 6.2 (Euler, 1736). Un grafo conexo es Euleriano si y sdlo si cada vértice
tiene grado par.

Demostremos el teorema anterior. Una de las implicancias es sencilla: cada vez
que entro a un vértice por una arista, necesito otra para salir de ese vértice, por lo
que, si existe un ciclo Euleriano, entonces los vértices tienen que tener grado par.
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La demostracion de la otra implicancia se basa en el siguiente argumento algorit-
mico: supongamos que tenemos un ciclo, pero que no necesariamente visita todos los
arcos. Si uno “remueve” los arcos de este ciclo, quedan subgrafos conexos que también
poseen en cada vértice grado par, por lo que podemos construir nuevos ciclos en estos
subgrafos e “insertarlos” al ciclo anterior, obteniendo asi un ciclo mas largo. Repitien-
do este argumento podemos construir un ciclo que visite todas las aristas, es decir,
un ciclo Euleriano.

Ejercicio 6.1.

1. Escriba el algoritmo anterior como pseudo-codigo.
2. Formalice la demostracion anterior, usando argumentos de induccion.

FicUrA 6.3. Ejemplo de la construccién de un ciclo Euleriano

En el ejemplo de la Figura 6.3, podemos empezar con el ciclo purpura de largo
6, remover las aristas de este ciclo, buscar un nuevo ciclo (de color gris) e insertarlo
dentro del ciclo piurpura, obteniendo asi un ciclo Euleriano.

111



Notemos que el argumento anterior nos entrega ademés un algoritmo para cons-
truir un ciclo Euleriano en un grafo, conocido como el Algoritmo de Hierholzer[15].
Este algoritmo puede ser implementado de forma que visite cada arista a lo mas dos
veces, por lo que la complejidad de este algoritmo es O(m), donde m es la cantidad
de aristas del grafo.

Ejercicio 6.2. Pruebe usando el pseudo-cédigo, escrito en el ejercicio anterior, que
la complejidad del algoritmo es O(m).

6.2 Ciclos Hamiltonianos

En el mismo problema anterior, tal vez lo que deseamos no es recorrer todos los
puentes, sino que todas las “zonas” de Konigsberg. Es decir, en el grafo que modela
la ciudad deseamos encontrar un ciclo, pero esta vez le pediremos al ciclo que visite
todos los vértices del grafo, pasando sblo una vez por cada uno. A este tipo de ciclo
lo llamaremos ciclos Hamiltonianos.

El nombre de este tipo de ciclo viene de un famoso “juego” inventado por William
Hamilton en 1857 y comercializado en Europa bajo el nombre “The Icosian Game”. El
problema era encontrar en el grafo de la Figura 6.4, un ciclo Hamiltoniano, es decir,
un ciclo que visite cada uno de los vértices exactamente una vez.

F1GURrA 6.4. El grafo del “Icosian Game”

Definicién 6.3. Dado un grafo G, un ciclo Hamiltoniano es un ciclo que visita cada
uno de los vértices del grafo exactamente una vez.
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Notemos la similaridad entre la definicion de ciclos Eulerianos (ciclo que visita
todas las aristas exactamente una vez) y un ciclo Hamiltoniano (ciclo que visita todos
los vértices exactamente una vez). De la misma forma que antes, si para un grafo
existe un ciclo Hamiltoniano, diremos que es un grafo Hamiltoniano. Al contrario de
los grafos Eulerianos, el poder caracterizar si un grafo es Hamiltoniano o no es un
problema “dificil”.

Pero, ;qué significa que un problema sea dificil? Efectivamente, el intentar definir
esta nocion de “dificultad” ha originado una nueva area de la ciencia llamada “comple-
jidad computacional”; cuyos inicios se remontan a los anos 1950 y que ha dado origen
a algunos de los problemas abiertos mas famosos de la matemaética. Retomaremos este
tema en la siguiente seccion.

El ejemplo mas simple de un grafo Hamiltoniano es cuando el grafo es un ciclo,
pues él mismo es un ciclo que recorre todos los vértices. Por otro lado, si un grafo es
Hamiltoniano y le agrego una arista, el grafo resultante sigue siendo Hamiltoniano.
En particular, este argumento permite probar que los grafos completos son Hamilto-
nianos.

Proposicion 6.4. Si G = K, es el grafo completo de n vértices (conn > 2), entonces
G es Hamiltoniano.

Esto responde también a otra idea intuitiva: mientras mas aristas tiene un grafo
de n vértices, es méas posible que contenga un ciclo Hamiltoniano. Esta idea, permitio
a G.A. Dirac probar uno de los primeros resultados en grafos Hamiltonianos.

Teorema 6.5 (Dirac, 1952). Todo grafo con n vértices (n > 3) y grado minimo § > 5
es Hamiltoniano.

Demostracion. El primer paso es probar que el grafo G es conexo. Dejamos este
paso como un ejercicio para el lector.

Sea P =z ...xy el camino més largo G. Notemos que los vértices zy y zj tienen
a todos sus vecinos en P, pues si no, podriamos encontrar un camino mas largo que
P. Es decir, en P hay al menos 3 vecinos de zg y al menos 3 vecinos de x. Por
el principio del palomar, necesariamente hay un vértice x; vecino de xj y un vértice
Zi+1 vecino de zg, obteniendo el subgrafo de la Figura 6.5.

Notemos que podemos construir un ciclo C' que recorre todos los vértices de P:
C = 20Zij41%i41 - - - TET;Ti—1 - - . T1To. MAs atin, este ciclo es un ciclo Hamiltoniano de
G. Supongamos que esto no es cierto, es decir, que hay vértices del grafo G que no
estan en C. Como el grafo es conexo, alguno de estos vértices tiene que estar conectado
a algin vértice de C, pero esto es una contradiccion, pues significa que uniendo C' a
ese vértice, podemos construir un camino de largo k£ + 1, lo que no es posible, pues P
era el camino de mayor largo del grafo. O

La mejor caracterizaciéon que se conoce hasta hoy para grafos Hamiltonianos es
una extension del teorema anterior y fue descubierta por A. Bondy y V. Chvatal en
1972. Ella utiliza el concepto de la clausura de un grafo G, que se obtiene a partir G

agregando una arista entre aquellos pares de vértices (u, v) tales que 0(u) + §(v) > n.
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FIGURA 6.5. Demostracion del teorema de Dirac

Teorema 6.6 (Bondy-Chvatal, 1972). Un grafo es Hamiltoniano, si y sdlo si su grafo
clausura es Hamiltoniano

Notemos que el Teorema 6.5 estd contenido dentro de esta caracterizaciéon, pues
si el grado minimo de un grafo es mayor o igual que 7, entonces la clausura de este
grafo es el grafo completo, el cual es Hamiltoniano como probamos anteriormente.

Pero volvamos a nuestro problema inicial: el Teorema 6.6 entrega una caracteriza-
cion de Hamiltonianos basado en que su clausura sea también un grafo Hamiltoniano.
;Podemos caracterizar a un grafo Hamiltoniano directamente? o dicho de otra forma,
;podemos crear un algoritmo que encuentre un ciclo Hamiltoniano en un grafo?

En principio si podemos hacerlo, es cosa de probar con todos los ciclos posibles
sobre el grafo y verificar si ellos son Hamiltonianos. Esto, sin embargo, tiene compleji-
dad exponencial, pues para un grafo general hay una cantidad exponencial de posibles
ciclos. Esto lo hace imposible de llevar a la practica, por los argumentos del primer
capitulo de esta monografia.

Por lo tanto, la pregunta correcta es ;existe un algoritmo de orden polinomial
para encontrar un ciclo Hamiltoniano en un grafo?

Esta pregunta atn no tiene respuesta. No se sabe si existe o no un algoritmo con
tales caracteristicas y se cree que no es posible, pero esto no ha podido ser probado.
Notemos que si bien no podemos encontrar un algoritmo polinomial para encontrar
un ciclo Hamiltoniano, nosotros si podemos “verificar” si un ciclo es o no Hamiltoniano
en tiempo polinomial (basta con verificar si pasa por cada vértice exactamente una
vez).

6.3 Las clases P y NP

Para terminar esta monografia, estudiemos tal vez el problema mas importante de las
ciencias de la computacion: si P = N'P.

Supongamos que tenemos un problema de decision, cuya respuesta es “si” o “no”,
por ejemplo, si un grafo dado tiene un ciclo Euleriano.

La clase de todos aquellos problemas de decisiéon que podemos responder en tiem-
po polinomial, es lo que se conoce como P. Aquellos problemas que no sabemos
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responder en tiempo polinomial, pero que dada una solucién podemos verificarla en
tiempo polinomial, es lo que se conoce como NP.

Por ejemplo, decidir si un grafo es Euleriano, esta en P, pues basta con verificar
si el grado de cada vértice del grafo es par o no. Por otro lado, decidir si un grafo es
Hamiltoniano, est4 en NP, aun cuando no sabemos responder la pregunta, si alguien
nos entrega un ciclo del grafo, nosotros podemos verificar si este es Hamiltoniano o
no en tiempo polinomial.

Dada la definicién anterior, si un problema esta en P, entonces esta en NP, es
decir, P C N'P. La otra inclusién ha dado origen a uno de los problemas més famosos

de la matematica actual:

La pregunta P = NP es uno de los siete “problemas del milenio”, para los cuales
el Instituto de Matematicas Clay ha ofrecido 1 millon de dolares a aquel que pueda
probar que P = NP o P # N'P. En palabras, la pregunta es:

7

Si para un problema de decision (“si” o “no”) soy capaz de verificar
una respuesta rapidamente (en tiempo polinomial), jpuedo calcular
una respuesta rapidamente?

La mayoria de los matematicos cree que estas clases no son iguales, sin embar-
go, si usted encuentra un algoritmo polinomial que decida si existe o no un ciclo
Hamiltoniano en un grafo cualquiera, jjhabra probado que P = N'P!L.

Para terminar, presentamos una lista de algunos problemas de la teoria de grafos
que se encuentran en P y en NP relacionados con los temas vistos en esta monografia.

en P en N'P
Encontrar un ciclo Euleriano en G. Encontrar un ciclo Hamiltoniano en G.
Encontrar el subgrafo sin ciclos Encontrar el subgrafo completo
de mayor tamano en G. de mayor tamano en G.
Encontrar un arbol generador de G. Encontrar un érbol generador de G

de grado méaximo K.

Encontrar el camino mas corto Encontrar el camino mas largo
entre dos vértices. entre dos vértices.

Encontrar el flujo maximo de una red | Dado un costo por cada arco, encontrar
el flujo de costo minimo de una red.

TABLA 6.1. Algunos problemas en P y NP
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N

10.

11.
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Ejercicios
Calcule cuéantos ciclos Eulerianos tiene el grafo completo Kjy.
Sea el siguiente algoritmo para construir un ciclo Euleriano: partiendo de un
vértice vg, continuar por una arista incidente aiin no visitada y repita esto hasta
que no queden aristas incidentes sin visitar.

= Encuentre un grafo donde este algoritmo termine con un ciclo Euleriano.

= Encuentre un grafo donde este algoritmo no termine con un ciclo Euleriano.

= Pruebe que en un grafo Euleriano, este algoritmo partiendo de vy termina

con un ciclo Euleriano si y sélo si todo ciclo contiene a vyg.

El grafo linea de G es un grafo donde hay un vértice por cada arista de G y
una arista entre dos vértices, si y solo si las correspondientes aristas en G son
incidentes a un mismo vértice. Pruebe que, si G es Euleriano, entonces el grafo
linea de G es Euleriano y Hamiltoniano.
Pruebe que si G es Hamiltoniano, entonces el grafo linea de G es Hamiltoniano.
Dé un ejemplo de un grafo no-Hamiltoniano con 10 vértices tal que, para cada
par de vértices no adyacentes u y v, se tiene que §(u) + d(v) > 9.
Encuentre los valores de n para los que el grafo completo K, sea Euleriano.
Encuentre los valores de n para los que el grafo completo K,, sea Hamiltoniano.
Dibuje dos grafos de 10 vértices y 13 aristas: uno que sea Euleriano, pero no
Hamiltoniano, y el otro que sea Hamiltoniano, pero no Euleriano.
En el juego Domino, dos fichas pueden ir adyacentes por lados que tengan el
mismo nimero. jEs posible ordenar todos los dominés en un circulo, respetando
la regla anterior? Modele este problema, usando un grafo donde los vértices son
las nimeros y las aristas son los dominés. ;Qué tipo de ciclo estamos buscando?
;se puede modelar como un ciclo Hamiltoniano sobre otro grafo similar?
Javiera va a invitar a comer a seis amigos: Alvaro, Bernardo, Claudio, Eduardo,
Eric y Marcos. Javiera tiene buenas relaciones con todos ellos, sin embargo:

s Claudio estuvo de cumpleanos y Eric no lo saludoé.

= Alvaro es hincha de Colo Colo, Eduardo de la U. de Chile y Claudio de

Everton, por lo que siempre que estan juntos empiezan a discutir.

= Marcos le debe dinero a Bernardo.

= Eric le ray6 el auto a Alvaro y no le ha dicho atn.

= Bernardo acaba de imitar a Eric, lo que lo enojé muchisimo.

= Marcos y Alvaro tienen diferencias politicas irreconciliables.
A pesar de todo esto, Javiera quiere sentar a sus amigos alrededor de una mesa
redonda, cuidando de que cada invitado quede al lado de alguien con quien tenga
buenas relaciones. jEs esto posible?
En un paseo de curso a un parque nacional, Verénica y Carmen desean recorrer
los lugares de interés del parque, usando los senderos mostrados en la siguiente
figura:
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Carmen es una turista practica, por lo que desea recorrer todos los lugares de
interés, sin repetir ninguno o volver a su lugar inicial. Verénica por el contrario es
aventurera y le gustaria recorrer todos los senderos del bosque exactamente una
vez, sin importar si pasa dos veces por un mismo lugar de interés.

= ; Es posible encontrar una ruta para Verénica? Si es posible, encuéntrela.
= ;Es posible encontrar una ruta para Carmen? Si es posible, encuéntrela.
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