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RENATO LEWIN

Presentacién de la Coleccion

La coleccién de monografias que presentamos es el resultado del generoso esfuerzo de
los autores, quienes han dedicado su tiempo y conocimiento a la tarea de escribir un
texto de matematica. Pero este esfuerzo y generosidad no se encuentra plenamente
representado en esta labor, sino que también en la enorme capacidad de aprendizaje
que debieron mostrar, para entender y comprender las motivaciones y necesidades de
los lectores: Futuros profesores de matematica.

Los autores, encantados una y otra vez por la matemaética, sus abstracciones y
aplicaciones, enfrentaron la tarea de buscar la mejor manera de traspasar ese encanto
a un futuro profesor de matematica. Este también se encanta y vibra con la matemati-
ca, pero ademas se apasiona con la posibilidad de explicarla, ensenarla y entregarla
a los jovenes estudiantes secundarios. Si la tarea parecia facil en un comienzo, esta
segunda dimensién puso al autor, matemético de profesién, un tremendo desafio. Tu-
vo que salir de su oficina a escuchar a los estudiantes de pedagogia, a los profesores,
a los formadores de profesores y a sus pares. Tuvo que recibir criticas, someterse a
la opinién de otros y reescribir una y otra vez su texto. Capitulos enteros resulta-
ban inadecuados, el orden de los contenidos y de los ejemplos era inapropiado, se
hacia necesario escribir una nueva versién y otra mas. Conversaron con otros autores,
escucharon sus opiniones, sostuvieron reuniones con los editores. Escuchar a los es-
tudiantes de pedagogia significd, en muchos casos, realizar eventos de acercamiento,
desarrollar cursos en base a la monografia, o formar parte de cursos ya establecidos.
Es asi que estas monografias recogen la experiencia de los autores y del equipo del
proyecto, y también de formadores de profesores y estudiantes de pedagogia. Ellas
son el fruto de un esfuerzo consciente y deliberado de acercamiento, de apertura de
caminos, de despliegue de puentes entre mundos, muchas veces, separados por falta
de comunicacién y cuya union es vital para el progreso de nuestra educacion.

La coleccién de monografias que presentamos comprende una porciéon importante
de los temas que usualmente encontramos en los curriculos de formacién de profeso-
res de matematica de ensenanza media, pero en ningin caso pretende ser exhaustiva.
Del mismo modo, se incorporan temas que sugieren nuevas formas de abordar los
contenidos, con énfasis en una matematica mas pertinente para el futuro profesor, la
que difiere en su enfoque de la matematica para un ingeniero o para un licenciado en
matematica, por ejemplo. El formato de monografia, que aborda temas especiificos



con extensién moderada, les da flexibilidad para que sean usadas de muy diversas
maneras, ya sea como texto de un curso, material complementario, documento bésico
de un seminario, tema de memoria y también como lectura personal. Su utilidad cier-
tamente va mas alla de las aulas universitarias, pues esta coleccién puede convertirse
en la base de una biblioteca personal del futuro profesor o profesora, puede ser usa-
da como material de consulta por profesores en ejercicio y como texto en cursos de
especializacién y post-titulos. Esta coleccion de monografias puede ser usada en con-
cepciones curriculares muy distintas. Es, en suma, una herramienta nueva y valiosa,
que a partir de ahora estara a disposicién de estudiantes de pedagogia en matematica,
formadores de profesores y profesores en ejercicio.

El momento en que esta coleccién de monografias fue concebida, hace cuatro anos,
no es casual. Nuestro interés por la creaciéon de herramientas que contribuyan a la
formacion de profesores de matemaética coincide con un acercamiento entre matemati-
cos y formadores de profesores que ha estado ocurriendo en Chile y en otros lugares
del mundo. Nuestra motivacién nace a partir de una creciente preocupacién en todos
los niveles de la sociedad, que ha ido abriendo paso a una demanda social y a un in-
terés nacional por la calidad de la educacion, expresada de muy diversas formas. Esta
preocupacion y nuestro interés encontré eco inmediato en un grupo de matematicos,
inicialmente de la Universidad de Chile, pero que muy rapidamente fue involucrando
a matemdticos de la Pontificia Universidad Catdlica de Chile, de la Universidad de
Concepcion, de la Universidad Andrés Bello, de la Universidad Federico Santa Maria,
de la Universidad Adolfo Ibanez, de la Universidad de La Serena y también de la
Universidad de la Reptblica de Uruguay y de la Universidad de Colorado de Estados
Unidos.

La matematica ha adquirido un rol central en la sociedad actual, siendo un pilar
fundamental que sustenta el desarrollo en sus diversas expresiones. Constituye el ci-
miento creciente de todas las disciplinas cientificas, de sus aplicaciones en la tecnologia
y es clave en las habilidades basicas para la vida. Es asi que la matemética actual-
mente se encuentra en el corazén del curriculo escolar en el mundo y en particular
en Chile. No es posible que un pais que pretenda lograr un desarrollo que involucre
a toda la sociedad, descuide el cultivo de la matemdtica o la formacién de quienes
tienen la misién de traspasar de generacion en generacién los conocimientos que la
sociedad ha acumulado a lo largo de su historia.
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Nuestro pais vive cambios importantes en educacién. Se ha llegado a la convic-
cién que la formacién de profesores es la base que nos permitird generar los cambios
cualitativos en calidad que nuestra sociedad ha impuesto. Conscientes de que la tarea
formativa de los profesores de matematica y de las futuras generaciones de jévenes
es extremadamente compleja, debido a que confluyen un sinntimero de factores y dis-
ciplinas, a través de esta colecciéon de monografias, sus editores, autores y todos los
que han participado del proyecto en cada una de sus etapas, contribuyen a esta tarea,
poniendo a disposicién una herramienta adicional que ahora debe tomar vida propia
en los formadores, estudiantes, futuros profesores y jovenes de nuestro pais.

Patricio Felmer y Salomé Martinez
Editores
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RENATO LEWIN

Prefacio

Al revisar la historia de la matematica nos damos cuenta que la introduccién de le-
tras, a partir del siglo XV, para representar niimeros y magnitudes arbitrarios y de
simbolos para las operaciones o manipulaciones de los mismos, fue el paso decisivo
para el desarrollo de la matematica moderna. La geometria analitica y el calculo son
impensables sin estas herramientas que hoy llamamos algebra.

Por otra parte, en nuestra vida diaria tampoco parece posible resolver sencillos
problemas de dinero u otros calculos préacticos sin contar con una manera expedita
de plantear y resolver ciertas ecuaciones. Sin embargo, todos tenemos la experiencia
de que el dlgebra es considerada un tema abstruso y dificil. Uno de los factores que
incide en esta apreciacion es que el algebra elemental es ensenniada como un tema inde-
pendiente y no como lo que es en su origen, una herramienta para resolver problemas
que provienen de distintas areas de la matematica, la aritmética, la geometria, el
analisis, etc., e incluso problemas que tienen su origen en otras ciencias: la fisica, la
quimica, la ingenieria, en donde se aplica la matematica. Si el algebra se ensena como
un problema en si mismo, para la inmensa mayoria de las personas aparece como un
malabarismo incomprensible de simbolos.

Naturalmente en una segunda fase de su aprendizaje el algebra si tiene un conte-
nido propio que debe ser aprendido por quienes quieren profundizar en la matematica.
En particular, los profesores de matematica, ya sea de ensenanza secundaria o pri-
maria con especializaciéon, deben conocer el entramado més sutil de las estructuras
algebraicas que se repiten una y otra vez en diversos dmbitos de la disciplina. Hay
aqui un segundo error en la ensenanza del dlgebra, esta vez en la universidad. Lo
habitual es que los futuros profesores tengan un curso de algebra abstracta en el que
estudian estructuras algebraicas, como grupos, anillos y cuerpos, sin establecer las
conexiones entre estos conceptos y la matematica elemental que los futuros profesores
deberdn ensenar. Es frecuente que los estudiantes de pedagogia consideren que los
cursos de introduccién al dlgebra y de algebra abstracta tienen un mero alcance de
nombres, porque, aparentemente, nada tienen en comun.

Este libro trata sobre este segundo nivel en el aprendizaje del dlgebra, a sa-
ber, el estudio (de algunas) de las estructuras algebraicas que se presentan en la
practica matematica. Ha sido escrito especialmente para alumnos de educacién en
sus distintos niveles e intenta establecer ese puente entre la matematica elemental
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y las abstracciones y generalizaciones que estan detras de ella. Es por eso que tiene
ciertas caracteristicas que, si bien no son originales, lo hacen diferente de otros textos.

La primera caracteristica es el orden de los temas. La mayoria de los libros de
algebra sigue la secuencia grupos, anillos, cuerpos. Hemos comenzado por los anillos
por varios motivos. El principal es que estos son la generalizacién de temas con los
que los alumnos estdn familiarizados: la aritmética de los ntmeros, el algebra de los
polinomios, algunos incluso conocen la operatoria de las matrices (aunque este libro
pone escaso énfasis en ellas). Los anillos, a diferencia de lo que parecen indicar los
textos mas estandar, no son una extensién de los grupos abelianos agregando otra
operacion, esto es sélo una consecuencia de las propiedades de los anillos. Los grupos,
en cambio, tienen su origen en el dlgebra de las transformaciones o funciones y son
por lo tanto objetos mucho maés sofisticados conceptualmente, a los que los alumnos
han tenido escaso acceso previo. Si este texto tratara el tema de los cuerpos, proba-
blemente éste iria entre los anillos y los grupos, porque algebraicamente los cuerpos
si son una extension de los anillos.

La segunda caracteristica de este libro es que cada una de las dos estructuras
estudiadas es introducida por uno o dos capitulos en los que se presenta en detalle
algunos ejemplos paradigmaticos de ellas. Estos capitulos, ademas de motivar la gene-
ralizacién, tienen interés en si mismos, porque son contenidos que todos los profesores
deben manejar.

En el caso de los anillos, se comienza con un capitulo de introduccién a la Teoria
de Numeros. En él se revisan los principales conceptos de los ntimeros enteros y se
introducen las clases residuales, importante ejemplo, ya que se presenta, probable-
mente por primera vez para el alumno, una estructura finita que comparte muchas
propiedades con los niimeros enteros. También se plantea el problema de las ecuacio-
nes diofanticas lineales. El segundo capitulo trata sobre los polinomios, especialmente
sobre los racionales, enfatizando el paralelo entre el dlgebra de los polinomios y la
aritmética, mostrando como ambos campos comparten conceptos y propiedades. Con
estos ejemplos estamos en condiciones, en el tercer capitulo, de desarrollar los prime-
ros pasos de la teoria de anillos. El concepto méas complejo tratado en este tema es
el de anillos cuociente por un ideal maximal, con el que podemos construir raices de
polinomios irreducibles.

El cuarto capitulo, sin introducir el concepto de grupo, desarrolla algunos ejemplos
de los que el alumno tiene nociones informales en cursos previos de dlgebra elemental
o de geometria: permutaciones, isometrias y simetrias. La idea detras de este capitulo
es que estos conocimientos previos sirvan de motivacién para introducir, en el siguien-
te, el concepto de grupo. Es importante también presentar el nexo entre el dlgebra y
la geometria, a menudo concebidos en la ensenianza escolar como temas sin conexién.
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El ultimo capitulo desarrolla los elementos de la teoria de grupos. El resultado mas
avanzado incluido en este texto es el teorema de Sylow, como un reciproco parcial
del teorema de Lagrange, pero sin entrar en las aplicaciones més profundas de este
teorema.

Una tercera caracteristica de este libro es que contiene demostraciones detalladas
del 90 % de las proposiciones, exceptuando sélo las pruebas que simplemente repiten
una anterior muy similar. En esta etapa de sus estudios el alumno debe desarrollar
habilidades que le permitan deducir por si mismo los teoremas, para ello necesita de
una guia y modelo. Creemos que este texto ayuda a lograrlo dando ademas explica-
ciones del argumento 16gico empleado, al menos, la primera vez que éste se usa. Asi,
se indica cuando se ha hecho una demostracién por contradiccién, por casos, usando
el contrapositivo, etc.

Versiones previas de este libro han sido usadas por varios profesores de la Facultad
de Matematicas de la Pontificia Universidad Catolica de Chile, como notas de clase
para un curso que fue dictado regularmente durante algunos anos para alumnos de
Licenciatura en Matematica con interés en una carrera en pedagogia. El autor agra-
dece a todos ellos sus aportes. Asi mismo durante el proceso de preparacién de esta
version, he recibido valiosos comentarios de Roberto Aravire, Ivdn Correa y Avelino
Suazo, asi como también de varios lectores andénimos, profesores y alumnos de Li-
cenciatura y de Pedagogia en Matematica, quienes hicieron numerosas correcciones y
otras mejoras al manuscrito original; para ellos también va mi agradecimiento. Quiero
también agradecer a Patricio Felmer y Salomé Martinez, primero por haberme invi-
tado a participar en esta apasionante empresa, enseguida por su cuidadoso trabajo
editorial, el que incluy6 una minuciosa lectura del primer manuscrito. Por dltimo, es
necesario destacar la labor infatigable y de permanente apoyo de Salomé, verdadero
motor del proyecto. Su contribucién en todos los aspectos, desde los académicos a los
administrativos, (jincluyendo las necesarias presiones por la fecha de entregal!), fue sin
duda decisiva para la publicacion de este libro.
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Capitulo 1: Introduccién a la Teoria de Niimeros

La Teoria de Numeros, al menos originalmente, es la rama de la matemética que

estudia las propiedades de los nimeros naturales 1,2,3,.... A poco andar uno des-
cubre que este estudio no se confina a dicho conjunto de ndmeros, ni siquiera al
conjunto de los niimeros enteros ...,—3,—2,—1,0,1,2,..., sino que muchas veces se

debe recurrir a otros conjuntos de niimeros: algebraicos, reales, complejos, etc., para
resolver asuntos relacionados con los nimeros naturales (y viceversa).

Algunos problemas clasicos de la Teorfa de Numeros como el llamado tltimo
teorema de Fermat o el de la distribuciéon de los ntimeros primos, han dado origen a
areas completas de la matematica. Por ejemplo, al primero de éstos se debe gran parte
del desarrollo de los cuerpos ciclotémicos, al segundo todo el progreso de la funcién
zeta de Riemann. Es asi que en la Teoria de Nuimeros moderna se emplean sofisticadas
técnicas de andlisis matematico y de teoria de probabilidades. Estudiaremos aqui tan
solo los rudimentos de esta disciplina y haremos algunos alcances acerca de su relacion
con la llamada algebra abstracta.

1.1 Los Numeros Naturales y los Numeros Enteros

Comenzaremos nuestro estudio suponiendo que el lector estd familiarizado con los
conjuntos

Z={.,-3-2-1,012,..} v N={1,2,3,...},

de los ndmeros enteros y de los niimeros naturales (o enteros positivos), respectiva-
mente. En particular supondremos conocimiento de las operaciones de suma y multi-
plicacién, asi como de la estructura de orden sobre estos conjuntos, por lo tanto, no
daremos una definicién axiomética de ellas.

La tnica propiedad de los niimeros naturales que agregaremos es el siguiente
axioma:

Principio de Buen Orden. Todo conjunto no vacio de nimeros naturales tiene un
menor elemento.

Decimos que N es un conjunto Bien Ordenado. Intuitivamente, este sencillo prin-
cipio nos dice que si existe un nimero natural que tiene alguna propiedad, entonces
podemos encontrar el niimero natural mas pequeno que cumpla con esa propiedad.

Ejemplo 1.1. Demuestre que no existe ningin nimero natural entre n y n + 1.
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Demostracion. Lo demostraremos por contradiccién. Para ello supongamos que exis-
te un nimero natural z tal que n < x < n+ 1. Esto equivale a decir que el conjunto
P={zeN:n<z<n+1} no es vacio y, por el Principio de Buen Orden, tiene
un menor elemento al que llamaremos m.

Ahora consideramos el nimero m — n. Primero observamos que 0 <m —n < 1
y por lo tanto 0 < (m —n)? <m —n < 1. Pero entonces sumando n, tenemos

n<n+(m-n2<m<n+l1,

es decir, el ntimero natural n+(m—n)? es un entero entre n y n+1 que es mas chico
que m. Pero m era el mas pequeno tal nimero, hay una contradiccién que proviene
de suponer que el teorema es falso. O

Hemos usado una de las reglas l6gicas mads comunes, la demostracion
por contradiccion. Si queremos demostrar una afirmacion suponemos
que ella es falsa (en nuestro caso, supusimos que existe un nimero natu-
ral entre n y n+1), luego argumentamos hasta llegar a una proposicion
que sabemos es falsa, por ejemplo que 0 = 1, o bien que niega alguna
de las hipdtesis (encontramos un nimero mds pequenio que el que por
definicion es el mds pequeno). Esto es lo que llamamos contradiccion.
Como esto no es posible nuestra suposicion de que la afirmacion es falsa
debe desecharse porque produce una situacion imposible. Por lo tanto la
afirmacion es verdadera y el teorema queda demostrado.

Cabe hacer notar que este menor elemento de un conjunto no vacio A, cuya
existencia garantiza el Principio, es dnico ya que si hubiera dos, digamos a y b,
entonces a < b, ya que a es el menor elemento de A y b € A. Similarmente, b < a,
por lo tanto a = b. Tampoco estd de més recalcar que el menor elemento de A
pertenece a A. (Esto contrasta con el concepto de infimo de un conjunto, que puede
no pertenecer a él.)

Observe que Z no verifica el Principio de Buen Orden: Z mismo (o los enteros
menores que 8, o los enteros negativos, etc.) es un subconjunto no vacio de Z que
no tiene un menor elemento. La propiedad de ser un conjunto bien ordenado no es
exclusiva de los conjuntos de nimeros enteros positivos. Dado cualquier conjunto
linealmente ordenado uno puede preguntarse si es bien ordenado o no. Ver ejercicios.

La segunda propiedad importante de los niimeros naturales es:

Teorema 1.2. Principio de Induccién.
Sea P un conjunto de nimeros naturales tal que:
1. 1eP.
2. Si k € P, entonces k+ 1€ P.
Entonces P =N.

Demostracion. Sea P un conjunto de nimeros naturales que verifica las dos hipéte-
sis del Principio de Induccién. Sea A el conjunto de los nimeros naturales que no
pertenecen a P. (Nos basta pues demostrar que A es vacio). Supongamos que A no es
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vacio. En virtud del Principio de Buen Orden, A tiene un menor elemento a. Es claro
que a no puede ser 1 ya que por hipétesis, 1 € P. Luego a tiene un predecesor,
a — 1, que es un entero positivo que pertenece a P porque a es el mas pequeno que
no pertenece a P. Pero entonces, por la segunda parte de la hipdtesis de induccidn,
a=(a—1)+1€ P, lo que es una contradiccién porque a € A. Esta contradiccién
proviene de suponer que A es no vacio. Luego todos los enteros positivos pertenecen
a P. (]

Intuitivamente, el Principio de Induccién corresponde al “Principio de Dominé”:
si cae el primero, éste bota al que le sigue y éste bota al siguiente y el siguiente al de
mas alla..., por lo tanto caen todos.

Supondremos que el lector estd familiarizado con este principio y sus aplicaciones.
Aunque no lo usaremos mayormente en este texto, es conveniente saber que ambos
principios, el de Induccién y el de Buen Orden, son equivalentes, de modo que podemos
agregar cualquiera de los dos como axioma y tendremos los mismos resultados.

Teorema 1.3. El Principio de Induccion implica el Principio de Buen Orden.

Demostracién. Supongamos que existe un conjunto A de naturales que no tiene
menor elemento. Demostraremos que A debe ser vacio. Para ello aplicamos induccién
al conjunto P={n : 1¢ A,2¢ A ... . n¢ A}.

Veamos que 1 € P. Supongamos que ocurre lo contrario, o sea, 1 € A. Entonces

obviamente 1 serfa el menor elemento de A, cosa que no existe. Por lo tanto 1 ¢ A
lo que equivale a 1 € P.

Supongamos ahora que n € P,esdecir, 1 ¢ A,2¢ A,... n¢ A. Si n+1€ A,
n+1 seria el menor elemento de A, nuevamente obtenemos una contradiccién. Luego
también se cumple n+ 1 ¢ A y entonces por definicién, n+ 1 € P.

Hemos probado entonces que se cumplen ambas hipotesis del Principio de In-
duccién, luego podemos concluir que P = N, y por lo tanto A = @), que es lo que
queriamos demostrar. O

1.1.1 Ejercicios

1. Sea R™ el conjunto de los nimeros reales positivos ordenados en la forma habitual,
jes este un buen orden?

2. Sea A = {n?:n € Z}, con el orden natural, jes este un buen orden?

3. Demuestre que no puede existir enteros ny > ng > -+ > ng > --- > 0, para cada
k natural. Un conjunto como el anterior suele llamarse cadena descendente infinita
de enteros positivos.
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Una interesante aplicacién de este teorema es la siguiente: Demostrar que v/2 no
es racional.

Demostracién. Supongamos que si lo es, es decir, v/2 = % con py y g1 enteros

positivos. Como 1 < v/2 tenemos ademds que p; > qi.
Observamos ahora que
1L V241

V2—-1 1

Reemplazamos la primera v/2 y despejamos la segunda. Queda

1
o 1—1:¢i
q1
0 sea,
20 —
V2 = q1 — D1 .
P1—q1
Vemos que v/2 = 5—; y que p; > po. Podemos repetir el argumento una y otra vez
encontrandoﬂ:%:%:%:%:'u,conm >py>p3>pyg>--->0 1o
que como hemos visto es imposible, por lo tanto v/2 no es racional. O

4. Modifique la demostracién del ejercicio anterior para demostrar que v/3 no es ra-
cional.

5. A partir del problema anterior, defina el Principio de Descenso Infinito como sigue:
“Si suponemos que cada vez que un numero verifica una cierta propiedad entonces
existe otro numero estrictamente menor que también la verifica, entonces mingun
numero natural puede verificar esa propiedad.”

Demuestre que este principio es equivalente con el principio del buen orden.
El primer registro del uso de este principio se encuentra en la correspondencia
matemadtica de Pierre de Fermat (1601-1665).

1.1.2 Divisibilidad

Definicién 1.4. Sean a y b dos enteros con a # 0. Decimos que a divide a b si
existe un entero n tal que na = b. También decimos que b es un multiplo de a.
Denotamos este hecho por a | b. Si @ no divide a b escribiremos a { b.

Teorema 1.5. Sia, b y ¢ son enteros, entonces:

1. Sia|b yb|ec, entonces alec.

.Sialbyalec, entonces a|mb+ nec, para cualquier par de enteros m,mn.
. Sialbyb#0, entonces 0 < |al < |b].

.St albybla, entonces a = =£b.

=0 N

Demostracion.
1. b=ma y c=nb, luego ¢ = n(ma) = (nm)a, es decir alc.
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2. b=pa y ¢ = qa, luego mb+ nc = m(pa) + m(qa) = (mp + nq)a, es decir
almb + nc.

3. b=ma # 0, luego a # 0 y m # 0. Por lo tanto, |a| > 1, |m| > 1y
|b] = [ma| = [m|la| > 1]a| = |a| =1 > 0.

4. Como a | b, por 3, 0 < |a| < |b|. Andlogamente, 0 < |b| < |a|. Luego |a| = |b|
y por lo tanto a = +b. O

El siguiente teorema es el méas importante sobre divisibilidad. Préstese especial
atencion a su demostracién porque es interesante en si misma como método de de-
mostracion.

Teorema 1.6. El Algoritmo de la Division.
Sean a y b dos enteros, b > 0. Entonces existen dos enteros q y r tales que a = bq+r
y 0 <r <b. Los enteros q y r son unicos.

Demostracion. Si a es un multiplo de b, a = bg+ 0 y el teorema se cumple. Observe
que en este caso r = 0. Podemos entonces suponer que a no es un muiltiplo de b.
Consideremos el conjunto

A={a—-bn:ne€Zya—bn>0}

Como a > —|a| > —|alb, tenemos a + |alb > 0, luego a — (—|a|)b > 0, o sea, A es
un conjunto no vacio de enteros positivos. Observe que 0 ¢ A ya que a no es un
miltiplo de b.

Por el principio de Buen Orden, A debe tener un menor elemento. Llamémoslo
r. Como r € A debe existir un entero ¢ tal que r =a — bq, i.e., a =bg+r.

Supongamos que r > b. Entonces r —b=a—bg—b=a—b(qg+ 1) > 0, luego
r—b¢€ A pero 0 < r—b < r, contradiciendo la minimalidad de r. Por lo tanto
0 <r < b. (Como vimos arriba, 7 =0 si y s6lo si a es un multiplo de b).

Finalmente, para probar la unicidad de g y 7, supongamos que ¢ y r’ son
nimeros tales que a = b¢’ + 1 y 0 < v’ < b. Entonces bqg +r = b¢' + 1, luego
blg—¢)=1r"—r, osea, b| (r' —r). Si r # 1/, por Teorema 1.5,3, |r' —r| > |b] =
b > 0. Pero esto es imposible ya que —b < 1/ —r < b. Luego r = r’. Pero entonces
b(g—q') =0 y como b#0, tenemos q=¢'.

O

La demostracion anterior ilustra como se demuestra que un objeto que
tiene alguna propiedad es unico. Suponemos que hay otro con la mis-
mas caracteristicas (en este caso, hay dos restos y dos cuocientes) y
demostramos usando nuestra teoria que deben ser iguales.

Ejemplos 1.7.

1. Demuestre que si a y b son nimeros impares entonces a® + b? es par pero no es
divisible por 4.
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Como a es impar, a = 2k + 1 para cierto k, e igualmente b = 2j + 1, por lo tanto
a?+b% = (2k+1)2+ (25 +1)% = 4k2 + 4k +1+452 +4j +1 = 4(k2 + 2+ k+j) +2
es par, pero al dividirse por 4 deja resto 2, luego a? + b% no es divisible por 4.

2. Dado cualquier entero n, n® — n es divisible por 6.

Observemos que N = n3—n = (n—1) n (n+1), es decir, el producto de tres niimeros
consecutivos. Resolveremos este problema haciendo un uso tipico del teorema de
la divisién (hay otras soluciones més elegantes). Por el axioma de la divisién, n
debe ser de la forma n = 6k + r con r € {0,1,2,3,4,5}. Es cosa de analizar los
seis casos:

Si n = 6k, entonces N = (6k — 1)6k(6k + 1) es obviamente multiplo de 6.

Si n =6k + 1, entonces N = 6k(6k + 1)(6k + 2) es también obviamente multiplo
de 6.

Si n = 6k + 2, entonces N = (6k + 1)(6k + 2)(6k + 3) = 6(6k +1)(3k + 1)(2k + 1)
es multiplo de 6.

Si n = 6k + 3, entonces N = (6k + 2)(6k + 3)(6k +4) = 6(3k + 1)(2k + 1)(6k +4)
es multiplo de 6.

Si n = 6k +4, entonces N = (6k + 3)(6k +4)(6k +5) = 6(2k + 1)(2k +2)(6k +5)
es multiplo de 6.

Si n =6k + 5, entonces N = (6k + 4)(6k + 5)(6k + 6) = 6(6k + 4)(6k +5)(k+ 1)
es multiplo de 6.

La situacion que se presenta aqui es habitual. Tenemos varios casos
(aqui son seis, pero podrian presentarse mds). Enseguida para cada uno
de ellos probamos que se cumple una cierta afirmacion (aqui es que N
es divisible por 6). Entonces la afirmacidon debe ser cierta porque se
cumple en todos los casos posibles.

Definicién 1.8.

1. Un entero positivo p # 1 se dice primo si sus unicos divisores son £1 y +p.

2. Sean a, b dos enteros no ambos nulos. El mayor entero que divide tanto a
a como a b se llama el mdzrimo comun divisor de a y b. El maximo comun
divisor de a y b se denota (a,b) (o bien MCD{a, b}).

Similarmente definimos (a1, as,...,a,), el mdximo comun divisor de

ai,as, . ..,a,, como el mayor entero que divide a todos esos nimeros.

3. Dos enteros se dicen primos relativos si su maximo comun divisor es 1.

A priori no es obvio que el médximo comun divisor de dos nimeros deba existir,
sin embargo, esto es consecuencia inmediata del préximo teorema.

Teorema 1.9. Dados dos enteros a y b no ambos nulos, su mdximo comun divisor
(a,b) es el menor entero positivo que se puede escribir como suma de multiplos de a

y de b.
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Demostracién. Supongamos sin pérdida de generalidad que a # 0 y consideremos
el conjunto:
A={ma+nb:m,n€Z y ma+nb> 0}

A no es vacio ya que 0 < |a] = £1a + 0b € A. Por el Principio de Buen Orden, A
tiene un menor elemento, al que llamaremos d. Observe que d > 0. Como d € A,
existen enteros m, n tales que d = ma-+nb. Debemos verificar que éste es el maximo
comun divisor de a y b.

Por el algoritmo de la divisiéon, a = qd +r , con 0 < r < d. Entonces,

r=a—qd=a—qg(ma+nb) =(1—-mq)a— ngb.

Si r > 0, entonces r € A, pero r < d, lo que contradice la minimalidad de d. Por lo
tanto r =0y d| a.

Anglogamente podemos demostrar que d | b, por lo tanto d es un divisor comun
de a y de b.

Para verificar que d es el mayor divisor comin, sea s > 1 otro divisor comun.

Por el Teorema 1.5,2, s | ma + nb, para cualquier m,n € Z, en particular, s | d,
luego por 1.5,3, 0 < s < d. (]

El siguiente corolario se prueba usando induccién.

Corolario 1.10. FEl mdximo comun divisor de ai,as,...,a, es el menor entero
positivo que puede escribirse como suma de multiplos de los nimeros ai,as, ..., ay,.

Observacion 1.1.

1. a y b son primos relativos si y sélo si existen m,n € Z tales que 1 = ma + nb.

2. Si s|ay, s|ag, ..., s|an, entonces s | (a,as,...,an).
Corolario 1.11. Siay,aq,...,a, son enteros, entonces
(a1,az2,...,a,) = ((a1,a2,...,4n-1),Cp).
Demostracién. Sea d = (a1,as,...,a,). Por definicién d | a1, d | ag,...,d | an,
luego d | (a1,as9,...,an—1) y también d | a,, por lo tanto d | ((a1,as9,...,an-1),an).
A la inversa, ((a1,as9,...,an-1),a,) es divisor comun de (ai,as,...,a,-1) y de an,
luego ((a1,as,...,an—1),a,) | d. Como ambos son positivos, por 1.5,4, son iguales. O

Corolario 1.12. Si d = (a,b), entonces (%,%) =1. (i.e. & y & son primos relativos.

[Observe que § y g son enteros!).

El siguiente es un importante teorema, a veces conocido como Lema de Euclides.
Responde parcialmente la pregunta: Si un nimero divide a un producto, ;debe dividir
a alguno de sus factores? En general no, por ejemplo, 6 | 12 = 3-4, sin embargo, 61 3

y 614.
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Teorema 1.13. Si p es un ndmero primo y p | be, entonces p|b 6 p|ec.
Esto se puede generalizar facilmente por induccién a:

Corolario 1.14. Si p es un nimero primo y p | ajas---ay,, entonces p | ay , para
algun k <n.

El Teorema 1.13 es un caso particular del préximo teorema que responde la pre-
gunta anterior en forma més general.

Teorema 1.15. Si (a,b) =1 y a|bc, entonces a | c.

Demostracién. Si a | be, entonces be = ak para algin k, y como 1 = ma + nb,
multiplicando ambos miembros por c,

¢ = mac + nbc = mac + nak = a(me + nk).
|

El siguiente ejemplo es un pequeno lema que usaremos en la préxima seccién.
Tlustra cémo se usa la descomposicién del maximo comun divisor de dos nimeros
como combinacién de ellos.

Ejemplo 1.16. Si a=0bg+r y b# 0, entonces (a,b) = (b, 7).

Demostracion. (a,b) = ma+nb = m(bg+r)+nb= (mg+n)b+mr, es decir, (a,b)
es una suma de miltiplos de b y de r, luego por el teorema 1.9, (a,b) < (b, 7).
De una manera similar demostramos que (b,r) < (a,b). O

1.1.3 El Algoritmo de Euclides

Existe un método para calcular el maximo comun divisor de dos ntimeros, tal método
se denomina el Algoritmo de Euclides. Aparece por primera vez en el Libro VII de los
Elementos de Euclides, pero los historiadores creen que el algoritmo y algunas de sus
consecuencias era conocido antes de eso.

Sean a y b dos ntmeros no ambos nulos, digamos, b > 0. Entonces, por el
algoritmo de la division, existen g y r tales que a =bg+r, con 0 <71 <b.

Sir =0, entonces b | a, (a,b) = b y hemos terminado.

Si r > 0, entonces existen ¢q; y r, tales que b =1rq; + 71, con 0 <71y <.

Siry =0, entonces (b,r) = r y por el lema que demostramos en el ejemplo 1.16,
(a,b) = r y nuevamente hemos terminado.

Si r; > 0, entonces existen gz y 72 tales que r=r1go+1r2 y 0 <19 <771

Este proceso se puede continuar indefinidamente de tal manera que en cada paso,
si obtenemos un resto cero, nos detenemos y si no, aplicamos el algoritmo de la divisién
una vez mas. Es importante notar que en cada aplicacién del algoritmo de la divisién,
el resto obtenido es estrictamente menor que el de la aplicacion precedente. Vale decir,
tenemos r >ry >r9 > - >, >0 > 0.
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Pero tiene que existir un n tal que r, = 0, ya que si no, habria una cadena
descendente infinita de numeros naturales, lo que contradice el Principio de Buen
Orden (ver Ejercicios). Pero si r,, =0, 7,—1 | rn—2 en cuyo caso (Tp—2,7n—1) = 'n—1
y aplicando el Ejemplo 1.16 varias veces,

(a,b) = (ryr1) = (r1,r2) =+ = (rp—2,Tn—1) = Tn—1.

Vale decir, el maximo comun divisor de a y de b es el resto inmediatamente
anterior al resto que se anula.
Destaquemos que el algoritmo de Euclides funciona por tres principios:
1. Si b | a, entonces (a,b) = b.
2. Sia=bg+r y b#0, entonces (a,b) = (b,r). (Ejemplo 1.16).
3. No existen cadenas descendentes infinitas de niimeros naturales.

Ejemplo 1.17. Calculemos el maximo comun divisor de 454 y 136.

454 = 136-3+46
136 = 46-2+4+44
46 = 44-1+2
4 = 2-22+40

Es decir, el médximo comun divisor de 454 y 136 es 2.

Uno de los métodos més habituales para calcular el maximo comun divisor de dos
nimeros es hacer una lista de todos los divisores de cada ntimero y luego destacar los
que se repiten y elegir entre ellos el mas grande. Este es uno de los algoritmos que se
aprende en el colegio y es correcto, pero tiene el defecto de que debemos encontrar
todos los divisores de cada niimero, tarea que para niimeros grandes es muy costosa.
El Algoritmo de Euclides en cambio requiere de comparativamente pocos calculos para
llegar al resultado, incluso si los niimeros son grandes. Otros algoritmos escolares los
discutiremos en la préxima seccién.

Para calcular el maximo comun divisor de tres o m&s numeros, aplicamos el
Corolario 1.11 y el algoritmo de Euclides.

Definicién 1.18. El minimo comin mailtiplo de dos enteros no nulos a y b es el
menor entero positivo que es multiplo de a y de b. Se le denotard por [a,b] (o bien
por m.c.m.{a,b}).

Como en el caso del maximo comun divisor, el minimo comtn miiltiplo de dos
nimeros siempre existe. En este caso, en virtud del Principio de Buen Orden.

Teorema 1.19. Si m es un mailtiplo comin de a y de b, entonces [a,b] | m.
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Demostracién. Por el algoritmo de la divisién, m = [a,blg + r, con 0 <r < [a,b].

Pero a|my a| [a,b], luego a | r = m — [a, b]q.
Similarmente, b | 7, o sea, r es un miltiplo comin de a y de b. Si r > 0, entonces
[a,b] no serfa el minimo comuin multiplo de a y de b. Por lo tanto » =0 y [a,b] | m.
]

Teorema 1.20. Si a y b son enteros no nulos,

_ |ab]
[a,b] = (@b

Demostracién. Sean d = (a,b) y m = [a, b]. Entonces

lab| _ |a| 0]
—_— = — b = —,
L
0 sea % es un multiplo de a y de b, luego m | (‘Zg)l) y en particular, m < ‘a—dbl.

Por otra parte, |ab| es un multiplo comin de a y b, luego m | |ab| y, en particular,
% es un entero.

Ahora bien, m = ka, luego

plabl el
m m

b , b . b . ,
o sea, 12 | b. Andlogamente, labl | a. Es decir, 1abl o5 divisor comiin de a y de b,
m m m

luego % | d y por el Teorema 1.5.3., % < d y esto es lo mismo que % < m. Por

lo tanto % =m. O

El siguiente teorema, conocido también como teorema de factorizacién unica, es la
piedra angular de toda la teoria de nimeros y, como veremos en el préximo capitulo,
se puede extender a otros campos. Aparece en los Elementos de Euclides.

Teorema 1.21. El Teorema Fundamental de la Aritmética.

Todo niumero entero mayor que 1 es un numero primo o bien se puede factorizar como
producto de mumeros primos. Mds aun, tal factorizacion es unica salvo por el orden
de los factores.

Demostracion. Supongamos que el teorema no es cierto, es decir, existe un entero
positivo mayor que 1 que no es primo y que no se descompone como producto de
primos. Sea n el méas pequeno tal nimero. Este debe existir por el Principio de Buen
Orden.

Como n no es primo, debe tener divisores no triviales. Sea n = ab, donde a y
b son distintos de +1 y de +n. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
a y b son positivos. Ademas sabemos que a < n y b < n. Pero entonces, como n
es minimal para la propiedad indicada, tanto a como b son o bien primos, o bien
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producto de primos y por lo tanto, en cualquier caso, n es producto de nimeros
primos, contradiciendo la suposicién original. Luego ésta es falsa.

Para demostrar la unicidad de la descomposicién, supongamos que existen enteros
que tienen mas de una descomposicion. Sea n ahora el menor entero positivo tal que
la factorizacién no es unica. Es decir,

n=pip2---pPr =4q14q2 - (s,

donde p1,pa,...,Dr q1,92,--.,4s son numeros primos. Entonces pi|(qigz---qs) v
por el Corolario 1.14, para algin j, 1 < j <'s, pi1|g;. Pero como ambos son primos,
p1 = ¢;. Podemos suponer (reordenando) que j =1, luego

n = paps- - Dr = q2q3 - s,

pero n' < m, luego n’ verifica la condicién de unicidad de la factorizacién, por lo
tanto r = s y, reordenando, p; = ¢;, para 1 < ¢ < r, por lo tanto la descomposicién
de n es unica. a

Observacion 1.2. Obviamente no todos los primos que aparecen en la descomposicién
de un nimero tienen que ser distintos. En general todo entero n > 1 se puede escribir
como

ky ok
n = p11p22 t 'p]:r;nv
donde los p, son primos, los k; son enteros positivos. El nimero k; suele llamarse
la multiplicidad de p; en la descomposicién de n.

Este teorema tiene muchas aplicaciones, la mas elemental es probablemente el
algoritmo para calcular méaximo comun divisor y minimo comdn multiplo de dos o
ma&s nimeros:

El maximo comin divisor de dos ntimeros es el producto de todos los primos
(considerando su multiplicidad) que se repiten en la factorizacién de ambos niimeros.

El minimo comuin multiplo de dos niimeros es el producto de las maximas poten-
cias de cada primo que aparece en la descomposicion de alguno de los nimeros.

Ejemplo 1.22. Calcular el maximo comun divisor y el minimo comun multiplo de
48 y 180.
Como 48 =2%-3 y 180=22.32.5,

(48,180) =2%-3=12 'y [48,180] =2*-3?-5 = 720.

Este algoritmo puede generalizarse a cualquier cantidad de nimeros.

Podemos dar una férmula general para calcular el maximo comun divisor y el
minimo comun multiplo de dos niimeros basada en la descomposicion en nimeros
primos. Consideremos las descomposiciones

n=pipy?-ptt y mo=piph? Rk,

31



de los nimeros n y m, donde 0 < o; y 0 < 3;, para 1 < i < k, en las que si algin
primo p; no aparece en ambas descomposiciones hacemos a; = 0 6 [; = 0, segun
corresponda. Entonces

(n,m) = pTin{alaﬁl}p;nin{QZyB2} .. _pzﬂn{akﬁk},
[m m] _ pTax{@lvﬂl}pglax{@27ﬁ2} . _p;nax{akﬁk}.

Como los divisores comunes tienen que estar constituidos por primos y obvia-
mente no puede aparecer ningun primo que no esté en las descomposiciones de ambos
numeros, el maximo comun divisor deberd estar formado por el producto de aquellos
primos que comparten ambos nimeros. Esto es lo que dice la primera expresion. Algo
analogo ocurre con el minimo comtun multiplo y la segunda expresién.

Ejemplo 1.23. Podemos usar la descomposicién en factores primos para dar una
demostracién de que /2 no es racional. En efecto, supongamos que /2 = 2

m

donde (m,n) =1 y usemos las descomposiciones
k1, k: ks _ J1.j j
n=py'pyteps Yy m=aq'q’ gt
Vemos que como (m,n) = 1 los primos p; y ¢; son todos distintos. Entonces,
elevando al cuadrado tendriamos
21 2j 25 2k, 2k 2k,
267" =y P

Vemos que 2 aparece un numero impar de veces en la primera descomposicién y
un numero par de veces en la segunda. Tendriamos entonces un nimero con dos
descomposiciones distintas, lo que es imposible. O

Otro algoritmo aprendido en el colegio depende del Teorema Fundamental de
la Aritmética. Consiste en buscar los primos que comparten las respectivas facto-
rizaciones. El algoritmo entonces es una manera rapida de encontrar estos primos.
Recordémoslo con un ejemplo, queremos calcular el méximo comun divisor de 3276 y

2772,

3276 | 2772 | 2 primer primo que divide a ambos
1638 | 1386 | 2 vuelve a dividir a ambos

819 | 693 3 es el siguiente primo que divide a ambos

273 | 231 3 vuelve a dividir a ambos

91 77 7 es el siguiente primo que divide a ambos

13 11 no hay otros primos que dividan a ambos

252 es el maximo comun divisor de 3276 y 2772
porque es el producto de todos los primos anteriores
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Si lo calculamos con el Algoritmo de Euclides tenemos

3276 = 27721+ 504
2772 = 504-5+ 252
504 = 252-1+40,
o sea 252 = (3276,2772). O

Terminamos esta seccién con el siguiente corolario, uno de los mds famosos y
hermosos resultados de Euclides.

Corolario 1.24. Ezisten infinitos nimeros primos.

Demostracion. Supongamos que existe solamente una cantidad finita de primos ps,
P2,. - -, Pn. Consideremos ahora el niimero

m = pip2---pn + L.

Obviamente m es mayor que todos los primos, luego no es primo. Por otra parte, m
no es divisible por pi, ni por ps, ..., ni por p,, o sea, m no es divisible por ningin
primo. Pero por el teorema 1.21, m debe ser divisible por algtin primo, lo cual es una
contradiccién, por lo tanto la lista finita debe ser incompleta. O

1.1.4 Ejercicios
1. Demuestre o de un contraejemplo de:
a) Si a|a+ b, entonces a | b.
b) Si a? | b2, entonces a | b.
Inténtelo primero sin usar el teorema de descomposicién prima. Luego hégalo
haciendo uso del teorema.
¢) Sia | b?, entonces a? | b2.
2. Demuestre los criterios de divisibilidad que aprendié en el colegio. Recordemos
que si un entero se escribe en notacién decimal como

UpQp—1 - 020100,

ag es su digito de las unidades, ay es su digito de las decenas, etc.

a) Un numero es divisible por 2 si 2 | ap.

b) Un ndmero es divisible por 3 si la suma de sus digitos es divisible por 3.

¢) Un ntimero es divisible por 4 si 4 | ajag. El nimero es también es divisible

por 4 si 4 | 2a1 + ao.

d) Un nimero es divisible por 5 si su digito de las unidades es 5 o 0.

e) Un nutmero es divisible por 6 si es divisible por 2 y por 3.

f) Un ndmero es divisible por 7 si

20100 — 050403 + aga7ag — - - -
es divisible por 7.
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g) Un ndmero es divisible por 8 si 8 | agajag. También es divisible por 8 si
8| 4as + 2a1 + aop.

h) Un nimero es divisible por 9 si la suma de sus digitos es divisible por 9.

i) Un ndmero es divisible por 11 si

20100 — 050403 + aga7rag — - - -

es divisible por 11.
Invente criterios de divisibilidad para otros nimeros mas grandes.
4. Probar que si @ y b son impares, entonces a? 4+ b? no puede ser un cuadrado
perfecto.
5. Demuestre que hay infinitos enteros de la forma 5™ — 1 que son divisibles por 7.

@«

6. Demuestre que el cuadrado de cualquier niimero entero puede tener la forma 3k
o bien 3k + 1, pero no puede tener la forma 3k + 2.
7. Demuestre que no existen enteros a y b tales que (a,b) =7y 2a + b = 50.
8. Demuestre que si (a,m) =1y (b,m) =1, entonces (ab,m) = 1.
9. Demuestre que si (a,b) = 1, entonces (a + b, ab) = 1.
10. Demuestre que el minimo comtn miltiplo de dos ntimeros siempre existe.

1.2 Congruencias

En esta seccién estudiaremos una importante relacion definida sobre el conjunto de los
nimeros enteros. Esta relacién tiene numerosas aplicaciones y sirve para introducir
varios conceptos algebraicos que seran generalizados en capitulos posteriores.

Definicién 1.25. Sea m un entero positivo. Decimos que a es congruente con b
mddulo m siy sélosi m|a—b.
Denotaremos este hecho por a =b (méd m).

Teorema 1.26. La relacion de congruencia modulo m es una relacion de equiva-
lencia.

Demostracién. Como m | 0=a —a, a =a (méd m) y la relacién es reflexiva.

Si a=0b (mdéd m), entonces m | a—b, luego m | —(a—b) =b—a, osea, b=a
(méd m) y la relacién es simétrica.

Supongamos que a = b (médm) y b = ¢ (méd m), es decir, m | a—b y
m | b—c. Entonces m | (a—b)+ (b—c) =a—c, osea, a =c (méd m) y la relacién
es transitiva. O

Teorema 1.27. Sia=0b (méd m) y ¢ =d (méd m), entonces

at+c = b+d (méd m),
ac = bd (médm) y
—a = —=b (méd m).
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Demostracién. Supongamos que a = b (méd m) y ¢ = d (méd m), es decir, m |
a—bym|c—d.
1. Sumando, m | (a—b)+ (c—d) = (a+¢)— (b+d), osea, a+c=b+d
(méd m).
2. Multiplicando, m | (a — b)e = ac — bc y m | b(c — d) = bc — bd, y sumando
m | (ac) — (bd),0 sea, ac = bd (mdéd m).
3. Ademds m |a—b=—-b—(—a), osea, —a = —b (méd m).

Observacién 1.3.

1. Si m =1, entonces a =b (mdd 1) para todo a y todo b. Como esta relacién
no es interesante, a menudo se exige que m > 1.

2. La ley de cancelacién para la suma es valida para congruencias, es decir, si
a+c=b+c (méd m), entonces a =b (mdéd m).

3. La ley de cancelacién para el producto no es valida para congruencias como
lo demuestra el ejemplo siguiente:
5:-6=3-6 (mdéd 12), pero 5 # 3 (mdd 12).

Teorema 1.28. Si ab=ac (méd m) y d = (a,m), entonces b =c (méd 7).

Demostracién. Como (a,m) = d, existen r y s tales que a = rd y m = sd, donde
(r,s) =1.

Por otra parte, como ab = ac (méd m), a(b—¢) = ab — ac = km, para algin
k € Z. Luego rd(b—c¢) = ksd y cancelando d, s |r(b—c), y por el Teorema 1.15,
s|b—c osea, b—c=ts=1t7, vale decir, b =c (méd 7). O

Si bien la ley de cancelacién no es siempre vélida para congruencias, el siguiente
corolario inmediato del teorema anterior nos indica cuando se puede cancelar: pode-
mos cancelar factores que sean primos relativos con el médulo.

Corolario 1.29. Supongamos (a,m) = 1. Si ab = ac (méd m), entonces
b=c (méd m).

1.2.1 Ecuaciones

Teorema 1.30. La ecuacion ax = b (méd m) tiene solucion si y solamente si
(a,m) | b.

Demostracion. Si ax =b (mdd m) tiene solucién, existen enteros x e y tales que
ax —b=my, luego b = ax — my, es decir, b es suma de multiplos de a y de m, por
lo tanto, (a,m) | b.

Por otra parte, si (a,m) | b, para algin k, b = k(a,m). Ahora bien, como
(a,m) = ra + sm, para ciertos enteros r y s, b = k(a,m) = (kr)a + (ks)m. Luego
kr es solucién de la ecuaciéon ax =b (méd m). O
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Observe que la solucién a la ecuacién az = b (méd m) nunca es Unica ya que si
Ty es una solucién, entonces para cualquier k, zg+ km también lo es.

Ejemplo 1.31. Consideremos la ecuacién 42z = 50 (mdd 76).
422 = 50 (méd 76)

2.21z = 2-25 (méd 76)
2l = 25 (mdd 38)
2lz = 25438 (mdd 38)
21z = 63 (mdd 38)
2lz = 21-3 (mdd 38)

x = 3 (mdd 38).
Es decir, las soluciones de la ecuacién 42z = 50 (méd 76) son todos los enteros
{--,-73,-35,3,41,79,--- }.

Estas se pueden expresar en términos del médulo original 76. En efecto, como las
soluciones obedecen la férmula x = 3 4 38k, separando en dos casos, si k es par o si k
es impar, tenemos x = 3+38-2n =3+ 76ny x = 3+38(2n+1) = 41 + 76n. Observe
que 41 # 3 (mdéd 76), por lo tanto las soluciones a esta ecuacién médulo 76 son dos,
a saber,

=3 (méd 76) y z=41 (mdd 76).

Recordando! que una ecuacién de primer grado en los enteros (o los racionales o
los reales) tiene, a lo més una solucién, la pregunta obvia es, jcudntas soluciones no
congruentes entre si puede tener una ecuacion en congruencias?

Consideremos la ecuacién ax = b (méd m) y sea xp una solucién. Si x es otra
solucién, entonces ax = axg =b (mdéd m), luego por el Teorema 1.28

=z (méd —),
d
donde d = (a,m). Es decir, x = x¢ +t2, o sea, x pertenece al conjunto
b ) d ) ) p .]
m m m m m
{ I0*2E7 Lo =~ Lo, onrg, $0+237"' ,$0+(d*1)g
;Cuantas de estas soluciones son “distintas”, en el sentido de no ser congruentes
médulo m entre si?
Observemos que zp 4+ m = xg (méd m). De la misma manera, xg — % = 29+
(d—1)% (méd m), etc.
Es claro que cualquier solucién de la ecuacién serda congruente médulo m con
uno de los enteros

7x0+m7...}.

m m
x07x0+37$0+233'”7$0+ (d_l)

E

IEsto lo veremos con mayor detalle en el préximo capitulo.
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Por otra parte, no resulta dificil ver que ninguno de estos nimeros es congruente
moédulo m con otro, porque las diferencias entre ellos son todas menores que m.
Decimos que el conjunto anterior es un conjunto completo de representantes de las
soluciones de ax =b (méd m).

En los parrafos anteriores hemos demostrado el siguiente teoremas:

Teorema 1.32. Si (a,m) | b, la ecuacion ax =b (méd m) tiene (a,m) soluciones
no congruentes modulo m entre si.

Ejemplo 1.33. Consideremos la ecuacién 68z = 100 (mdd 120). Entonces

68z = 100+2-120 (méd 120)
68z = 340 (mdd 120) y como (68,120) = 4,
z = 5 (mdd 30).

Por lo tanto {5, 35, 65,95} es un conjunto completo de representantes de las soluciones
de 68z =100 (mdd 120).

1.2.2 Sistemas de Congruencias

Consideremos el siguiente problema.

En algin lugar del sur de Chile vive un pastor que cuida de su rebano de ovejas con
singular dedicacion. Cierto dia, acert6 a pasar por este lugar un funcionario municipal,
quien tenfa por misién averiguar la cantidad exacta de ovejas de este pastor. Este es
(resumidamente) el didlogo que tuvo lugar:

—Y, jcudntas ovejas tiene usted?

— Bueno, mire, en realidad no sé. Fijese que yo aprendi a contar hasta cinco no
mas. Lo que si le puedo decir es que si cuento las ovejas de tres en tres, me sobran
dos, si las cuento de cuatro en cuatro, me sobra una, y si las cuento de cinco en cinco,
me sobran tres.

El funcionario mir6 someramente el rebano de ovejas y decidié que en ningtin caso
éste tenfa mas de cien ovejas. Hecho esto, se dio por satisfecho. ; Cémo pudo averiguar
cuantas ovejas formaban el rebano?

Supongamos que el nimero de ovejas es x.
“Si cuento las ovejas de tres en tres, me sobran dos”. O sea, z =2 (mdd 3).
“Si cuento las ovejas de cuatro en cuatro, me sobra una”. O sea,

x=1 (méd 4).
“Si cuento las ovejas de cinco en cinco, me sobran tres”. O sea, =3 (mdd 5).
Se trata entonces de encontrar un nimero z que verifique las tres congruencias:

2 (mdd 3)
1 (méd 4)
3 (méd 5).

8 8 8
Il
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Ademds nos dicen que = debe ser menor que 100.

Este tipo de problema recibe el nombre de sistema de congruencias y en esta
seccién veremos métodos para resolverlos. Veamos primero dos ejemplos algo maés
sencillos que el de nuestro funcionario.

Ejemplos 1.34. Queremos solucionar el siguiente problema, encontrar un nimero
x que satisfaga las dos ecuaciones:

x 3 (méd 7)

5z = 7 (méd 12).

Sea xp una solucién. Entonces xy = 3 + 7s, para algun s, por ser xy solucién
de la primera ecuacién. Reemplazando en la segunda ecuacion,

5B8+7s) = 7 (méd 12)
35s = -8 (mdd 12)
355 = —8+288 (mod 12)
35s = 280 (mdd 12)
s = 8 (méd 12).

Esto es, s = 8412t, para algtn ¢, luego xy = 34+7(8+12t), o bien, x¢o = 59+ 84t,
es decir, toda solucién del sistema anterior es congruente con 59 (méd 84).

Veamos ahora un segundo ejemplo. Consideremos el sistema:

= 2 (mdéd 4)
= 5 (mdd 6).
y procedamos como en el ejemplo anterior. Sea xy una solucién del sistema.
xo=2+4s = 5 (méd 6)
4s = 3 (mdd 6),

por lo tanto 4s = 3 + 6t, para algin t, lo que es claramente imposible. Luego este
sistema no tiene solucién. Observe que el punto importante aqui es que no podemos
cancelar el 4, ya que (4,6) 1 3.

;Cudles sistemas tienen solucién y cuéles no la tienen?
Teorema 1.35. El sistema

a1 (méd my)

az (méd mo)

tiene solucidn si y solamente si (my,msa) | a1 — as.
Si xg es una solucion, entonces toda solucion es congruente con xg mddulo
[m1, ma).
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Demostracion. El nimero x( es solucién del sistema si y sélo si existe un entero s
tal que g = a1 + sm1 = ay (mdéd ma) siy sélo si existe un entero s tal que
smy = as —ay (méd ms).

Por el teorema 1.30, tal s existe si y s6lo si (my,ms) | as — ay.

Supongamos ahora que (my,mga) | as —a; y que zp es una solucién del sistema.
Entonces si z es otra solucién,

r=a; = o (mbéd my)
r=ay = 1wz (mbéd ms)

luego my | —x9 y ma | @ — 29, 0 sea, © — xp es un miltiplo comin de m; y de
ma, luego [my, ma] | ¢ — o, por lo tanto z =y (mdd [mq, ma]). O

El siguiente es uno de los mas famosos teoremas de la Teorfa de Numeros. Su
nombre se debe a que la mencién mas antigua de este teorema aparece en un libro
del matematico chino Sun Tzu, quien vivié alrededor del siglo III D.C.

Teorema 1.36. Teorema Chino del Resto.
St (m;,m;) =1, para i # j, i,j < k, entonces el sistema de congruencias

z = a1 (médmq)
x = az (mbéd my)
x = ar (méd my)

tiene solucion.

Dos soluciones son congruentes modulo myq ---my.

Demostracién. La demostracion del teorema nos proporciona un método que nos
permite calcular las soluciones del sistema.

Observemos que si M = mq-ms - - -my, entonces para todo j < k, (M

m; mj) =1.
. _ M .
Por lo tanto, existen enteros a; y 3; tales que 1= s T Bjm;, es decir,
M _ ’
Consideremos ahora

M M M
ro=a1|log— ) tay|{oae— | +---t+ap | ag— | .
my mo mg

@
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La segunda observacién es que 2L es mltiplo de m;, para i # j, asi, por ejemplo,

m;
M
ZTo = ay <a1> (méd myq),
my
pero como al% =1 (méd my) ,
M
o () =ar (mod ),
my

luego zp = a; (méd my).

En forma andloga se obtiene que g = a; (mdd m;), para todo i < k, o sea,
es una solucién del sistema.

La demostracién de que dos soluciones son congruentes modulo my - mo - - - my
es analoga a la de la dltima parte del teorema 1.35 y se deja como ejercicio. O

Ejemplo 1.37. Encontremos la solucién al problema de las ovejas y el funcionario.

= 2 (mdd 3)
= 1 (mdd 4)
= (méd 5).
En este caso, M =3-4-5 = 60. %:20, mMQ =15y 7%:12. Como
2.20 = 1 (méd 3)
3-15 = 1 (mdd 4)
3-12 = 1 (mdd 5).

a1 =2, ap =3y asz = 3, luego
290=2-2-20+3-154+3-3-12 (mdd 60)

o sea,
2o =233=53 (mdd 60),

por lo tanto el rebano tenia 53 ovejas.

1.2.3 Ejercicios
1. Encuentre enteros x e y que satisfagan las siguientes ecuaciones en dos variables.
Si no existen soluciones diga por qué.
a) 152z 4 260y = 8
b) 432z — 378y = 18
c) 126x + 165y =8
d) 48z + 105y =1
2. Demuestre que para cualquier entero positivo n, si a = b (méd m), entonces
a™ =b" (méd m)
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3. . Encuentre todas las soluciones de las ecuaciones

3z = 1 (méd4)
dr = 2 (mdd 6)
3(x—8) = 18—z (mdd 10)

4. Demuestre que si 13{a y 131 b, entonces a'? = b'? (mdéd 13).

5. Demuestre que si a y b son primos relativos con 91, entonces a'? — b2 es divisible
por 91.

6. Si de un canasto se saca huevos de a dos, de a tres y de a cinco, sobran uno, dos y
tres, respectivamente, jcudntos huevos habia en el canasto?

7. Para una fiesta se compraron galletas a 39 pesos y chicles a 47 pesos, gastandose
un total de 4151 pesos, jcuantos paquetes de cada producto se compro?

8. Demuestre el siguiente teorema: Teorema de Wilson.
Sea p un nuimero primo. Entonces

(p—1!'=-1 (mdd p).
1.3 Clases Residuales

Dijimos antes que la relacién de congruencia médulo m es una relaciéon de equivalencia.
Las clases de equivalencia de esta relacion juegan un papel muy importante, sobre
todo en las conexiones con el dlgebra.

Estudiaremos ahora estas clases de equivalencia a las que a menudo se les denomi-
na clases residuales . Cuantas clases de equivalencia hay?, ;qué aspecto tienen?

Comencemos con un ejemplo, el caso m = 4, ;cudl es la clase de equivalencia del
entero n? Es facil, son todos aquellos nimeros enteros x tales que n — x es divisible
por 4. Si designamos por 7 la clase residual de n entonces

{...,—8,-4,0,4,8,...}
= {..,-7,-3,1,5,9,...}
{...,—6,-2,2,6,10,...}
= {..,=5-1,3,7,11,...}

wl N = Ol
I

Sabemos que las clases de equivalencia forman una particién del conjunto, por
lo tanto, no hay més clases residuales que las anteriores, ya que {0,1,2,3} es una
particién. Asi por ejemplo, 47 = —1 = 3.

En general, hay m clases residuales médulo m. En efecto, dado cualquier entero
n, por el algoritmo de la divisién, n = gm+r, o sea, n =r (mdéd m), o lo que es lo
mismo, 7 = 7. Pero como sabemos que el resto o residuo (de ahf el nombre de clase
residual) 0 < r < m, tenemos sélo m clases residuales distintas, a saber,

(0.1,2,...,m—1}.
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Al conjunto {0,1,2,...,m — 1} se le llama conjunto completo de representantes ya
que contiene un elemento de cada clase residual. En general, cualquier conjunto de
m numeros tal que ningun par de ellos es congruente modulo m, es un conjunto
completo de representantes.

Volvamos a nuestro ejemplo. Observemos que si tomamos cualquier elemento de,
digamos, 1, y lo sumamos a cualquier elemento de, digamos, 2 obtenemos un elemen-
to de 3. Algo parecido ocurre con todas las combinaciones de clases: el resultado no
depende del representante que usemos. Lo mismo ocurre si multiplicamos represen-
tantes. Este hecho no es fortuito ni una caracteristica de las clases residuales médulo
cuatro, sino una consecuencia del teorema 1.27. Este resultado nos permite definir
operaciones de suma y multiplicacion sobre el conjunto de todas las clases residuales
médulo m, para cualquier m, como sigue:

Definicién 1.38. Si @ y b son dos clases residuales médulo m, definimos:

= a+b

ab

= —a

SIS

Q o o
Il

2]
&
S

Hemos usado un simbolo nuevo para las operaciones de suma, multiplicacién e
inverso de clases residuales, para enfatizar el hecho de que estas son operaciones
distintas de las correspondientes en los niimeros enteros. En la mayoria de los textos
se usan los mismos simbolos para operar enteros y para operar clases, porque con un
poco de préctica, no hay riesgo de confundirse. Nosotros mantendremos la diferencia.

Ejemplos 1.39.

1. Consideremos las clases residuales médulo 2. Hay dos clases 0 y 1, (constituidas
por los nimeros pares y por los nimeros impares, respectivamente). Podemos hacer
tablas de las operaciones entre estas clases.

e|0 T ®|0 T z | ox
00 1 0/0 0 0| 0
1/1 0 1/0 1 1|1
2. Similarmente, las operaciones para las clases médulo 3 son:
&0 T 2 ®|0 1 2 x| ox
00 1 2 00 0 0 0| 0
1|1 2 0 1/0 1 2 1| 2
212 01 210 2 1 21 1
3. Las operaciones para las clases mddulo 4 son:
|0 1T 23 ®|0 1 2 3 x| o
0j/0 1 2 3 0/0 0 0 O 0| 0
1/1 2 30 1101 2 3 1| 3
212 3 0 1 210 2 0 2 21 2
313 0 1 2 310 3 21 311
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Definicion 1.40. El conjunto de todas las clases residuales médulo m, dotado de
las operaciones & y ® lo denotaremos por Z,,

Es inmediato que las operaciones sobre Z,, heredan de Z algunas propiedades.
Por ejemplo, al igual que la suma y la multiplicacién entre nimeros enteros, estas
operaciones son asociativas y conmutativas, es decir, para cualesquiera clases @, b, ¢.

(@aeb)@e = ad(boo)
(@aeb)ee = a®(b®7)
a®b = boa
a®b = b®a
(@adb)®e = (a®c)® (b®e)

;Serd vélida la ley de cancelacién para clases residuales? Vale decir, si @ # 0 y
TRb=a®F¢, jes cierto que b =¢?

Vedmoslo en Zs. Si @=1, entonces b =a@b=a®¢=_c.

Si @ = 2, entonces como @ ® b = 2b, basta comprobar que 2b = 1 si y s6lo si
b=27y 2b=2 siysélosi b=1, para saber que también puedo cancelar.

Esto puede facilmente verlﬁcarbe con la tabla de multiplicacién anterior ya que
no hay ninguna linea (o columna) en la que una misma clase se repite.

Si verificamos la tabla de multiplicacién de Z4 en cambio, vemos que en la tercera
fila se repite la clase residual 2 y tenemos que

201=2=2®3,
luego en Z, no podemos cancelar.

La pregunta natural entonces es, ;cuando podemos cancelar y cudndo no pode-
mos? Notemos que T @y =2 ® 2z siysélosi z® (y© z) =0, luego @ verifica la ley
de cancelacién si sélo si no existen clases residuales a y b tales que a ® b = 0. Esto
motiva una definicién importante.

Definicién 1.41. Dos clases residuales = e y no nulas (o sea distintas de 0,) son
divisores del cero si y sélo si z ® y = 0.

Observacion 1.4. Podemos hacernos la misma pregunta respecto de los enteros,
jexisten divisores del cero en Z?7 Bien sabemos que no. Tampoco hay divisores del
cero en los niimeros racionales, reales o complejos.

Entonces, dado m, existen divisores del cero en Z,, si y sélo si existen enteros
ay b talesque m{a y mtb pero ab=0 (mdéd m), o sea, m | ab.

Teorema 1.42. En Z, hay divisores del cero si y sélo si m no es primo.
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Demostracién. Si n es primo y @, b son clases no nulas tales que @ ® b = 0, como
vimos antes, n | ab, pero n es primo, luego n | a o bien n | b, pero entonces a = 0
o bien b = 0, en cualquier caso, una contradiccién. Luego si n es primo, no hay
divisores del cero.

Si n no es primo, entonces existen enteros a y b tales que n = ab. Pero entonces
@a®b=ab=mn =0, es decir, hay divisores del cero. O

Corolario 1.43. La multiplicacion en Z, verifica la ley de cancelacion si y solo si
n es primo.

El teorema anterior nos indica para qué clases residuales puedo cancelar cualquier
factor no nulo, sin embargo, es facil ver de la tabla de Z, que aunque no podemos
cancelar un factor 2, si podemos cancelar un factor 3. Dado n, ;qué factores podemos
cancelar en 7,7

Teorema 1.44. Si (a,n) =1, ya®@b=a®¢ , entonces b="¢

Demostracién. Es consecuencia inmediata del corolario 1.29. O

o lo que es lo mismo, ba = 1 (mdéd n), o bien b® a = ba
tiene un inverso multiplicativo.

Observemos ahora que si (a,n) = 1, existen enteros b y ¢ tales que ba+cn =1,
=1, es decir, la clase @

Definicion 1.45. Una clase @ € Z,, es una unidad si y sélo si existe una clase b € Z,,
tal que a®b = 1.

Observacion 1.5. De manera andloga, podemos preguntarnos cudles son las uni-
dades de Z. Es claro que solamente 1 y —1 son unidades de Z. Andlogamente, las
unidades de Q son todos los racionales distintos de 0. Lo mismo ocurre en R y C.

1.3.1 Unidades de Z,. Funcién de Euler y Teorema de Euler—Fermat

Para cada n entonces, las unidades de Z,, son precisamente aquellas clases que son
“primas relativas con” n, vale decir, todos sus elementos son primos relativos con
n. Como sabemos, los enteros menores que n constituyen un conjunto completo de
representantes de las clases residuales. Un conjunto de representantes de las unidades
de Z,, sellama un conjunto reducido de representantes. En otras palabras, un conjunto
reducido contiene un representante de cada clase que es una unidad de Z,. De lo
anterior se deduce entonces que

A={k:0<k<ny (kn)=1}
es un sistema reducido de representantes para Z.,,.
Resulta interesante entonces saber el nimero de elementos de un conjunto redu-
cido de representantes, o lo que es lo mismo, el niimero de enteros menores que n que

son primos relativos con n. Este niimero tiene muchas aplicaciones interesantes pero
sblo veremos la mas elemental, el llamado Teorema de Euler—Fermat.
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En adelante usamos la notacién |A| para denotar la cardinalidad del conjunto A.
Definicién 1.46. Para todo entero positivo n, definimos
en)={m: 0<m<ny (mn)=1}.

p se llama la funcidn de Euler.

Ejemplos 1.47.

p(12) =  [{1,5,7,11} =4
p(6) = 1{1,5}] -2
50(7) - |{1727374a576}| = 6
op) = HL2,...,p=1} =p-1,

para p primo.

Teorema 1.48.

n n—1

1. Si p es primo, entonces @(p™) =p™ —p
2. 8i (m,n) =1, entonces p(mn) = p(m)p(n).

Demostracion.

1. Observemos que los nimeros que no son primos relativos con p"™ son los
multiplos de p. Como sélo nos interesan aquellos menores o iguales que p™, hay p"~!
de ellos. Por lo tanto hay p™ —p™~! ntimeros menores que p" que son primos relativos
con éste.

2. Sean

T’l,Tg,...,T@(m) Yy 51752,...,S¢(n)

los residuos reducidos médulo m y médulo n, respectivamente.
Sea x un residuo médulo mn, primo relativo con mn, es decir, (x,mn) = 1.
Luego (z,m)=11y (x,n) =1, o sea,

= r; (méd m)
= s; (médn),
para algin i < p(m) y j < ¢(n). Entonces, por el Teorema Chino del Resto, existe

una solucién t;; para este sistema, la que es tnica mdédulo mn. Es claro también
que para cada 7 y j hay una solucién distinta y que (t;;, mn) = 1, por lo tanto hay

exactamente p(m)p(n) de estos t;;, lo que termina la demostracién. O
Corolario 1.49. Si n = plflplg2 -.pkm donde pi,...,pm son primos, entonces
1 1 1
en)=nl-—)_1-—)---(1-—).
( ) ( b1 )( P2 ) ( DPm )
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Teorema 1.50. Teorema de Euler—Fermat.
Si m es un entero positivo y (a,m) =1, entonces

a?™ =1 (méd m).

Demostracion. Sean rq,72,...,7,m) todos los residuos médulo m, que son pri-
mos relativos con m, o sea, son un conjunto reducido de representantes. Entonces

ari,ara, ..., aryy) también son primos relativos con m.
Si ar; = ar; (méd m), para ¢ # j, como (a,m) =1, puedo cancelar a, obtenien-
do r; = r; (méd m), lo que es una contradiccién. Luego los ari, ara, ..., ary(m)

son todos distintos, por lo tanto también son un conjunto reducido de representantes.
Pero entonces, para cada i, existe un tnico j tal que ar; = r; (méd m) y por lo
tanto
ariary - Arg(m) =T1T2 - Tom) (méd m),
luego
a? M pirg - To(m) = T1T2 " Tp(m) (méd m).
Cancelando los 7;, obtenemos el resultado requerido. O

Un caso particular de este teorema es el llamado Pequeno Teorema de Fermat.

Corolario 1.51. Teorema de Fermat.
Sea p un nimero primo y a un entero tal que p 1 a. Entonces

a?'=1 (méd p).
Corolario 1.52. Sea p un numero primo y a un entero. Entonces
a? =a (mdd p).

Demostracién. Si p { a, por el Teorema de Fermat, a?~! =1 (méd p). Multipli-
cando por a, queda a? = a (méd p).
Sip|la,a?=0=a (méd p). O

Ejemplos 1.53.

Aplicaciones del Teorema de Fermat.
1. Calcule 5% (méd 8).
Como ¢(8) = 4, por el Teorema de Euler-Fermat,
5100 = 5425 = 1 (mdéd 8).

2. Calcule 31990 (mod 7).
Por el teorema de Fermat, 3¢ = 1 (mdd 7), luego 3% = 1 (méd 7), para
cualquier k, por lo tanto,

31000 _ 36-166+4 = 34 (méd 7)
31000 = 81  (méd 7)
31000 = 4 (méd 7)
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3. Sip es primo, (a £b)P =aP £ (mdd p).
Por el teorema del binomio, sabemos que

p
(a+b) = @ a” "o,
0

k=

() = wommr

Observemos que p aparece en la descomposicién en primos del numerador
pero no en la del denominador, luego p no puede cancelarse, es decir, aparece en

la descomposicién de (z), y por lo tanto, p | (Z)v para cada k # 0 y k # p. Pero

entonces
(i) =0 (mdd p),

para 1 < k < p, de donde se obtiene el resultado pedido.
4. Sea p un primo mayor que 3. Demuestre que a? = a (méd 6p) para cualquier
entero a.

Los factores primos de 6p son 2, 3 y p. Veamos por separado cada uno. Es
claro que a? = a (mdéd 2) para cualquier entero a, es cosa de ver que a? — a es
siempre par.

Por el corolario del teorema de Fermat, a? = a (méd p).

Si 3| a, entonces a? = a (méd 3). Si 31 a, por el teorema de Fermat a? = 1
(méd 2) pero p es impar, o sea p = 2k + 1, asi, a? = (a?)*a = a (méd 3).

Hemos demostrado que a? = a (méd 2), a? =a (mdd 3) y a? =a (mdd p),
luego a? = a (méd 6p).

donde

1.3.2 Ejercicios
1. Encuentre la interseccién de la clase del 7 médulo 4 y la clase del 5 médulo 15.
2. Demuestre que si n es impar, en Z,, 0+14+---+n—1=0,
;qué sucede si n es par?
3. Demuestre que para dos enteros positivos cualquiera n y m y para todo a, a
(méd 2).
4. Demuestre que para dos enteros positivos cualquiera n y m y para todo a,

a®" = a®™  (méd 3)

n m

=a

5. a) Suponga que 171 a. Demuestre que el niimero n més pequeiio tal que a™ =1
(méd 17) puede ser 1, 2, 4, 8 6 16.

b) Suponga que (a,30) = 1. Demuestre que el ndmero n més pequeno tal que
a™ =1 (méd 17) puede ser 1, 2, 4 u 8.

¢) Obtenga una regla general.

Encuentre el digito de las unidades en 97

Resuelva la ecuacién 22 + z +2 = 0 en Zs. En Zg. En Z,, para p primo.

8. Demuestre que en Z,, con p primo, se tiene (a + b)P = a” + bP.

3145

N
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Capitulo 2: Polinomios

En este capitulo estudiaremos las propiedades algebraicas de los polinomios en una
variable. No desarrollaremos aqui una teoria formal de polinomios sino que, como en el
caso de los niimeros enteros, recurriremos a los conocimientos mas o menos intuitivos
que tenemos sobre estos desde la escuela secundaria o de cursos de dlgebra elemental.
Para un tratamiento mds formal y riguroso, el lector puede consultar por ejemplo [2].
Supondremos entonces que estamos familiarizados con los conceptos de polinomio y
las operaciones habituales entre ellos, suma, resta, producto, etc.

El propésito de este capitulo es hacer un paralelo entre las propiedades de las
operaciones con polinomios y las operaciones entre niimeros enteros. Aunque nos con-
centraremos en polinomios con coeficientes racionales y con coeficientes enteros, hare-
mos notar cudles de los teoremas son validos también para polinomios con coeficientes
reales, complejos o, incluso, clases residuales en Z,,. La iltima seccién estard dedicada
al polinomios sobre los ntimeros reales y complejos para poder plantear el teorema
mas importante, el Teorema Fundamental del Algebra7 cuya demostracion escapa a
los limites de este libro.

2.1 Polinomios sobre los Racionales y los Enteros. Divisibilidad

Definicion 2.1.

1. El conjunto de los polinomios sobre Q (o de los polinomios con coeficientes
en Q), denotado Q[z], es el conjunto de todas las expresiones

-1
ant" + an_12"" + -+ ag,

donde n es un entero positivo o cero y ag,aq,...,a, € Q.

Los racionales a; se llaman los coeficientes del polinomio. El polinomio
0, es decir, aquel cuyos coeficientes son todos cero, se llama el polinomio nulo.
Los polinomios tales que todos sus coeficientes, salvo eventualmente aq, son
cero se llaman polinomios constantes.

2. El grado de un polinomio p(z) = A" +an_12" 1+ +ag, es el mayor k tal
que ay # 0. Este se llama el coeficiente principal del polinomio. Al polinomio
nulo no se le asigna un grado. Todos los otros polinomios constantes no nulos
tienen por lo tanto grado 0. El grado de p(z) se denota por dp(z).

De manera andloga a la anterior, podemos definir polinomios sobre Z, R, Z,,
etc., los que denotaremos respectivamente Z[z|, Rlx], Zy[z], etc.

49



Recordemos que dos polinomios p(r) = a,z™ + ap_12" L+ - +ag y q(z) =
b ™ + by_12™ ' 4+ .- 4+ by son iguales siempre y cuando n = m y todos los
coeficientes respectivos sean iguales. Asi mismo, las operaciones se definen como sigue:

p(l‘) + Q(-T) = (an + bn)xn + (an—l + bn—l)xn_1 R (ao + b0)7

aqui, si n > m hacemos by =0 para m < k < n, y similarmente si m > n.
p(z) - q(x) = cra” + Cro1z" H 4,
donde r=n+my

cp = Z aibj =apby + ax_1b1 + - - - + apby,
iti=k
para k <.

Lema 2.2.

1. Si p(x) + q(x) # 0, entonces (p(z) + q(x)) < max{Ip(x),dq(x)}.
2. Si p(x) q(x) #0, entonces A(p(x) q(x)) = Op(x) + dq(x).

De la definicién de las operaciones, se desprende que el polinomio nulo 0 actia
sobre los polinomios igual que el namero 0 sobre los enteros, vale decir, si lo sumamos
a cualquier polinomio p(z), la suma es igual a este ultimo. Por otra parte, si lo
multiplicamos por un polinomio, obtenemos 0.

Algo similar se puede decir del polinomio 1, es decir, aquel cuyos coeficientes
son todos 0, salvo ag que es 1. Si lo multiplicamos por cualquier polinomio p(z), el
resultado serd este ultimo. Es decir, el polinomio 1 tiene el mismo comportamiento
que el entero 1.

Si consideramos ahora el polinomio

—p(x) = —ana™ —ap_12" " — - —ag,
notaremos que p(z) + —p(x) = —p(z) + p(z) = 0, o sea, —p(x) es el equivalente del
inverso aditivo de los ntimeros enteros.

Al igual que en las clases residuales o en los enteros, podemos decir que un poli-
nomio p(z) es una unidad si existe un polinomio ¢(z) tal que p(x)g(x) = 1.

Por dltimo, podemos observar que las operaciones entre polinomios gozan de
varias de las propiedades de las operaciones entre enteros: tanto suma como multipli-
cacién son asociativas y conmutativas, ademas, la segunda es distributiva respecto de
la primera, el polinomio 0 juega un papel similar al del entero 0, etc.

2.1.1 Divisibilidad

Ya que contamos con una multiplicacién tan parecida a la de los niimeros enteros,
es natural preguntarse hasta déonde podemos repetir las ideas sobre divisibilidad que
desarrollamos en el capitulo anterior. Como bien sabemos, podemos usar la misma
definicién para divisibilidad entre polinomios que la usada para nimeros enteros.
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Definicién 2.3. Sean p(z) y ¢(z) dos polinomios. Decimos que p(x) divide a q(x)
si existe un polinomio r(z) tal que p(z) r(z) = ¢(z). También decimos que ¢(z) es
un maltiplo de p(z). Denotamos este hecho por p(z) | ¢(x).

Ejemplo 2.4. z+ 1| 2% —1,yaque (z+1)(z — 1) = 22 — 1.

Otras propiedades de Q[x] y sus operaciones que son similares a las de los enteros
y de las clases residuales son las siguientes. Como vimos en el caso de las clases
residuales, decimos que dos polinomios p(z) y ¢(x) son divisores del cero si y sélo si

p(z) g(z) = 0 pero p(z) #0 y q(x) # 0.
Teorema 2.5.

1. En Q[z] no hay divisores del cero.
2. La multiplicacion en Q[z] verifica la ley de cancelacidn.
3. Las unidades de Q[z] son los polinomios constantes no nulos.

Demostracion.
1. Sip(z) # 0y q(x) # 0, entonces A(p(x) g(x)) = Ip(x) + dgq(x) > 0.

2. Esto es consecuencia inmediata de 1. En efecto, si p(z)q(xz) = p(z)r(z),
entonces p(z)(q(x) — r(z)) = p(z) q(z) — p(x) r(x) = 0, pero como p(x) # 0 y no
hay divisores del cero, uno de los dos factores es 0, por lo tanto ¢(z) — r(z) =0, o
sea, q(z) =r(x).

3. Si p(z) q(x) = 1, entonces, en particular, 0 = d(p(x) ¢(x)) = Ip(z) + dg(x).

Luego 9dp(x) = Jq(x) = 0, o sea, las unidades de Q[z] deben ser polinomios
constantes no nulos.

Por otra parte, si dp(x) = 0, p(x) = ap # 0. Si tomamos ¢(z) = a%,? tendremos
p(z)g(z) = 1, o sea, todo polinomio constante no nulo es una unidad de Q[z]. O

Observe que el teorema también es cierto para R[x] y C[z], sin embargo, sélo
las dos primeras son ciertas para Z[z]. Aqui las unidades son sélo los polinomios
constantes 1 y —1.

{Cudles de las propiedades anteriores serdn ciertas en Zs[z]?, jen Zg[z]?, jen
R[z]?, jen Clx]?

Teorema 2.6. Algoritmo de la Division.
Sean f(z) y g(x) polinomios en Qx] y dg(x) > 0. Entonces existen dos tnicos
polinomios q(x) y r(x) tales que

f(@) = q(z)g(x) + r(z)

r(z) =0 o bien Or(z) < dg(x).
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Demostracion. Invitamos al lector a verificar, a medida que avanza la demostracion,
que los mismos argumentos pueden usarse para polinomios en R[z] y en Cl[z].

Consideremos el conjunto

S ={f(z) —p(x)g(z) : p(x) € Q[z]}.
Si0 € S, entonces g(x) | f(x) y el teorema se cumple con r(z) = 0. En caso contrario,
los grados de los polinomios de S son un conjunto no vacio de enteros positivos o 0.
Este conjunto debe tener un menor elemento, luego existe un polinomio r(z) € S que
tiene grado minimal y tal que

r(z) = f(z) — q(x)g(),

para algin polinomio ¢(x), o lo que es lo mismo,

f(z) =q(z)g(x) +r(x).
Observemos que r(z) # 0. Debemos demostrar ahora que dr(x) < dg(x).
Para una demostracién por contradiccién, sean
() = @™ + Cmo1d™ T+ 4 o,
g(:L') = bnxn + bn—lxn71 +- bO,
con ¢, # 0y b, # 0y supongamos que m > n.
En este caso consideramos el polinomio

s(z) = r(m)ﬁg—jxm%g(m

b b

—1 n—1 —1 0 —

= (emx™ +emo1x™ 44 co) — (emx" +em—a" T+ Fop—a™ ).
— bn, bn,

Como vemos, hemos escogido los polinomios para que los términos subrayados se

cancelen, de modo que el grado de s(z) sea menor que el de r(z). Pero ademds

s(z) = r(z) — %W%(w) = f(z) - qlx)g(z) — %W”g(x)
= f(z) — (qlz) + %xm_")g(a:) €S

Es decir, s(z) es un polinomio que pertenece a Sy que tiene grado menor que r(x),
lo que contradice la minimalidad del grado de r(z). Por lo tanto, la suposicién es
incorrecta y debe cumplirse que m < n, es decir, dr(z) < dg(x).

Para terminar la demostracién, debemos verificar que ¢(z) y r(z) son tnicos.
Supongamos entonces que
f() = a(@)g(z) + r1(2) = q2(2)g(x) + r2(2)
, 0 sea,
(01 () = g2() )g(2) = ra(x) — 71(2).
Si estos polinomios no son nulos, entonces por el lema 2.2, el grado del polinomio de
la derecha es menor que n, en cambio el de la izquierda es mayor o igual que n, lo
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que es una contradiccién, luego estos polinomios son nulos, es decir, r1(z) = ro(z) y
como no hay divisores del cero y g(z) # 0, se sigue que ¢1(x) = g2(x). |

El algoritmo de la divisién no es cierto para Z[x], el lector podrd fécilmente
verificar que para f(z) =22 +1 y g(z) = 3z + 2, no se puede encontrar polinomios
q(z) y r(x) en Z[z] que verifiquen el teorema 2.6.

Como es habitual, denotaremos por p(a) al nimero que resulta de reemplazar la
variable z en p(z) por el niimero a. El nimero p(a) se llama la evaluacidn de p(z)
en a.

Definicién 2.7. Un racional a es una raiz (o un cero) del polinomio p(z) siy sélo
si p(a) = 0.
Teorema 2.8. El nimero a es un cero de p(x) siy sdlo si © —a es un factor de
p(z).
Demostracién. Aplicamos el Teorema 2.6 a p(z) y = — a obteniendo
p(z) = q(z)(x — a) + r(x),

con r(x) =0 obien Or(r) <1=090(x—a),osea, p(r)=q(z)(x—a)+b, para algin
b € Q. Evaluando en a,

0=p(a) =q(a)(a—a)+b=0,
por lo tanto, p(x) es un multiplo de z — a.

Reciprocamente, si « — a | p(z), entonces p(a) = g(a)(a — a) = 0. O

Nuevamente observamos, que como el resultado se obtiene por aplicacién del
Teorema 2.6, el que como indicamos es valido sobre R y C, este teorema también
vale en esos contextos. De la primera parte de la demostracién se desprende el siguiente
corolario.

Corolario 2.9. El resto al dividir un polinomio p(x) por x — a es p(a).
Corolario 2.10. Un polinomio de grado n > 1 tiene a lo mds n ceros.

Demostracién. La demostracion la haremos por induccién sobre el grado del poli-
nomio p(z).
Si Op(z) =1, p(z) = az +b=a(z+ 2) y el tnico cero es —2.
Supongamos que todo polinomio de grado n tiene a lo méds n ceros y supongamos
que 9p(x) = n + 1. Si p(x) no tiene ceros, el teorema se cumple. Si a es un cero de
p(z), entonces p(x) = g(z)(x — a), donde 9g(x) = n. Luego los ceros de p(z) son a
y los ceros de ¢(x), por lo tanto hay a lo mds n+ 1 ceros de p(z). a

El siguiente teorema es muy tutil para encontrar las raices racionales de un poli-
nomio con coeficientes enteros.
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Teorema 2.11. Sea p(z) = apa™ +an_12" 1+ +az+ag € Zfz]. Si a= 2 € Q,
donde (b,c) =1, es una raiz de p(x), entonces

blag y clay.

Demostracién. Como a es raiz de p(z),

b\" b\" ! b
pla)=an |~ ) +an-|- +-t+a-+a =0
c c c

y multiplicando por ¢”, tenemos

anb"™ + ap_1b" e+ -+ a1be™ 7 + apc™ = 0.

O sea,
b(anh" t +a, 10" 2+ - a ) = —apc”,
es decir, b | apc™ y como (b,c) =1, b]| aop.
Andlogamente,
c(@n 10" arhe™ 4+ apc™ ) = —a,b",
es decir, ¢ | a,b™ y como (b,c) =1, ¢| an. O

Ejemplo 2.12. Encuentre las raices racionales del polinomio
32° — 2t +22° —b2® —x — 4.

Segun el dltimo teorema, las raices racionales de este polinomio tienen que tener
como numerador a un divisor de 4 y como denominador a un divisor de 3. Esto nos
da las siguientes posibilidades:

1 2 4
+1, £2, £4, £, +-, +—.
373 3
Luego de probar con todas ellas vemos que sélo % es una raiz del polinomio. El

teorema garantiza que no hay mads raices racionales.
Es interesante hacer notar que si el polinomio

3,100 _ 280 4 60 12 4 g

tuviera raices racionales ellas estarian en la lista anterior, al igual que las de cualquier
polinomio que imaginemos que comience con coeficiente +3 y termine con coeficiente
+4, en resumen, el grado y los coeficientes intermedios son irrelevantes. (|

Corolario 2.13. Sea p(z) = 2" +a,_12" 1 +---+ag € Z[z], donde ag # 0. Si p(x)
tiene una raiz en Q, entonces esa raiz es entera y divide a ag.

Demostracion. Inmediato del teorema anterior. O
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2.1.2 Ejercicios

1. ;Cuéles de las propiedades de Q[z] descritas en el Teorema 2.5 son ciertas en
Zs[x)?, jen Zglx]? , jen R[z]?, jen C[z]?

2. Después del teorema 2.6 hicimos notar que éste no es valido para Z[z]. Revise la
demostracién para ver qué paso no es posible llevar a cabo en Z[z]. ;Hay casos en
Z[z] en los que si es posible encontrar un cuociente y un resto?

3. Al dividir el polinomio p(z) € Q[z] por « — 1 el resto es 1 y al dividirlo por z — 2,
el resto es 3. jcudl es el resto al dividir p(z) por 2 — 3z + 2?

4. Determine todos los racionales z para los cuales el polinomio p(r) = 42 — 5z
toma un valor entero.

5. Sean p(x) y g(x) dos polinomios en Q[z] tales que para todo entero positivo n,
p(n) = ¢(n). Demuestre que p(z) = q(x).

6. Pruebe que si a es un rafz racional del polinomio p(z) = ag+aix+---+a, 12" 1+
an,x™ entonces % es raiz de q(z) = an + an_12 + -+ arx" "t + apa™.

7. Determine todos los valores de a para los cuales 30z — a tiene raices racionales.
Generalice al polinomio 30z™ — a.

2.2 Irreducibilidad sobre los Racionales. El Criterio de Eisenstein

Definicién 2.14. Un polinomio p(z) no constante se dice irreducible sobre Q|x] si
toda vez que p(z) = q(x) r(x), entonces o bien ¢(x) es una unidad de Q[z] o bien
r(z) es una unidad Q[z].

De manera anédloga podemos definir polinomio irreducible sobre Z[z] o R[z], etc.

Teorema 2.15. En Q[z] un polinomio es irreducible si y sélo si no es el producto
de dos polinomios de grado menor.

Demostracién. Supongamos que p(x) es irreducible y que p(x) = g(z) r(z). Enton-
ces uno de estos factores digamos 7(z) es una unidad, por lo tanto dr(xz) =0 luego
Op(x) = 9q(x), es decir, p(z) no es el producto de polinomios de grado menor.

Para demostrar la implicacion en el otro sentido usaremos el contrarreciproco. Supon-
gamos que p(x) no es irreducible. Entonces p(z) = q(x) r(x), para ciertos polinomios
ninguno de los cuales es una unidad, es decir, sus grados son distintos de cero. Como
Op(x) = Oq(x) + Or(x), quiere decir que tanto Ip(x) > dg(z) como Ip(x) > dr(x).
Vemos entonces que p(z) se factoriza como producto de polinomios de menor grado.
O

Ejemplos 2.16.

1. Debe tenerse en cuenta que el concepto de irreducibilidad es relativo al conjunto
de polinomios del que estamos hablando, asi, el polinomio 22 — 2 es irreducible
sobre Q[z], pero no lo es sobre R[z| ya que aqui,

2= 2= (@ = VD (a+V2),
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y los dos tltimos no son unidades de R[z].
2. Consideremos p(z) = 222 — 4 en Q[z]. Si bien p(x) se puede factorizar como
p(r) = 2(2% — 2), estos factores no tienen grado menor que el de p(z), por lo que
222 — 4 es irreducible sobre Q|z].

En general, si p(z) es irreducible sobre Q[z] y 0 # a € Q, entonces a - p(x) es

irreducible sobre Q[z].

Todo polinomio de primer grado es irreducible sobre Q[z].

4. El teorema 2.15 es vélido para polinomios en R[z] y en C[z], ;serd cierto sobre
Z[z]?

El concepto de polinomio irreducible es central en la teoria de polinomios ya
que ellos ocupan dentro de ésta el lugar que tienen ndmeros primos en la teoria de
numeros; resulta, por lo tanto, importante contar con métodos para determinar si un
polinomio es o no irreducible. Eso es lo que estudiaremos a continuacion.

@

Teorema 2.17. Sea p(x) € Q[z] de grado 2 6 3. Entonces p(z) es irreducible si y
sdlo si p(x) no tiene un cero en Q.

Demostracion. Si a es un cero de p(z), p(x) = q(z)(x—a) y O(x—a) =1 < Ip(x)
y 0q(x) = dp(x) — 1 < Op(x). Luego por el Teorema 2.15, p(z) no es irreducible.
Reciprocamente, si p(x) no es irreducible, existen factores ¢(z) y r(x) de menor
grado que el de p(z), o sea, de grado menor que 3. Pero dq(z) + 9r(xz) < 3, luego
uno de los dos factores es de grado 1, digamos, r(x) = ax + b, o sea, 73 €s un cero
de r(x) y por lo tanto también de p(z). O

Veremos ahora el principal criterio para ver si un polinomio es irreducible. Para
ello necesitamos de algtiin trabajo previo.

Definicién 2.18. Sea p(z) = anz™ + - -+ ag € Zz], p(x) es primitivo si y sélo si
(agy...,an) =1.

Lema 2.19. Dado un polinomio p(x) € Z[x], existe un dnico polinomio primitivo
q(z) y un dnico entero positivo ¢ tales que p(x) = cq(x).

Demostracién. Es obvio que basta tomar ¢ = (aq, ..., a,), el miximo comuin divisor
de los coeficientes, y factorizar c¢. El polinomio resultante serd primitivo. 0

Observe que en el teorema anterior, p(z) y ¢(x) tienen el mismo grado.
Lema 2.20. FEl producto de dos polinomios primitivos es primitivo.

Demostracién. Sean

p(r) = a2 +---+ag
q(x) = bpz™+--+bg
p(x)g(x) = cpin™ ™+ + e,
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donde c; se define en la forma usual.
Supongamos que p(z)¢(x) no es primitivo. Entonces existe un nimero primo p
tal que p | ¢;, para 0 < j <m+n.

Pero como (ag,...,an) =1y (bo,...,by) = 1, existe el menor j y el menor k
tales que pfa; y p{bg, y como p es primo, p{a;bg.
Ahora bien,

Cj+k = aobjir +arbjip—1+ -+ aj_1bpy1 +ajby + ajp1bp—1 + - + ajqwbo,
luego

a;by = cjik — aobjik — arbjik—1 — - —aj_1bgr1 — ajp1bg—1 + - — ajrbo.

Como p | a; para ¢ < j, p | b; para ¢ < k y por hipdtesis p | ¢j;x, todos los
términos del lado derecho son divisibles por p, luego a;b; también lo es y esto es una
contradiccién. (]

El siguiente teorema nos dice algo interesante. Un polinomio con coeficientes en-
teros que es irreducible en Z[z] también lo es en Q[z], a pesar de que en el segundo
conjunto hay muchos mas polinomios y por lo tanto podria haber muchas maés des-
composiciones.

Teorema 2.21. Lema de Gauss.
Sea p(x) € Z[z], Op(x) > 0. Si p(x) es irreducible en Z|x], entonces p(x) también
es irreducible en Q[x].

Demostracién. Demostraremos el contrarreciproco. Supongamos que p(x) = ¢(z) r(z),
para ciertos polinomios ¢(z),r(z) € Q[z] tales que 9q(z),dr(x) < dp(zx). O sea,

Ak f ai agp Cm m &1 Co

=(Zef o P+ 2 ) (e ey 2.
plo) (bﬁ b bo) (dml’ " do)

Multiplicando por a = [bg,...,bx][do,-..,dm], €l producto de los minimo comtin
multiplos de los denominadores de los respectivos coeficientes, obtenemos

a-p(x) = (afpa® + -+ ap)(cz™ + -+ ),

donde los dos polinomios de la derecha, llamémoslos ¢'(z) y r'(z), estdn en Z[z].
Por el Lema 2.19 existen enteros positivos b, ¢ y d y polinomios primitivos p(x),

q(z) y 7(z), tales que p(z) =b-p(x), ¢'(x) =c-4(z) y r'(x) = d - #(z). Luego
a-p(x) =ab-p(x) = cd - §(z)F(x),
pero por el Lema 2.20 §(x)7(z) es primitivo y p(x) también lo es, luego ab = ed, por

la unicidad de las constantes del Lema 2.19, es decir, p(z) = §(x)7(z), pero entonces,
multiplicando por b,

p(z) = b p(x) = bg(z)f(z),
y b-§(x), 7(z) € Z[z], o sea, p(x) se descompone como producto de polinomios de
menor grado en Z[x]. O
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Ejemplo 2.22. Demostrar que p(z) = z* — 222 + 87 + 1 es irreducible sobre Q[z].
Demostracion. Por el Lema de Gauss, basta demostrar que p(z) es irreducible
sobre Z[z]. Supongamos que p(z) = q(x) r(z). Si Or(z) =1, p(x) tiene un cero en
Z que divide a 1. Luego ese cero debe ser +1. Pero observamos que p(1) =8 #0 y
p(—1) = —8 # 0, luego ni 1 ni —1 son ceros de p(z), es decir, el grado de r(z) no
puede ser 1. En ese caso, la inica posibilidad es que p(z) se factorize como

p(z) = (2* +ax +b)(2* +cx +d) = 2* + (a +c)2® + (b +d + ac)x® + (be + ad)x + bd,

es decir,
a+c = 0
b+d+ac = -2
bc+ad = 8
bd =
La ultima ecuacién implica que o bien b =d =1, o bien b = d = —1 y reemplazando

en la ecuacién anterior, obtenemos a + ¢ = £8 # 0, lo que es una contradiccién. Por
lo tanto p(z) no se puede descomponer como producto de polinomios de menor grado
luego es irreducible. O

Las ideas desarrolladas més arriba sirven para polinomios de grados muy pequenos
o para casos en los que se puede encontrar una raiz. El siguiente es uno de los teoremas
ma&s generales para determinar la irreducibilidad de polinomios de grados grandes
mediante un simple andlisis de sus coeficientes.

Teorema 2.23. Criterio de Eisenstein.

Sean q(z) = apx™ + ap_12" '+ -+ ag € Zx] y p un ndmero primo tal que:
1. ptan,
2. plag, para 0<i<ny
3. p?tag.
Entonces q(x) es irreducible en Q|x].

Demostracién. Por el Teorema 2.21, basta ver que ¢(z) es irreducible en Z[z].
Supongamos entonces que ¢(z) no es irreducible. Entonces

k—1

Q(x) = (bmxm + bm—ll'mil + -+ bo)(cka:k +cr_1x 44 Co),

endonde m<n y k<n.

Como ag = bpcp y el primo p | ag, entonces o bien p | by o bien p | ¢y pero no a
ambos ya que p? { ag. Digamos que p | cy v p1 bo.

Por otra parte, como p1ta, = bynck, tenemos pt by, y ptck.

Sea r el menor indice ¢ tal que p1¢;. Por la discusién anterior, tal indice existe
y 0 < r < k. Observe que esto significa que p | co, p|c1, ..., ]| cro1.
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Por lo tanto si consideramos
Qp = bOCT + blcr—l + 4+ bTCO)

como p1{bgc,, entonces p 1 a,., pero por las hipdtesis 1 y 2, esto sélo puede ocurrir si
r =n, lo que es una contradiccién. O

Ejemplos 2.24.

1. Considere el polinomio p(z) = 32 + 622 + 4z + 2. Entonces p(z) es irreducible al
aplicar el criterio de Eisenstein con p = 2.
2. Asi mismo, x™ +p es irreducible para todo entero positivo n y primo p. Esto prueba
que hay polinomios de cualquier grado que son irreducibles sobre Q.
3. Si p es primo, el polinomio ®,(z) = 2?1 + 2P~2 + .-+ + 2 + 1, es irreducible.
El criterio de Eisenstein no puede ser aplicado directamente en este caso. Sin
embargo, si notamos que
B, (x) = L1
P oz —1"
y consideramos

- _ @ryr—1 @A)+ (e ()
a@) =P+l = o= .

p—1 p p—2 p p
T +<p_1>x + +(2>x+<1>.

Observamos que p no divide al coeficiente principal. Todos los otros coeficientes

son de la forma
p\__ »
k kl(p— k)’

con 0 < k < p. Vemos que el primo p no puede aparecer entre los factores del
denominador, luego p si es uno de los factores primos del niimero (’Z) . Por lo tanto
p divide a todos los otros coeficientes de ¢(z). Por ultimo, ag = (’1’) = p, o sea,
p? 1 ag. Por lo tanto g(z) es irreducible por el criterio de Eisenstein.

Si @, (z) fuese reducible, g(z) también lo serfa.

2.2.1 Teorema de Factorizaciéon Unica

Si bien en el caso de dos polinomios p(z) y ¢(z) en Q[z] existen divisores comunes,
no podemos hablar de un “méaximo comun divisor” por la sencilla razén de que los
polinomios no estan bien ordenados, al menos no de una manera obvia. Podemos
entonces pensar en el polinomio de mayor grado que es divisor comun de los dos
polinomios p(z) y ¢(x). Resulta obvio que el concepto anterior no esté bien definido,
consideremos el ejemplo siguiente:

pr) =22 +22+22+1 vy q(z)=22>+2.
59



Un simple célculo nos permitird determinar que 2z + 1 divide a ambos polinomios
y que ningun polinomio de grado mayor los dividird a ambos. Sin embargo, este
polinomio no es el tnico con esa propiedad ya que, por ejemplo, x + % tiene el mismo
grado y también es un divisor comtin de p(x) y ¢(x). De hecho, para cada a € Q,
a # 0, el polinomio 2ax +a es otro divisor comin de p(z) y ¢(z) del mismo grado.
De entre todos estos (infinitos) polinomios, podemos individualizar uno, aquel cuyo
primer coeficiente es 1.

Definicién 2.25. El polinomio p(z) = apz" + ap—12" "' + - 4+ ag € Q[z] se dice
mdnico si y sélo si a,, = 1.

El siguiente lema es inmediato.
Lema 2.26. FEl producto de polinomios mdnicos es monico.

Definicién 2.27. Definimos el mdzimo comin divisor, MCD{p(zx),q(z)}, de los
polinomios p(z) vy ¢(x) en Q[z], como el polinomio ménico de mayor grado que
divide a ambos polinomios.

Veremos a continuacién que esta definicién tiene sentido, es decir, dados dos
polinomios no nulos, su maximo comun divisor siempre existe. Mas ain, veremos que
éste tiene muchas de las propiedades del maximo comin divisor para niimeros enteros.

Teorema 2.28.
1. Si p(x) y q(z) pertenecen a Q[x], entonces MCD{p(x),q(z)} es el polinomio
mdnico de grado mds pequerio que puede escribirse como a(x)p(x)+p(x)q(z),
donde «o(z), B(x) € Q[z].
2. Cualquier divisor comin de p(xz) y q(x) divide a MCD{p(x),q(x)}).
3. Si r(x) es un divisor comin de p(x) y de q(x) y es del mismo grado que
MCD{(p(z),q(x)}, entonces eziste a € Q tal que r(z) = a MCD{p(x), q(x)}.

Demostracion. Nuevamente hacemos notar que la demostracién que sigue puede
perfectamente llevarse a cabo con polinomios en R[z] o en Clz].

Sélo demostraremos 1 ya que 2 y 3 son inmediatas. Para este efecto definimos el
conjunto

S ={r(z) € Q[z] : r(z) = a(x)p(z) + S(z)q(z), a(z),f(z) € Qz] vy Ir(zx) > 0}.
Consideremos un polinomio de grado minimo que pertenezca a este conjunto. Si divi-
dimos por el coeficiente principal, obtendremos un polinomio ménico de grado minimo
que pertenece a S. Este debe ser tnico ya que si dy(z) y do(z) son dos tales polino-
mios, di(z) —dz(z) € S es un polinomio de menor grado.

Denotemos d(z) al dnico polinomio ménico de grado minimal en S. Demostra-
remos a continuacién que d(z) = MCD{p(z),q(x)}. La demostracién sigue fielmente
las ideas usadas en el teorema andlogo para Z (ver Teorema 1.9 en el Capitulo 1).

Por el algoritmo de la divisién, existen polinomios r(x), s(z) € Q[z] tales que o
bien r(x) =0 o bien dr(x) < dd(z) y

p(x) = s(x)d(x) + r(z).
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Pero entonces
r(z) = plz) - s(@)d(z)
= p(x) = s(@)a(@)p(z) + B(z)q(x)]
= [1- s@a@)p(@) - [s()B@)(x) € 5.
Si r(z) # 0, se contradice la minimalidad del grado de d(x), por lo tanto r(z) =0y

d(x) | p(x).

Andlogamente, demostramos que d(z) | g(x).

Para verificar que d(z) es el polinomio de mayor grado que divide a p(x) y ¢(x),
basta notar que si r(z) es otro divisor comun, entonces divide a todos los elementos
de S, en particular divide a d(z), y por lo tanto Or(z) < dd(x). O

El siguiente teorema es similar al Lema 1.13, Lema de Euclides, para los enteros.
Teorema 2.29. Si p(x) es un polinomio irreducible sobre Qlx] y p(x) | r(z)s(zx),
entonces p(x) | r(z) o bien p(x) | s(x).

Demostracién. Supongamos que p(x) { r(x). Entonces, como el polinomio p(z) es
irreducible, MCD{p(z),r(x)} = 1. Luego existen a(x), f(z) € Q[x] tales que

1 (@)p(z) + B(z)r(x)
s(z) = a(z)p(z)s(z) + B(z)r(z)s(z)
s(z) = [a(z)s(z) + B(z)q(x)]p(x),
). Por lo tanto p(zx) | s(x). O

= «

donde q(z)p(x) = r(z)s(x

Observacion 2.1. Algoritmo de Euclides.

El lector puede comprobar que el maximo comun divisor entre dos polinomios puede
encontrarse usando ezactamente el mismo algoritmo de Euclides que se usé en el
Capitulo 1. Lo ilustraremos con un ejemplo.

Ejemplo 2.30. Encuentre el maximo comiin divisor de los polinomios

plx) =220 +2° 22 + 323 + 241 y q(z) =22 +2° —42® + 22+ 2.

200 425 220 4328+t +1 = (20t 4+ -4+ 24+ 2)(@? + 1)+ 227~ -1
20t + 2% 42?420 +2 = (20— -1)@*+2r—-1)+22+1
22—z -1 = (2z+1)(z—1)+0

Observamos que el ultimo resto que es diferente de cero es el polinomio 2x+1 por lo
tanto, el méaximo comun divisor de los polinomios anteriores es el polinomio mdnico
asociado = +1/2.

El siguiente teorema, el mas importante de esta seccién, nos indica el rol de los
polinomios irreducibles dentro de la teoria de polinomios.
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Teorema 2.31. Teorema de Factorizacién Unica.

Todo polinomio en Q[z] de grado mayor que 1 se puede factorizar como una constante
por un producto de polinomios monicos irreducibles. Tal factorizacion es unica salvo
por el orden de los factores.

Demostracion. Haremos la demostracion por induccién sobre el grado del polinomio
p(z). Nuevamente hacemos notar que los mismos argumentos pueden usarse para
polinomios en R[z] y en Clzx].

Si Op(z) =1, p(x) = ax + b, donde a # 0, entonces

p(;v):a(x—i-Z),

y como sabemos, los polinomios de primer grado son irreducibles.

Supongamos entonces que el teorema es valido para polinomios de grado menor
que n y sea Op(z) =n.

Si p(x) es irreducible, factorizamos por el coeficiente principal, como en el caso
de primer grado.

Si no, existen polinomios pi(x) y p2(z), de grado menor que n, tales que p(x) =
p1(@) pa(a).

Por hipétesis de induccion, existen constantes a y b y polinomios moénicos irre-
ducibles q1(z),...,qx(z) y ri(x),...,rm(z) tales que

pi(x) = aqi(z)---qr(z) vy pa(z) =bri(z) - rm(2),
y por lo tanto
p(x) = abqi(z) - - qe(x)ri(z) - - T (),

que es lo que queriamos demostrar.
Para demostrar unicidad, supongamos que

agi(x) -~ qr(x) = bri(z) - -7 ().

son dos descomposiciones de p(x).

En primer lugar, como todos los polinomios son moénicos, a = b y lo podemos
cancelar. Ademas g1 (z) | r1(z) - - - rm(x), y por el teorema 2.29, existe algin ¢ tal que
q1(z) | ri(z). Como el orden de los factores no interesa, podemos suponer que i = 1.
Ahora bien, ri(x) es irreducible y ménico, por lo tanto ¢;(x) = r(z). Cancelando,

@2(x) - qr(x) = ra(x) - (7).

Vemos que si aplicamos el procedimiento anterior un nimero finito de veces, se
cancelan todos los polinomios, luego k = m y para ¢ < m, ¢;(x) = r;(z), lo que
completa la demostracién de unicidad de la descomposicién. (|
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2.2.2 Ejercicios
1. Dé un ejemplo en el cual el teorema 2.15 no es vdlido para polinomios en Z|x].
2. Diga si los siguientes polinomios son irreducibles sobre Q.

a) 234322 -x-3, by 23 +32r—xz+3,

c) 22° + 62 — 120 +15, d) 2t +4.

Diga si el polinomio 22 4+ x + 1 es irreducible sobre Q, R, C, Z3, Zs.

4. Demuestre que hay infinitos polinomios de la forma z° + 12z* — 2123 4 63z + k
que son irreducibles sobre Q[z].

5. Demuestre que si n > 2, entonces {/p es irracional para todo nimero primo p.

6. Sea p(z) € Q[x] y suponga que p(z +c) es irreducible sobre Q[z]. Demuestre que
p(x) es irreducible sobre Q[z].

7. Encuentre el maximo comun divisor de los siguientes pares de polinomios y exprése-
lo como combinacién de ellos.

@

a) p(z) =223 —422 +2+2 y q@)=2%—2> -2,
b) plx)=a*+a3+22+2+1 vy qx)=2°-1,
o) px)=2>—z+4 y qlz)=a'+z+1,

d) p@)=22-1 vy q@)=2%—at+2® -2 +2-1.
8. Factorize los siguientes polinomios en sus factores irreducibles en Q[z].
a) 20 + 22t + 23 b) 20t — a3 — 22—+ -2,

c) xt 4+ 222 — 24, d) 28— a2t — 223 422 -+ 1.

2.3 Irreducibilidad sobre los Reales y sobre los Complejos

Como vimos en la Seccién 2, la irreducibilidad de un polinomio depende del conjunto
de referencia, es decir, del conjunto del cual estamos tomando los coeficientes. Asi,
22 — 2 es irreducible si lo consideramos como un polinomio en Z[z] o Q[z], pero no
lo es si lo consideramos como polinomio en R[z] o Cl[z].

En secciones anteriores hemos visto lo que sucede con polinomios en Q[z]. Vere-
mos ahora que podemos describir explicitamente todos lo polinomios irreducibles en
R[z] y en C[z]. Esto se logra usando un teorema muy importante cuya demostra-
cién requiere de herramientas matematicas mas avanzadas de las que disponemos. La
primera demostracién la dio Gauss en 1799.

Supondremos en esta seccion que el lector estd familiarizado con los conceptos
elementales acerca de los nimeros complejos, asi como con su aritmética. Usaremos
también los teoremas que hemos demostrado en el contexto de los polinomios sobre
Q, pero que como hemos indicado, también son validos aqui. Invitamos al lector a
asegurarse que esas demostraciones valen para reales y complejos.

Teorema 2.32. Teorema Fundamental del Algebra.
Todo polinomio no constante de Clz] tiene una raiz en C.
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Corolario 2.33. Un polinomio es irreducible sobre Clz] si y sdlo si es de primer
grado.

Demostracion. Si p(x) € C[z] es de grado mayor que 1, como tiene una raiz, por el
teorema 2.8, p(x) no es irreducible. Es claro que los polinomios de primer grado son
irreducibles. O

Corolario 2.34. Todo polinomio p(x) € Clz] de grado n se puede escribir en la
forma

p(z) = clx —ar)(x —az) - (z —an),
donde ¢, ay, as, ...,a, € C. Esta descomposicion es unica salvo por el orden de los
factores.

Demostracion. Esto se obtiene usando el teorema 2.31 y el corolario anterior. [

Debe observarse que los niimeros complejos a; de este corolario no son necesa-
riamente distintos. También es obvio que cada uno de ellos es una raiz del polinomio.
Resumimos esto en el siguiente corolario.

Corolario 2.35. Un polinomio p(x) € Clz] de grado n tiene exactamente n raices
complejas considerando las repeticiones.

Estudiaremos a continuacién los polinomios irreducibles sobre R[z], para ello ne-
cesitamos previamente algunos resultados sobre raices complejas de estos polinomios.

Lema 2.36. Si p(z) € R[z] y a+ bi es una raiz compleja de p(x), entonces su
conjugado a — bi también es una raiz de p(x).

Demostracién. Recordemos que si z; y 22 son complejos entonces sus conjugados
verifican

itz =z1+Z2 Yy 2122 =212,
por lo tanto, si
p(x) = anz" +an_12" '+ +arz+ag
y z = a+ bi es una rafz de p(x),
0=0=p(z) =@nz" + Tu-12""" + - + @12 + ao,

pero como los a; son reales, @; = a;, luego

0=p(2) =a,2" +an_ 12"+ -+ @17+ ao = p(2),

por lo tanto Z = a — bi también es raiz de p(x). O
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Teorema 2.37. Un polinomio p(x) € R[z] es irreducible sobre R[z] si y sdlo si se
verifica una de las siguientes condiciones:

1. p(z) es de primer grado,

2. p(z) = ax?® + bz + ¢, donde b — dac < 0.

Demostracion. Es obvio que los polinomios de primer grado son irreducibles. Si
p(z) es del tipo indicado en 2, sabemos que tiene dos raices complejas conjugadas o
y @ luego

p(z) = a(z — a)(z — @),
y como esta descomposicién es unica en C[z], p(z) no puede descomponerse como
producto de otros factores en R[z], luego es irreducible sobre R[z]. Esto demuestra
que estos dos tipos de polinomio son irreducibles sobre R[z].

Veamos ahora que si p(z) no es de esa forma, entonces es reducible.

Si p(x) = ax® +bx+c y b?—4ac > 0, entonces p(x) tiene dos raices reales a; y
ag luego p(z) = a(x — a1)(x — az), o sea p(x) no es irreducible sobre R[z]. Podemos
entonces concentrarnos en polinomios de grado mayor que 2.

Supongamos que 9(p(x)) > 3. Por el teorema 2.32, p(x) tiene una raiz compleja
a = a+ bi y por el lema anterior, @ = a — bi es también una raiz de p(x), por lo
tanto

p(z) = (z — (a+ bi))(z — (a — bi))h(z),
donde h(z) € C[z] y d(h(x)) > 0. Demostraremos ahora que h(z) € R[z].
Observamos que

g(x) = (z — (a + bi))(z — (a — bi)) = 2% — 2azx + (a® + b?),
o sea, g(z) € R[z] y
p(x) = g(x)h(x). (%)

Recordemos que el algoritmo de la divisién también es vélido para polinomios en
R[z] y en C|z]. Lo aplicamos primero en R[z]. Dados p(z) y g(x) existen polinomios
unicos ¢(z) y r(z) en Rz] tales que

p(z) = g(z)q(z) + r(z), (3¢)
con r(z) =0 6 I(r(x)) < A(g(x)).

Observemos que p(x), g(x), g(x) y r(x) son también polinomios en C[z], luego
comparando (x) y (#x), si aplicamos la unicidad del cuociente y el resto en algoritmo
de la divisién en Clz], tenemos

r(z)=0 y h(z)=q(x) € R[],

como queriamos. Por lo tanto p(z) no es irreducible. (Il
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Corolario 2.38. Todo polinomio de R[z| de grado impar tiene una raiz real.

Demostracion. Por el teorema 2.31, que también es valido para polinomios en R|z],

p(x) = p1(x)p2(x) - - - pr(x),

donde los polinomios p;(z) son irreducibles en R|z], luego de grado 1 o 2.

es

Como
I(p(x)) = d(p1(z)) + A(p2(x)) + -+ + I(pr(x))
impar, uno de los factores p;(x) tiene que ser de primer grado, luego p(x) tiene

una raiz en R. O

2.3.1 Ejercicios

1.
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Verifique que todos los teoremas sobre polinomios en Q[z] que fueron usados en
esta seccién para polinomios sobre R[z] y C[x], son efectivamente vdlidos en estos
contextos.

. Factorize los siguientes polinomios en sus factores irreducibles en C[z].

a) x? 41, b) 3 -1,

c) 3 -1, d) >+ar+1+i.

Demuestre que un polinomio en R[z] de grado impar y sin raices multiples debe
tener un niimero impar de raices reales.
Encuentre polinomios en R[x] con las siguientes caracteristicas:

a) Monico, de grado 3 y con 1 y 2+ 3i como raices.

b) Monico, de grado minimo con ¢ y 1+4 como raices.

c¢) Con rafces 1+ i, 2 y —3 (esta dltima es raiz doble), jes Unico el resultado?,

jcambia el resultado si el polinomio puede pertenecer a Clx]?
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Capitulo 3: Anillos

En este capitulo, desarrollaremos algunos aspectos de una teoria general que englobe a
todos los ejemplos que hemos visto en los capitulos anteriores, a otros que el lector ha
estudiado en distinto contexto y nuevos ejemplos de conjuntos dotados de operaciones
con las que se puede establecer una aritmética similar a la de los niimeros enteros. La
idea entonces, es que todos estos ejemplos tienen una misma “estructura”’ algebraica
a la que se ha dado el nombre de anillo. El concepto de anillo fue introducido por R.
Dedekind. También Hilbert empleé la palabra Zahlring, anillo de niimeros en alemén,
en el contexto de las clases residuales, probablemente en alusién a su naturaleza
“ciclica”. El primero en dar una definiciéon abstracta del concepto de anillo fue A.
Fraenkel en 1914 y la axiomatizacién actual que veremos a continuacién aparecié tres
anos mas tarde.

3.1 Definiciones y Ejemplos

Definicién 3.1. Un anillo es un conjunto no vacio A dotado de dos operaciones que
denotamos + y - que satisfacen las siguientes condiciones:
Para todo a, b, ce A

1. (a+b)+c=a+ (b+0). asociatividad de la suma
2. Existe un elemento 0 € A tal que, neutro aditivo

a+0=0+a=a.
3. Para cada a € A existe b € A tal que inverso aditivo

a+b=b+a=0.

4. a+b=>b+a. conmutatividad de la suma
5. (a-b)-c=a-(b-c). asociatividad del producto
6. a-(b+c)=a-b+a-c.

(b+c)-a=b-a+c-a. distributividad del producto sobre la suma

El anillo se dice conmutativo si
7. a-b="b-a. conmutatividad del producto
Si existe un elemento 1 € A tal que
8. a-1=1-a. neutro multiplicativo
el anillo se dice unitario.

Demostraremos después de los ejemplos que hay un tnico neutro aditivo. Andalo-
gamente, si el neutro multiplicativo existe, este es tnico. Observe que en virtud de
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la definicion, si b es inverso aditivo de a entonces a es a su vez inverso aditivo de
b. Después de los ejemplos demostraremos también que cada elemento tiene un tinico
inverso aditivo y por lo tanto podemos denotarlo por —a, asimismo, abreviaremos la
expresion a + (—b) por a — b y la llamaremos la diferencia entre a y b.

Como veremos en los ejemplos, sobre un mismo conjunto A puede definirse dis-
tintas operaciones y por lo tanto obtener distintos anillos. Debemos entonces hacer
explicitas las operaciones sobre A de las que estamos hablando, asi, en estricto rigor,
un anillo es una terna (A, +,-). Sin embargo, es habitual hablar del anillo A cuando
no hay posibilidad de confusién respecto de las operaciones.

Seguiremos la convencion de escribir ab en lugar de a - b.

Ejemplos 3.2.

1. En los dos capitulos anteriores hemos estudiado los ejemplos clasicos de anillos.
Todos ellos son conmutativos y unitarios.
Los enteros (Z,+, ).
Las clases residuales (Z,,, ®, ®, ).
Los polinomios (Q[z], +, -). También Z[z], R[], etc.

2. Los conjuntos de numeros Q, R y C dotados de las operaciones habituales también
son anillos conmutativos y unitarios.

3. Definimos 2Z = {2n : n € Z} y lo dotamos de la suma y producto de Z. Este es un
anillo conmutativo y mo unitario.

Andlogamente, para cualquier entero positivo k podemos definir el anillo kZ =

{kn : neZ}.

4. Dado un anillo cualquiera A, podemos generalizar el trabajo del Capitulo 2 y definir
el conjunto A[z] de los polinomios sobre A.

Alz] = {apz™ + ap_12" 4+ +ag : n €N, ag,ai,...,a, € A,

y las operaciones se definen como para polinomios sobre Q. A[z] es el anillo de los
polinomios sobre A.

5. El conjunto M3(R), de las matrices cuadradas de orden 2 sobre los reales, con las
operaciones de suma y producto matricial habituales, es un anillo no conmutativo

y unitario, donde
0 0 1 0
o-(00) (V)

Naturalmente, podemos extender esta idea a matrices cuadradas de orden n. Tam-
bién podemos cambiar el conjunto de las componentes. Por ejemplo, M5(C) son
las matrices de orden 5 con elementos complejos.

6. El siguiente ejemplo requiere de ciertas nociones elementales de calculo. Conside-
ramos el conjunto C[0,1] de todas las funciones continuas

f:0,1] — R,
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donde las operaciones f + g y f - g estdn definidas punto a punto:

(f+a)x) = [fl@)+g),
(f-9)x) = flx)g(x).
Este es un anillo conmutativo y unitario, jcuales son sus neutros aditivo y multi-
plicativo?
7. Los llamados enteros de Gauss, Z[i] = {m + ni : m,n € Z}, con las operaciones
habituales de los niimeros complejos es también un anillo.
8. Consideremos ahora el conjunto Z de los niimeros enteros pero con nuevas opera-
ciones definidas como sigue:

adb = a+b,
a®b = 0.
Este es un anillo conmutativo, no unitario.
9. Definimos Z x Z = {(a,b) : a,b € Z} con operaciones por coordenadas, es decir,
(a,b) + (c,d) = (a+c,b+d),
(a,b) - (¢,d) = (ac,bd).
7. x 7. asi definido es un anillo.
Resulta obvio que este ejemplo es un caso particular de una construccién mucho
mas general. Dados dos anillos cualquiera A y B, podemos definir el anillo A x B,

llamado el producto directo de A y B, con las operaciones definidas de manera
analoga a la anterior.

Teorema 3.3. En todo anillo A se verifica:

—_

Eziste un inico neutro aditivo.

El inverso aditivo de a es unico.

a0=0a=0.

a(—b) = (—a)b = —(ab).

(—a)(—b) = ab.

—(—a) = a.

Si A es unitario, entonces el neutro multiplicativo es unico.
Si A es unitario, (—1)a = —a.

(a+0b)? =a®+ab+ ba + b

© XN W

Demostracion.

1. Supongamos que existe un elemento c tal que para todoa € A, a+¢=c+a =
a, entonces en particular para a = 0,

c=0+c¢c=0.

La primera igualdad se verifica por la definicién de 0 y la segunda es por
hipdtesis.
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. Supongamos que a tiene dos inversos aditivos b y ¢. Entonces

b = b+0
= b+ (a+c)
= (b+a)+c
= 0+c¢
= c
Luego el inverso es tinico. Observe que es esta unicidad la que nos da derecho

a hablar de el inverso aditivo de a y llamarle —a. El lector debe revisar cudles
reglas de la definicién de anillo se ha usado en cada linea de la demostracién.

a0 = a(0+0)
= a0+4a0,
sumando —(a 0) a cada miembro de la ecuacién anterior, tenemos
—(a0)+a0 = —(a0)+ (a0+a0)
0 = (—(a0)4+a0)+a0
0 = 0+a0
0 = a0,

lo que termina la demostracién. De manera analoga se demuestra que 0 = 0 a.

. Observemos que

ab+a(—=b) = a(b+ (-b))
= a0
= 0.
Andlogamente, a(—b) 4+ ab = 0, es decir, a(—b) es un inverso aditivo de ab,
pero éste es unico, luego a(—b) = —(ab).
De la misma manera, (—a)b = —(ab), luego son todos iguales entre si.
. Idem 4.

. Tanto —(—a) como a son inversos aditivos de —a y como el inverso es tnico,

ellos deben ser iguales.

. Similar a la prueba de 1.
. Verificamos que (—1)a es inverso aditivo a, luego (—1)a = —a.

(a +b)? (a+0b)(a+1D)
= a(a+b)+bla+Db)
= aa+ ab+ ba + bb,

que es lo que queriamos demostrar.
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O

Los puntos 5 y 6 corresponden al famoso principio de que “menos por menos
da mas”, que de seguro le produjo problemas a mas de un lector durante la escuela
secundaria. Como vemos este es un resultado natural de los axiomas, particularmente
de la distributividad del producto sobre la suma.

Recordaremos aqui conceptos que introdujimos en capitulos anteriores pero ahora
dentro de este contexto mas general.

Definicion 3.4.

1. Sea A un anillo. Decimos que a € A es divisor del cero si a # 0y existe b # 0
tal que ab = 0.

2. Un anillo conmutativo y unitario que no tiene divisores del cero es un dominio
de integridad o simplemente un dominio.

3. En un anillo unitario A con neutro multiplicativo 1, decimos que un elemento
u es una untdad si existe un elemento v tal que

uv = vu = 1.

Tal elemento se llama inverso multiplicativo de wu. El conjunto de todas las
unidades de A se denota A*.

4. Un cuerpo es un anillo conmutativo y unitario tal que todos sus elementos
distintos del cero son unidades. Por ejemplo, los racionales Q, los reales R y
los complejos C, dotados de sus operaciones usuales son cuerpos. En este libro
sélo haremos comentarios menores acerca de los cuerpos, alli donde ayuden
a aclarar aspectos de la teorfa de anillos. Si bien podemos pensar los cuerpos
como un tipo particular de anillo, lo cierto es que los cuerpos son estructuras
algebraicas tanto o mas importantes que los anillos. El lector puede consultar
[10], [2] y otras obras para informacién sobre cuerpos.

Ya hemos visto ejemplos de anillos que son dominios: Z, Zs y Q[z]. También otros
de anillos conmutativos que no son dominios, por ejemplo, Zg4.

Los anillos no conmutativos también pueden tener divisores del cero. Considere-
mos, por ejemplo, el anillo M3 (R). Aqui

(oo)(av)=(on)

luego estas matrices son divisores del cero.
En Z, las unicas unidades son 1 y —1. En general, en cualquier anillo unitario, el
neutro multiplicativo 1 es una unidad.
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3.1.1 Ejercicios
1. Diga cudles de los siguientes conjuntos son anillos con respecto a las operaciones
habituales.

a) {m+nv2:m,n €7},
b) {m+nV2:m,ncZ},
) {m+nV2+pVi:mn,pel}

d) {%:m,n€Z, (mmn)=1 yn esimpar},
e {pﬂr :m € Z,r > 1, p un primo fijo}.
2. En Z x 7Z definimos las siguientes operaciones.
(@h) +(ed) = (a+eb+d),
(a,b) - (¢,d) = (ac+bd,ad+ bc+ bd).

Verifique que este es un anillo conmutativo, jes este un dominio de integridad?
3. En Z definimos las nuevas operaciones:

a®b = a+b-—1,
a®b = a+0b-—ab.

Verifique que este es un anillo conmutativo y unitario. Encuentre sus neutros aditivo
y multiplicativo, ;jes este un dominio de integridad?
4. Verifique que los siguientes conjuntos de nimeros enteros, con las operaciones ha-
bituales, satisfacen todos los axiomas de anillos excepto uno.
a) El conjunto de todos los nimeros impares més 0.
b) El conjunto de todos los enteros no negativos.
5. Dé dos ejemplos de anillos unitarios en los que 1 = —1.
6. Encuentre todas las unidades de los anillos
a) Zz] y Q[z],
b) Zs, Zg, Z11, Z12 y en general, Z,,
C) Mg (R)
7. Demuestre que el inverso de una unidad es una unidad.
8. Demuestre que las unidades se pueden cancelar, es decir, si w es una unidad y
ua = ub o bien au = bu, entonces a = b.

3.2 Subanillos e Ideales

En la seccién anterior vimos ejemplos de anillos que estan contenidos en otros anillos
mdés grandes, por ejemplo, Z estd contenido en Q. Formalizaremos aqui estas ideas.

3.2.1 Definiciones y Ejemplos

Definicién 3.5. Si A es un anillo, un subconjunto no vacio B de A es un subanillo

de A siy sélo si B es un anillo si se le considera dotado de las mismas operaciones de

A restringidas a B. Esto significa que si a y b € B, entonces a+b€ B y abé€ B.
Escribimos en este caso B < A.
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Esta definicién implica que B estd cerrado bajo las dos operaciones, contiene al
neutro 0 y contiene los inversos aditivos de todos sus elementos.

Teorema 3.6. B es un subanillo de A si sélo si BC A, B#0 y B es cerrado
bajo la diferencia y el producto, i.e., para todo x,y € B,

r—yeB y zyebB.

Demostracion. Que la primera afirmaciéon implica la segunda es obvio.
Supongamos entonces que para todoz,y € B,z —y€ B y zy € B.
Como B no es vacio, tomemos a € B. Por la primera propiedad,

0=a—a€B,
es decir, B tiene elemento neutro. Ademads, usando nuevamente la primera propiedad,
—a=0—-a€B,

o sea, B contiene los inversos aditivos de todos sus elementos. Por tltimo, para todo
a,be B

a+b=a—-(-b) € B,
o sea, B es cerrado bajo la suma. Como por hipotesis B también es cerrado bajo el
producto, las operaciones estan bien definidas.

Observemos ahora que las propiedades de asociatividad de la suma y del producto,
la conmutatividad de la suma y la distributividad del producto sobre la suma se
verifican en todo el anillo A, luego con mayor razén se verifican sobre B. Por 1ltimo,
como vimos antes, el neutro 0 € B y B es cerrado bajo inversos aditivos. Por lo tanto,
B es un anillo. O

Ejemplos 3.7.

Z<Q<R<C.

Para cualquier entero positivo k, kZ < 7Z.

Zli) < C.

{0,2} < Zy.

Todo anillo A tiene por lo menos dos subanillos, {0} y A. El anillo {0} es conocido
como el anillo trivial.

6. Definimos Q[v/3] = {a + bv/3: a,b € Q}. Entonces Q < Q[v3] <R.

G o =

Definicién 3.8. Si A es un anillo, un subconjunto no vacio Z de A es un ideal de A
si y solo si

1. ParatodoabeZ,a—beXl.

2. ParatodoaceZyre AjareZyracl.

Esta tultima propiedad es conocida como absorcion, decimos que los ideales son
absorbentes.
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Observe que todo ideal de A es un subanillo. El reciproco no es cierto, por ejemplo,
7Z es un subanillo de Q, pero no es ideal de Q ya que

2 2 6

Ejemplos 3.9.

1. El ejemplo clasico de ideal de Z es kZ para algtin entero positivo k.

2. Sea T = {p(z) € Q[x] : el término constante de p(z) es 0}. Entonces Z es un ideal
de Q[z].

3. Z x {0} es un ideal de Z x Z. (Con las operaciones por coordenadas definidas més
arriba en los ejemplos 3.2).

4. A ={(n,n):n € Z} es un subanillo de Z x Z que no es un ideal de Z x Z.

5. Todo anillo A tiene por lo menos dos ideales, {0} y A. Estos se conocen como los
ideales triviales de A.

6. Un cuerpo no tiene ideales no triviales. En efecto, si Z es un ideal no trivial de un
cuerpo K, entonces existe k € K, con k # 0. Pero entonces existe k! € K y por
absorcién, 1 =k"1k e T.

Sea a € A, entonces por absorcién nuevamente a = al € Z,o0sea, ACZy
por lo tanto A =7 y el ideal es trivial.

En el dltimo ejemplo se demuestra el siguiente lema que es a veces ttil.

Lema 3.10. SiZ es un ideal del anillo unitario A y 1 € Z, entonces T = A.

3.2.2 Ideales Principales e Ideales Maximales

El siguiente teorema nos dice que la interseccién de (un conjunto arbitrario de) ideales
de un anillo es también un ideal.

Teorema 3.11. Sea J un conjunto cualquiera de indices. Si para cada j € J, I; es
un ideal, entonces T = mngIj es un ideal.

Demostracién. Como 0 € Z;, para todo j, tenemos que 0 € )
iltimo es no—vacio.

Sizeye€Z, entonces x e y € Z; para todo j, tenemos que z —y € Z;, para todo
j,luego z —y € ﬂje ;1 Z;, luego este tltimo es cerrado bajo diferencias.

Sia€ Ay xcZ, entonces x € Z; para todo j, tenemos que az y za € Z;, para
todo j, luego ax y xa € ﬂjeJIj, luego este tultimo es absorbente por ambos lados.

Por lo tanto, Z es un ideal de A. O

j€JIj7 luego este

Resulta natural preguntarse si la uniéon de ideales es o no un ideal. El siguiente

ejemplo demuestra que ni siquiera la unién de tan sélo dos ideales tiene que ser un
ideal.

74



RENATO LEWIN

Consideremos los ideales 2Z y 37Z de Z. Entonces como 2, 3 € 2Z U 3Z, si éste
fuera un ideal,

1=3-2€2ZU3Z,

va que los ideales son cerrados bajo diferencias, pero 1 ¢ 27 U 3Z, luego 2Z U 37Z no
es un ideal de Z, de hecho ni siquiera es un subanillo de Z.

Definicién 3.12. Si X es un subconjunto de un anillo A, llamamos ideal generado
por X al ideal mds pequenio de A que contiene a X. Lo denotaremos (X).

Si X = {a} el ideal generado por X se llama ideal principal generado por a y se
le denota {(a).

Es facil ver que si X C A entonces el ideal de A generado por X siempre existe,
para ello basta considerar

ﬂ{I: T esideal de Ay X CT}.

Por el teorema 3.11 esta interseccion es un ideal que obviamente contiene a X. Falta
sélo ver que este es el ideal mas pequeno que contiene a X. Esto es inmediato.

Teorema 3.13. Si A es un anillo conmutativo y unitario, entonces el ideal principal
generado por a es

(a) ={za:xz € A}

Demostracion. Sea Z = {za : © € A}. Es claro que Z # ) ya que a = la € Z.
Siu = xay v = ya son elementos de Z, entonces u —v = za —ya = (x —y)a € L.
Siu=2xza€Zybec A, entonces bu = ub = b(xa) = (bx)a € Z. Es decir, T es
no vacio, cerrado bajo diferencias y absorbente, luego Z es un ideal de A que ademaés
contiene a a. Es claro que cualquier ideal que contenga a a, deberd contener a Z,
luego este es el ideal més pequenio que contiene a a, por lo tanto, Z = (a). ([l

Teorema 3.14.

1. Todos los ideales de 7. son principales.
2. Todos los ideales de Q[x] son principales.

Demostracién. Probaremos sélo 1, ya que la demostracion de 2 es totalmente analo-
ga.
Sea 7 un ideal de Z. Si Z = {0}, entonces Z = 0 Z es un ideal principal.
Si no, existe a € Z, a # 0 y podemos suponer que a es positivo pues si no lo es, su
inverso, que también pertenece a Z, es positivo. Por lo tanto A ={m € Z : m > 0} es
un conjunto no vacio de enteros positivos y, por lo tanto, tiene un menor elemento al
que llamaremos n.

Demostraremos ahora que todo elemento de Z es un multiplo de n.
Sea m € Z. Por el algoritmo de la division, existen enteros ¢ y r, donde 0 < r < n,
tales que m = ng + r.
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Supongamos que r # 0. Entonces por la definicién de ideal, como n € Z, nq € Z
y por lo tanto
O<r=m-—-nqgel.
Pero esto contradice la minimalidad de n. Luego » = 0 y m es un multiplo de n.
Observe que en esta demostracién se ocupan las dos condiciones que definen un
ideal: la absorcion y que es cerrado bajo diferencias. ]

El lector podria quedarse con la idea de que todos lo ideales de cualquier anillo
son principales, en efecto, no hemos dado todavia un ejemplo de un ideal no principal.

Ejemplo 3.15. Consideremos el anillo Z[x] y el ideal generado por {2,z}. Es ficil
comprobar que
({2,2}) = {2p(2) + 2q(x) : p(z), q(z) € Zz]}.
En particular esto implica que, ({2, x}) # Z[z]}, ya que, por ejemplo, 1 ¢ ({2, x}).
Supongamos que ({2, x}) es principal. Entonces existe un polinomio p(z) € Zx]

tal que
({2,2}) = (p(2)).
Como 2 € ({2,2}), p(z) | 2, lo que implica que p(x) es un polinomio constante.
Es més, o bien p(z) =1 o p(x) = 2.
Por otra parte, z € ({2,z}), luego p(z) | =, vale decir, p(xz) debe ser 1. Pero
entonces (p(x)) = Z[z], lo que es una contradiccién.

Definicién 3.16. Un ideal M de un anillo A se dice mazximal siy sélosi M £ Ay
para todo ideal N de A, si M & N C A, entonces N = A.

En otras palabras, un ideal es maximal si no esta contenido en ningiin otro ideal
no trivial.

Ejemplos 3.17.

1. El ideal 3Z de Z es maximal.

2. El ideal (2% + 1) de Q[z] es maximal.

3. El ideal 4 Z de Z no es maximal ya que 4 Z & 2 Z # Z.

Mas generalmente podemos demostrar el siguiente teorema.

Teorema 3.18.
1. Si M es un ideal de Z, entonces M es mazimal si sélo si M = p Z, para
algun primo p.
2. St M es ideal de Q[x], entonces M es mazimal si y sdlo si M = (p(x)), para
algin polinomio irreducible p(x).

Demostracion. 1. Sea M un ideal de Z. Sabemos que todo ideal de Z es principal,
o sea, M = m Z, para algin m.
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Si m no es primo, digamos m = pq, donde p # £1 , g # £1, entonces p Z es un
ideal de Z tal que
MGpZL#1LZ,
luego M no es maximal.
Sim es primo y N'=n Z es otro ideal de Z tal que

M=mZ%nZ,

entonces m € nZ, por lo tanto n | m, pero m es primo, luego n = 1, y por lo tanto,
N =17, o sea M es maximal.
2. La demostracion es anédloga a la de 1 y se deja como ejercicio. (]

3.2.3 Anillos Cuociente

En el Capitulo 1 vimos que las clases residuales podian dotarse de operaciones que
heredan las principales propiedades de los enteros, pero adquieren otras, por ejemplo,
pueden aparecer divisores del cero, o nuevas unidades. Sucede que ese no es mas que
un ejemplo de una construccién totalmente general que se puede hacer en cualquier
anillo. Esta consiste en definir una relacién de equivalencia y luego dotar al conjunto de
clases de equivalencia de operaciones que le den estructura de anillo con propiedades
especiales, que no tiene el anillo original. Esta construccién se hace no sélo con anillos
sino con grupos, esto lo veremos en el Capitulo 5, y con otras estructuras algebraicas.
Mas atn, se construyen estructuras cuociente en todos los campos de la matemaética,
no sélo en el algebra. En la préxima subseccién veremos su aplicaciéon mas notable en
el contexto de los anillos.

Teorema 3.19. Sea A un anillo, T un ideal de A, entonces la relacion

a~b siysdlosi a—beT,

es una relacion de equivalencia.

Mds atn, st a1 ~ by y as ~ ba, entonces
—ax ~ _b17
a;+az ~ by + b,
ajay b1b2.

Demostracién. Para todo a € A, a —a =0 € Z, luego ~ es reflexiva.
Sia—beZ, entonces b—a € Z, luego ~ es simétrica.
Sia—beZyb—ceZ, susuma, a—c € Z, luego, ~ es transitiva.
Supongamos ahora que a; ~ by. O sea, a; — by € Z. Entonces —(ay — by) € Z,

luego (—ay) — (=b1) € Z, 0 sea, —ay ~ —by.

Siaj ~ by y as ~ by, entonces
(a1 + ag) - (b1 + b2) = (a1 — bl) + ((l2 - b2) e,

yva que Z es cerrado bajo sumas.
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Por 1ltimo, si a; ~ b1 y as ~ by, entonces por absorcion,

aijag — b1a2 = (a1 — bl)QQ el
biaz —biby = bi(ag —by) €L,

y sumando,
aras — biby € 1.
g

Observe que en la demostracién anterior hemos usado toda la fuerza de la defini-
cién de ideal.
También debemos notar que la clase de equivalencia de un elemento a € A es

{beAia~b}={bcA:a-beIl}={a+i:ie€T}.
Esto motiva la siguiente notacion.

Definicién 3.20. Sea A un anillo, Z un ideal de A, denotaremos a + Z la clase de
equivalencia de a y la llamaremos clase de a mddulo Z. El conjunto de todas las clases
de equivalencia se denotard A | Z.

Teorema 3.21. Sea A un anillo, T un ideal de A, entonces A | T dotado de las
operaciones

(@+T)+b+T) = (@+b)+7
(a+I)-(b+7) = ab+1,

es un anillo.' Este se llama el anillo cuociente de A por T.

En este anillo, el neutro aditivo es la clase de 0 es decir 0 +7Z = Z. Ademds el
inverso aditivo es —(a+ZI) = —a+T.

Si A es conmutativo, entonces A | T es conmutativo. Si A es unitario, entonces
A | T es unitario.

Demostracién. Lo importante de demostrar aqui es que las operaciones estan bien
definidas. En efecto, definimos la suma de dos clases cuyos representantes son a y b,
respectivamente, como la clase cuyo representante es a+b. Lo mismo para el producto,
;,como sabemos que si cambiamos de representantes vamos a tener la misma clase como
resultado?

1Es necesario hacer notar que en la definicién de la suma, el simbolo “4” es usado en tres sentidos
distintos. En la primera, tercera y quinta apariciones, por ejemplo en a+Z, 4+ no indica una suma
en absoluto, es sélo un simbolo 1til para denotar la clase. En la segunda aparicién, (a + Z)+(b + )
denota la suma de clases que estamos definiendo. En la cuarta aparicién (a+b) + Z, denota la suma
en el anillo original A.
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Supongamos que a ~ a’ y que b ~ V. Entonces sus clases a +Z = a’' + T y
b+7Z =V + . Pero por el Teorema 3.19, a +b ~ a’ + ' y, por lo tanto, sus clases
son iguales, o sea, (a +b) +Z = (¢’ + V') + Z, por lo tanto

(a+D)+b+IL)=(a+b)+ZT= (" +b)+ZT= (" +I)+ ¥ +1)

y la suma estd bien definida pues no depende de los representantes de las clases.
Algo analogo se puede hacer para la multiplicacion.

Ahora que tenemos operaciones bien definidas debemos demostrar que A | Z es
un anillo. Vemos que las propiedades de A son heredadas por A | Z. Por ejemplo,
la asociatividad de ambas operaciones se sigue inmediatamente porque es traspasada
por la asociatividad de las operaciones respectivas de los representantes.

((a+2)+B+I))+(c+I)=((a+b)+I)+(c+1I)=
(((a+b)+c)+I)=((a+(b+c)+1I)=
(a+D)+((b+c)+D)=(a+D)+((b+T)+(c+1)).
O

Debemos observar que la relacién definida anteriormente, en el caso del anillo Z
y del ideal Z = n Z, coincide con las congruencias médulo n. As{ mismo, Z | n Z = Z,
y m=m+ nZ.

3.2.4 Cuociente médulo un ideal maximal

Probablemente el caso mas importante, es aquel en que el cuociente se hace médulo un
ideal maximal. En este caso se obtiene una estructura mucho mas rica, la de cuerpo,
es decir un anillo conmutativo y unitario en el que todos los elementos no nulos tienen
inverso multiplicativo

Teorema 3.22. Sea A un dominio y M un ideal de A. Entonces M es mazximal si
y sdlo si A | M es un cuerpo.

Demostracion. Supongamos que M es un ideal maximal de A. Sea a + M un
elemento no nulo del cuociente A | M. Esto quiere decir que a ¢ M pues si no,
a+ M = M que es el neutro en el cuociente.
Consideremos ahora el ideal N generado por MU{a}. Es claro que M ¢ N, pero
como M es maximal, necesariamente A’ = A. En particular esto implica que 1 € N.
Veamos ahora la estructura de A. Es facil ver que N es igual a

N ={za+m :2€ A, me M}.

En efecto, el conjunto asf definido es no vacio ya que contiene tanto a a como M. N’
es cerrado bajo diferencias porque (za + my) — (ya+ ms) = (x — y)a + (my — ma).
Por ultimo, N/ absorbe, ya que y(za+m) = yza+ym = za+m’ ya que M absorbe.
Como N es el mds pequerio ideal que contiene a M U {a}, N/ = N.
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Pero entonces 1 = za + m para algin € A y algin m € M esto equivale a decir
que 1 —za € M, o0sea, 1+ M =za+ M = (x+ M)(a+ M). Pero esto nos dice que
x4+ M es el inverso de a + M en A | M. Hemos demostrado que todo elemento no
nulo de A | M es una unidad, es decir, A | M es un cuerpo.

Supongamos ahora que A | M es un cuerpo pero que M no es un ideal maximal.
Entonces existe un ideal " de A tal que M G N ¢ A.

Observemos que N es en particular un anillo, mds atin, M es también un ideal
de NV, por lo tanto podemos formar el cuociente A/ | M. Todo esto es inmediato de
las definiciones, lo interesante para esta demostracién es que N' | M es un ideal de
Al M.

En efecto, es claro que N | M no es vacio. Si (ny + M), y (ng + M) e N' | M,
entonces n; —ny € Ny por lo tanto (ny + M) — (na+ M) = (n; —n2) + M e N' | M,
o sea, (n1 + M),y (n2 + M) € N | M es cerrado bajo diferencias. Para ver que
también absorbe, vemos que el producto de (z + M) € A| M por (n+ M) e N' | M
es (z+ M)(n+ M) = (zn+ M) € N | M, porque zn € N. Esto demuestra que
N | M es un ideal de A | M.

Ahora recordamos que, como vimos en Ejemplos 3.9, 6, como A | M es un cuerpo,
no tiene ideales no triviales, por lo tanto, o bien N' | M = {0+ M} = {M} o bien
N|IM=A|M,osea, N = M o bien N = A, lo que contradice nuestra hipdtesis,
por lo tanto M es ideal maximal. O

Ejemplo 3.23. Consideremos el anillo de polinomios R[z] y el ideal generado por 2+
1. Como 2% +1 es irreducible, (x%+1) es maximal. Entonces el cuociente R[x] | (z?+1)
es un cuerpo, ;podemos adivinar a qué cuerpo conocido se parece?

Miremos primero el aspecto de los elementos de R[z] | (22 + 1). Escribiremos
M = (2 +1).

Dado cualquier p(z) € R[z], por el algoritmo de la divisién,
p(@) = g(z)(@* +1) + (br +a)
luego
p(x) + M = (a+bzx) + M.
porque g(z)(z% + 1) € (x? 4+ 1). Veamos las operaciones.

((a+bx)+ M)+ ((c+dx)+ M) = ((a+c)+(b+dz)+M

((a+bx)+M)-((c+dz)+ M) = ((ac)+ (ad+ cb)z + bdz?) + M
((ac —bd) + (ad + cb)x + bd(z* + 1)) + M
((ac—bd) + (ad + cb)x ) + M

porque bd(z? + 1) € M = (2 + 1).
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Observemos ademas que
(r4+MP =24+ M=-1+@*+1)+M=-1+M,
asi, si llamamos i = z + M tenemos que en R[z] | (z* + 1), i = —1 y que
Rlz] | (> +1) = {a+bi : a,b € R}.

Acabamos de construir un cuerpo que contiene en forma natural a R (como aque-
llos elementos de la forma a + M) y que ademds contiene una raiz del polinomio
f(X) = X2 4+ 1, (a saber, i = x + M). Cualquier parecido con el cuerpo de los
nimeros complejos no es una coincidencia.

Esta es una técnica estandar en la teoria de cuerpos. Consiste en tomar un poli-
nomio p(z) irreducible sobre Q[z] o R[z], (en realidad se puede hacer con anillos de
polinomios més generales). Enseguida se toma el ideal (maximal) generado por ese
polinomio y se construye el cuociente. El resultado serd un cuerpo que contiene a Q
0 a R y que ademds contiene una raiz del polinomio p(z) .

3.2.5 Ejercicios
1. Diga cudles de los siguientes conjuntos con las operaciones matriciales habituales
son subanillos de M3 (R).

a) {(8 8>:a,b€Z}, b) {(Z 8):a,beZ},
c) {(8 2):@,1)62}, d) {(Z 8>:a,b,c€R},
e) {(8 Z):a,beR}, ) {(8 2>:a7beR}.

. . Encuentre todos los subanillos de Z4, Zs, Z12, Z, ;cuéles de estos son ideales?

Encuentre el menor subanillo de R que contiene a Z y al ntiimero 7.

. (Es Z3 un subanillo de Z?, jde Zg?, jpor qué?

Encuentre un anillo de 17 elementos. Encuentre un anillo de 17 elementos que no

sea unitario.

6. Suponga que S; es subanillo de A; y que S5 es subanillo de As. Demuestre que
S1 X Sy es subanillo de Ay X As, jes cualquier subanillo de A; X Ay de esa forma?

7. En Z demuestre que (m) N (n) = ([n,m]), donde [n,m] es el minimo comiin
multiplo de n y m.

8. En el anillo C[0, 1] de todas las funciones reales continuas sobre [0, 1] demuestre
que Z = {f € C[0,1] : f(3) = 0} es un ideal, jes este un ideal maximal?

9. Demuestre que en Ms(R) no hay ideales no triviales.

G o
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10. Demuestre que en Z[z]

({2,2}) = {2p(x) + zq(z) : p(x),q(z) € Z[z]},

como se afirma en el ejemplo 3.15 del texto.

11. Demuestre que el conjunto de los polinomios de Z[z] tales que todos sus coefi-
cientes son divisibles por 3 es un ideal principal de Z[z].

12. En el ejemplo anterior construya el anillo cuociente, ja qué anillo conocido es
isomorfo?

13. Repita los dos ejercicios anteriores con el anillo Q[z] y el ideal principal generado
por el polinomio z% — 2.

14. Demuestre las afirmaciones que no se demostraron en el teorema 3.21.

3.3 Homomorfismos e Isomorfismos

Definicién 3.24. Sean A y B dos anillos. Una funcién f: A — B es un homomor-
fismo si y sélo si

fle+y) = flz)+ f(y),
fley) = f(@)f(y)

Decimos también que B es una imagen homomorfa de A.

Es importante notar que las operaciones que aparecen a la izquierda de las ecua-
ciones anteriores no son las mismas que aparecen en el lado derecho. Las primeras
corresponden a las operaciones del anillo A y las segundas a las del anillo B. En rigor,
deberiamos usar simbolos distintos, sin embargo, usamos los mismos, ya que, como
en general no hay posibilidad de confusion, ésta es la practica comun.

Teorema 3.25. Si f es un homomorfismo,

1. f(0)=0
2. f(=a)=—f(a)

Demostracion. Para demostrar 1,
f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0).

Restando f(0) a cada lado, obtenemos 0 = f(0).
Para demostrar 2,

fla) + f(=a) = f(a—a) = f(0) =0,
f(=a) + f(a) = f(-a+a) = f(0) =0,

luego por la unicidad del inverso aditivo, f(—a) = —f(a). O
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Ejemplos 3.26. Los siguientes son homomorfismos.

1.
1z — 7Zy
k — k
2.
f:Z — Qla]
kE — k
3.
f:Z — A
k — Oy,

donde A es un anillo cualquiera y 04 es el neutro de A. Este se llama el homomor-
fismo trivial.
4.

f:€C — C
a+bi — a-—bi
La siguiente definicién introduce cierta nomenclatura muy usada.

Definicién 3.27. Si f: A — B es un homomorfismo, diremos que f es:

1. Monomorfismo, si f es inyectiva.

2. Epimorfismo, si [ es sobreyectiva.

3. Isomorfismo, si f es biyectiva. Decimos en tal caso que los anillos A y B son
isomorfos.

4. Automorfismo, si f es isomorfismo y A = B.

Ejemplos 3.28.
1. Consideremos la funcién
fZ — ZxZ
Entonces
fn+m) = (n+mn+m)=(nn)+(m,m)=f(n)+ f(m)
flnm) = (nm,nm) = (n,n)(m,m) = f(n) f(m),

f es un homomorfismo y es inyectivo, o sea, f es un monomorfismo.
2. Consideremos el anillo de matrices

a={( % 1) averl.
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Entonces A es isomorfo al anillo C de los nimeros complejos. En efecto, la funcién

( a b) .
— a+ bi
-b a

es un isomorfismo. Comprobemos que se comporta bien con respecto al producto.

a b c d\ _ ac—bd  ad+bc
b a —d ¢ )\ —(ad+bc) ac—bd
Por lo tanto, la imagen del producto es el niimero complejo
ac — bd + (ad + be)i,

que es igual al producto de las imagenes de los factores.

La suma también es respetada y también es claro que la funcién es una biyec-
cién. Ambos se dejan como ejercicio.

Observamos que A y C al ser isomorfos, son algebraicamente iguales, es decir,
son “el mismo” anillo con distinta representacion. Por ejemplo, las matrices

ov) e ()

se comportan como los complejos 1 e ¢ respectivamente, de forma que

(ab 2) = al+bi,

representacién en la que queda de manifiesto la correspondencia. O

Definicién 3.29. Si f: A — B es un homomorfismo,
1. ker f={a€ A: f(a) =0} esel nicleo o kernel de f.
2. Imf={f(a) € B:a€ A} esla imagen de A por f.
Teorema 3.30. Si f : A — B es homomorfismo, entonces

1. ker f es un ideal de A.
2. Im f es un subanillo de A.

Demostracion.
1. En primer lugar, como 0 € ker f, éste no es vacio.
Sean a y b dos elementos del kernel de f. Entonces

fla=b) = f(a) - f(b) =0-0=0,

luego a — b € ker f y éste es cerrado bajo diferencias.
Sia€ker fyre A, entonces

flar) = f(a)f(r) = 0f(r) =0,
luego ar € ker f. Andlogamente, ra € ker f, es decir ker f es absorbente, por lo
tanto ker f es un ideal de A.
2. Como f(0) =0, Im f no es vacfo.
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Sean r y s elementos de I'm f. Entonces existen a, b € A tales que

r=f(a)ys=f(b)
Por lo tanto
r—s=fla) = f(b)=fla—b) eImf
y
rs = f(a)f(b) = f(ab) € Im f,
o sea, Im f es cerrado bajo diferencias y productos, luego por el Teorema 3.6, Im f <
B. |

Luego de demostrar el teorema anterior, resulta natural preguntarse si I'm f es o
no un ideal de B. El siguiente ejemplo responde esta pregunta.

Ejemplo 3.31. Consideremos el homomorfismo

72 — ZxZ

n +— (n,n)
del ejercicio anterior. Vemos que Im f no es un ideal de B ya que, por ejemplo,
(1,0)-(2,2) = (2,0) ¢ Im [,
es decir, I'm f no absorbe y por lo tanto no es ideal.
Teorema 3.32. Sea f: A — B un homomorfismo, entonces
f es 1-1 si y sdlo si ker f = {0}.

Demostracién. Supongamos primero que f es 1-1. Entonces, si a € ker f, f(a) =
0 = f(0), y por lo tanto a = 0.

En la otra direccién, supongamos que ker f = {0}. Entonces, si f(a) = f(b)
tenemos f(a —b) = f(a) — f(b) = 0, 0 sea, a—b € ker f. Luego por hipdtesis
a—b=0,0lo que es lo mismo, a =»b, es decir f es 1-1. O

El siguiente teorema es una suerte de reciproco del Teorema 3.30,1. En él demos-
tramos que todo ideal es el nucleo de algin homomorfismo.

Teorema 3.33. Sea Z un ideal de A, entonces
T A — A|Z
a — a+Z

es un homomorfismo. FEste se llama el homomorfismo canoénico.
Mas ain, ker m = 1.
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Demostracién. Por la forma en que se definieron las operaciones de A | Z,
7 es obviamente un homomorfismo.
Para ver que ker m = Z, basta recordar que el neutro de A | Z es Z, luego

ac€kerm siysélosi w(a)=7T
siysblosi a+Z=71

siysélosi a€Z.

O

El ultimo teorema de este capitulo es conocido como el Primer Teorema de Iso-
morfismo porque en las presentaciones habituales de la teoria de anillos siempre se
incluyen otros dos teoremas (ver ejercicios). Su mayor utilidad es que permite identifi-
car ciertos anillos cuociente como anillos ya conocidos, y a la inversa, permite observar
que dos anillos aparentemente distintos estan relacionados de una manera natural, a
saber, uno es un cuociente del otro por algtin ideal.

Un ejemplo de esta aplicacién es el Ejercicio 3.23. En él se toma un anillo y un
ideal y se comprueba que ese cuociente es nada menos que el cuerpo (en particular es
un anillo) de los niimeros complejos.

Teorema 3.34. Primer Teorema de Isomorfismo.
Sea f: A —> B un epimorfismo, entonces

p:Alkerf — B
a+ker f — f(a)

es un isomorfismo.

Demostracion. Debemos demostrar primero que ¢ es una funcién bien definida, es
decir, no depende del representante de la clase de equivalencia que estemos usando.
Tenemos que

a+ker f=b+ker f siysélosi a—be¢ckerf
siysélosi  f(a)— f(b)=f(la—0)=0
siysélosi  f(a) = f(b)
siysélosi  p(a+ker f)=p(b+ ker f)

y esto demuestra no sélo que ¢ estd bien definida (=), sino también que es inyectiva
(<)
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Por otra parte,
o((a+ker )+ (b+ker f)) = o((a+Db)+ker f)
fla+b)
fla)+ f(b)
(a+ ker )+ o(b+ ker f),

= o
o((a+ker f)-(b+ker f)) = o((ab) + ker f)
f(ab)
f(a)f(b)
= (a+ ker f)o(b+ ker f),

es decir, ¢ es un homomorfismo.
Por tultimo, si b € B, como f es sobreyectiva, existe a € A tal que b = f(a), luego

b=p(a+ker f).

Por lo tanto ¢ es sobreyectiva. (]

Ejemplo 3.35. Sea A el anillo de todas las funciones continuas f : [0,1] — R con
las operaciones definidas como en el ejemplo 3.2,6 y sea

T={feA:f(;)=0}

Podemos facilmente verificar que Z es un ideal de A. Si definimos

p:A — R
o Q)
entonces 1 1 .
p(f+9)=([+9)5) =I5 +9(35) = ¢(f) +el9)
o -9) = (F-9)(5) = 1(3) 9(3) = o(1) (o).

es decir, ¢ es un homomorfismo.
Obviamente ¢ es sobreyectiva, en efecto, si r € R consideramos la funciéon cons-
tante f(z) =r. Entonces fe A y r=o(f).

Sea f € ker ¢, entonces f(%) =0, y por lo tanto ker ¢ = Z. Luego, en virtud del
teorema anterior, A | Z y R son isomorfos.

Ejemplo 3.36. Otra aplicacién del teorema es la identificacién de las imagenes ho-
momorfas posibles de un anillo. En efecto, como todas las imagenes homomorfas de
un anillo son isomorfas a algin cuociente y, a su vez, estos dependen de los ideales,
habra a lo mas tantas imagenes isomorfas como ideales tiene el anillo. Por ejemplo
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consideremos el anillo Z15. Los ideales y sus respectivos cuocientes estan dados en la

siguiente tabla

Ideal Cuociente Isomorfo con
{0} Z12 |{0} VAL

(2) Z12 | (2) Lo

(3) Zaz | (3) Z3

(4) Z1a | (4) 74

(6) Z12 | (6) 76

AD) Zaa | Z12 {0},

por lo tanto sélo los anillos de la dltima columna (o isomorfos a ellos) pueden ser
iméagenes homomorfas de Zi5. Dejamos como ejercicio la verificacién de estos resul-
tados. Para efectuar los calculos se sugiere escribir las clases y hacer una tabla de las
respectivas operaciones. Verificar enseguida que estas corresponden a las operaciones
de los anillos indicados.

3.3.1 Ejercicios
1. Para cada uno de los siguientes casos, determine si ¢ : Z3 — Zs3 es inyectiva,
sobreyectiva, homomorfismo, isomorfismo.

a) p(z) =2z,
b) p(z) =2+,
) p(r) = —u,
d) ¢(z) = a?,
e) p(x) = a3

2. Repita el ejercicio anterior con Zgs reemplazado por Zs, Zg, Zp,.

3. Para cada r € R definimos la funcién f, : Q[z] — R por f.(p(z)) = p(r). De-
muestre que este es un homomorfismo. Este se llama homomorfismo de evaluacion.
Encuentre el kernel de f,..

4. Verifique que la funcién

@ Zlg — Z6
aig G,
donde g,, es la clase de a médulo m, es un homomorfismo, jes ¢ sobreyectiva?,
jcudl es su kernel?
5. Suponga que m | n. Generalizamos el problema anterior definiendo

P Zn — Z?n

Ap > Q-
Demuestre que este es un epimorfismo. Encuentre su kernel, jqué sucede si m { n?
6. Encuentre todos los homomorfismos de Z en Z. De Z en Zg. De Z en Z,,. De Z,,
en Zy,.
Indicacion: Demuestre primero que todo homomorfismo ¢ con dominio Z o Z,,
estd determinado por (1), es esto cierto si el dominio es otro anillo?
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7. Considere los anillos
Zji) = {a+bi:abelZ},
Z[V2] {a+bV2:a,beZ},
ZIV3] {a+bV3:a,beZ}.

. Son algunos de estos isomorfos?
8. El segundo teorema de isomorfismo. Sean I y J ideales del anillo A y sea
I + J el ideal generado por I U J. Demuestre que
a) I'NJ esideal de I,
b) J esideal de I+ J,
c)p: I — I+J|J
a— a+J
es un epimorfismo,
d) ker o =1NJ,
e) Concluyaque I|INJ=T+J]J.
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Capitulo 4: Permutaciones, Isometrias, Simetrias

En este capitulo estudiaremos ciertos conjuntos de biyecciones de un conjunto A en
si mismo, dotados de la operacién natural, la composicién de funciones. Como sabe-
mos, sin importar cudl es el conjunto A, la composicion de dos biyecciones es también
una biyeccién. Habitualmente nos referiremos a la composicién de dos biyecciones o
y 7 como el producto de o y T.

Como veremos, estos conjuntos de funciones dotados de esta operacién tienen una
serie de propiedades que pueden ser analizadas desde el punto de vista algebraico. El
propdsito de este capitulo es estudiar en forma intuitiva algunos de estos ejemplos,
que suponemos mas o menos conocidos por el lector y hacer notar algunas propiedades
comunes a todos ellos. En el proximo capitulo se desarrollard una teoria general, la
teoria de grupos que los abarca a todos. De hecho, los trabajos de Lagrange, Abel y
Galois a fines del siglo XVIII y comienzos del XIX sobre grupos de permutaciones,
son el origen de toda la teoria abstracta de grupos desarrollada méas tarde por Cauchy
y Cayley.

Nos referiremos en primer lugar a algunas propiedades de todos estos ejemplos.
En primer lugar, si f, g y h son funciones de un conjunto cualquiera en si mismo,
entonces

folgoh)=(fog)oh,

es decir, la composicion de funciones es asociativa, sin embargo, en general

fog#golf,
es decir, la composicién de funciones no es conmutativa.

También sabemos que existe una biyeccion, la funcién identidad Id, que no pro-
duce ningtn efecto en el conjunto A y que, por lo tanto, al componerla con cualquier
otra biyeccién o, el resultado sobre A es el mismo que si hiciéramos actuar sélo a o,
esto es,

cold=1Idoo=o.

Nos referiremos a ella como la identidad o la biyeccion trivial.

Por dltimo, toda biyeccion tiene una inversa, es decir, dada una biyeccion o,
existe otra, habitualmente denotada ¢~!, que invierte la accién de o sobre A, es
decir, si o(a) = b, entonces o~1(b) = a, esto se resume en las siguientes ecuaciones

cooc t=0"too=1Id.

Estas tres propiedades, asociatividad de la composicion, existencia de un elemento
que no altera el resultado al ser operado con cualquier otro, (similar al 0 en la suma de
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los niimeros enteros), y la existencia para cada elemento de otro que, por asi decirlo,
actia al revés, son las propiedades que nos interesaran en el préximo capitulo. Por
el momento sélo tendremos presente estos hechos ya conocidos y los usaremos sin
mencionarlos.

4.1 Permutaciones

En esta seccién estudiaremos el conjunto de todas las biyecciones de un conjunto en
si{ mismo. Nos limitaremos aqui al caso de un conjunto finito A = {a1,as,...,a,}, de
hecho, sin pérdida de generalidad, nos basta con considerar las permutaciones de los
indices de los elementos del conjunto A, es decir, estudiar todas las permutaciones del
conjunto

{1,2,...,n},
es decir,
Sn=A{f:{1,2,...,n} — {1,2,...,n} : f es biyectiva}.

Como vimos en la introduccién, la composicién de dos permutaciones es también
una permutacion, es decir, S, es cerrado bajo composicion de funciones. Mas aun, S,
es también cerrado bajo inversas. Ademads existe un elemento distinguido de S,,, la
identidad. Estudiaremos ahora algunas propiedades de S,, dotado de esta operacién,
para ello desarrollaremos algunas herramientas que facilitaran la exposicion..

Existe una notacién muy practica para representar un elemento o de S,. Sim-
plemente escribimos dos renglones con los nimeros {1,2,...,n}, de tal manera que
debajo de k aparece la imagen o (k) de k:

(o) o) 2 ot )

Asi, por ejemplo, la permutacién
(12 3 4
T=\2 43 1)

corresponde a la funcién

(1) = 2
7(2) = 4
7(3) = 3
T4) = 1

Es claro también que el orden en que se escriban los elementos de la permutacién no
es importante mientras la imagen de cada nimero aparezca debajo del mismo, asi,

1234\ (243 1\ (4321
2 431) " \4132)"\1342)
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Usando esta notacion, la funcién identidad es:

12 -~ n
w=(13 )

mientras que la inversa de

es

L (o) e@ - o))
g ( 1 )

El lector probablemente ha visto el siguiente resultado en algin curso de algebra
elemental.

Teorema 4.1. S, tiene n! elementos.

4.1.1 Ciclos y Transposiciones

Entre las permutaciones hay algunas que merecen un estudio especial, se trata de los
ciclos y el caso particular de éstos, las transposiciones.

Si o una permutacién de .S,, diremos que o mueve a x si o(x) # . Por ejemplo,
la identidad no mueve ningiin elemento, en cambio la permutacién

1 2 3 4 5 6
25 3 1 46
mueve a los nimeros 1,2,4 y 5, pero no mueve a 3 ni a 6. Esto puede ser resumido en
el diagrama
15 25 5+ 5 47501
Toda la informacion relevante acerca de la permutacion estéd codificada en ese diagra-
ma. Este ejemplo da origen a una definiciéon y una notacién importantes.

Definicién 4.2. Una permutacién o de S, cuyos valores sobre {a1,as,...,ar} C
{1,2,...,n} estdn dados por

o o o o o
al——ray——>az —— - —— a —r a1

y tal que para todo otro x € {1,2,...,n}, o(x) = z, se denomina ciclo de largo k.
Un ciclo de largo dos es una transposicion. Intuitivamente, el largo de un ciclo es el
namero de elementos que son movidos.

El ciclo anterior lo denotaremos

(a1ag - ag).
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Por ejemplo, la permutaciéon 7 de Sy que escribimos antes, es un ciclo de largo
tres ya que
125451

y 7(3) = 3. De acuerdo con esta nueva notacién,

1 2 3 4
7_<2 13 1>_(124).

Debemos observar que esta notacién simplificada para un ciclo es ambigua. En efecto,
el ciclo (1,2,4) representa también a la permutacién

1 2 3 45
( 2 4 3 15 ) ’
de S5 y también a una de Sg o a una permutaciéon de cualquier nimero de elementos
mayor o igual que 5. Sélo sabiendo de antemano el contexto en el que se estd traba-
jando se podra determinar si el ciclo anterior representa a una permutacién de Sy o
de S5 o de S, para algun n.

Al igual que en la notacién anterior, mas completa, no nos interesa cuél es el
primer elemento del ciclo sino sélo el orden en que aparecen,

(124) = (241) = (412).

Resulta claro que no toda permutacién es un ciclo, por ejemplo
1 2 3 45
2 451 3)°

Definicién 4.3. Dos ciclos se dicen disjuntos, si no comparten ningun elemento.

no es un ciclo.

Por ejemplo
(1346) y (278),
son ciclos disjuntos.
El préximo teorema es mas o menos obvio.

Teorema 4.4. La composicion de ciclos disjuntos es conmutativa.

Demostracion. Sean (ay az -+ a,) y (b1 ba - - bs) dos ciclos disjuntos de S,,. Para ve-
rificar que conmutan, basta ver cudl es la accién sobre 1,2, ...,n de las permutaciones
(a1 ag -+ ap)(byby -+ bs) y (by by -+~ bs)(ag by -+ a,) es facil ver que

bit1, sik=b; con 1<i<s
by, si k= b

(arag -+ ap)(brbz -+ bs)(k) =< ajy1, sik=a; con 1<i<r
ai, sik= [¢7%
k, en cualquier otro caso,
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y que (by by -+ - bs)(ay as -+ a,) toma los mismos valores, luego ambas permutaciones
son iguales. (Il

Los ciclos juegan dentro de la teoria de permutaciones un papel similar al de los
nimeros primos en la teoria de ntimeros, son los ladrillos con los que se construyen
todas las permutaciones. Esto lo precisaremos en el proximo teorema.

Teorema 4.5. Toda permutacion no trivial es un ciclo o se puede descomponer como
producto de ciclos disjuntos. Tal descomposicion es unica salvo por el orden de los
ciclos.

Demostracion. Sea o una permutacién no trivial de .S,,. Procederemos por induc-
cién sobre el numero de elementos de {1,2,...,n} que son movidos por o. Sean
{a1,az,...,a;} los elementos movidos por o.

Observemos que por tratarse de una biyeccién, el nimero minimo de elementos
que una permutacion no trivial mueve es dos y esto ocurre cuando se trata de una
transposicién. Nuestra induccién comienza entonces en k = 2, o sea, ¢ mueve sélo dos
elementos, es una transposiciéon y por lo tanto es un ciclo. Esto da cuenta del primer
paso de la induccién.

Supongamos ahora nuestra hipdtesis de induccion, a saber, toda permutacién que
mueve menos de k elementos, k > 2, se descompone como producto de ciclos disjuntos.

Sea a; uno cualquiera de los elementos movidos por . Si observamos la siguiente
sucesion

ay— o(a1) =ag —> o(o(ar)) =ag— - — 0" (a1) = Gy —> - -

entonces, como el conjunto es finito y o es una biyeccién, para algin m < k, "™ (a1) =
a1. Notemos que m > 2.

Tenemos entonces dos posibilidades, si m = k, entonces ¢ es un ciclo y el teorema
se verifica. Si m < k entonces consideramos la permutacién definida por
5o 4% six € {a1,a2,...,am},

o(x) en otro caso.

Como vemos, & es una permutaciéon de S, que difiere de o sélo en los valores que
toma sobre {aj,as,...,a,}. También es facil comprobar que

oc=(a1az ...an)0.

Pero ahora podemos aplicar nuestra hipétesis de inducciéon ya que 6 obviamente
mueve menos de k elementos, luego es el producto de ciclos disjuntos. Como estos
necesariamente son disjuntos de (a1, as,...,a,), el teorema queda demostrado.

Para probar la unicidad de la descomposicién supongamos que hay alguna per-
mutaciéon o que tiene dos representaciones como producto de ciclos, podemos tomar
una que mueve el menor niimero de puntos posible. Entonces

0O =0102 " 0p =T1T2""Tg.
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Tomamos a; el primer nimero que es movido por . Por el Teorema 4.4, podemos
suponer que a; es movido por o1 y por 71 y sblo por ellos. Pero como ¢ es una
biyeccién, debe suceder que oi(a1) = 7(a1) = o(a1) = az y o1(a2) = m(a2) =
o(as) = as, etc., de modo que o1 = 71. Esto implica que

0’1710:02"'07‘:7—2"'7.37

pero o1 1o es una permutacién que mueve menos puntos que o por lo tanto no tiene

dos descomposiciones como producto de ciclos. Esto completa la demostracién. [

La demostracion del teorema anterior nos da una suerte de algoritmo para calcular
la descomposicién en ciclos de una permutacién o. Tomamos un elemento a cualquiera.
Si o(a) = a, no nos interesa y tomamos otro. Si o(a) # a, procedemos con el teorema
definiendo el ciclo

(ao(a) -~ o™ (a)).
De los elementos que ain no han sido considerados, escogemos otro y procedemos
como con a. Eventualmente ya no quedaran elementos por considerar, ya sea porque
ya aparecieron en un ciclo o porque no son movidos por o.

Ejemplo 4.6.

1 23456 789
(2 9 5 7 3 6 8 4 1>(129)(35)(784)_

Existe otro interesante teorema de descomposicién de permutaciones como pro-
ducto de transposiciones. Intuitivamente, esto significa que podemos ordenar un con-
junto finito de cualquier manera intercambiando sucesivamente solo dos de ellos cada
vez. En este caso no se tiene unicidad ya que si multiplicamos cualquier permutacion
por

(12)(12) = Id,
tendremos una descomposicion distinta.

Tampoco esta descomposicién es independiente del orden en que aparecen las
transposiciones ya que, en general, éstas no son disjuntas.

Teorema 4.7. Toda permutacion se puede descomponer como producto de transpo-
siciones.

Demostracion. En virtud del teorema anterior basta demostrar que todo ciclo se
puede descomponer como producto de transposiciones. Es facil comprobar que la
siguiente descomposicion sirve para nuestro proposito.

(aras -+ ,a;) = (a1 ag) - -~ (a1 a3)(ay az).
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Asi por ejemplo, (2568) = (28)(26)(25).

Usando la descomposicién como producto de transposiciones es muy sencillo en-
contrar la permutacion inversa. Baste observar que la inversa de una transposicion
es ella misma, en efecto, calcule el producto de (k1) por si misma y se obtendrd la
identidad. Ahora bien, si

o = (a1b1)(azb2) - - (ax br),
entonces
o' = (ag by)(ak—1bk—1) - (a1 b1),

como se puede verificar facilmente al calcular el producto de ambas permutaciones.

La descomposiciéon de una permutacion como producto de transposiciones, si bien
no es unica, tiene una interesante propiedad, que no es en absoluto facil de detectar
(jni de demostrar!), el nimero de transposiciones de una descomposicién de una per-
mutacion es siempre par o siempre impar, dicho de otra manera, ninguna permutaciéon
se descompone como producto de, por ejemplo, tres transposiciones y también como
producto de ocho transposiciones, pero si podria tenerse una descomposicién de nueve
y otra de treinta y siete transposiciones. Para demostrar este hecho necesitamos una
serie de pequenos trucos técnicos. En el proximo capitulo, una vez que hayamos desa-
rrollado la teoria general que incluya a todos los ejemplos de este capitulo, daremos
una demostracién mucho mas intuitiva y elegante.

Dada una permutacién o € S,, y ntmeros ki,...,k, € {1,2,...,n}, definimos
o I ti—k)= T (olky)—a(k)=
1<i<j<n 1<i<j<n

= (0(k2) — o(k1))(o(k3) — (k1)) (o(ks) — o(k2)) - (0(kn) — 0 (kn-1)).
Entonces si

A= ] G-9=2-DB-1DE-2 @ (n-1)

1<i<j<n

1<i<j<n
Es facil ver que si o, 7 € S,,, entonces
o' T A = (oT)*A,

es decir, aplicar una permutaciéon compuesta a A es lo mismo que aplicar sucesi-
vamente las permutaciones correspondientes. Luego si o es el producto de ciertas
transposiciones, o*A se calcula aplicando una a una esas transposiciones en el orden
adecuado.

De lo anterior se desprende que para saber como actia una permutacion sobre
A, nos basta saber como actian las transposiciones sobre A.
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Lema 4.8. Si T € S, es una transposicion, entonces T*A = —A.

Demostracién. Sea 7 = (k,l), sin pérdida de generalidad supongamos que k < .
Tenemos que calcular 7(j) — 7(¢) para 1 < i < j < n. Hay varios casos. Observemos
primero que si 4,5 ¢ {k,l}, entonces

() —7() =7 -4

por lo tanto el producto no se altera.

Sij ¢ {k,l}, tenemos tres casos.
1. Sij < k<, entonces k — j y I — j apareceran en A, pero en este caso

k)=t =1-3 vy tO)—-70G)=k—Jj
por lo que A no se ve alterado, 7 sélo intercambia dos factores.
2. Algo andlogo ocurre si k < [ < j, ya que, en este caso, j — k y j — | apareceran en
A, sin embargo 7 s6lo los intercambia sin alterar el producto.
3. El ultimo caso es k < j < [. Ahora son j — k y [ — j los factores que apareceran en
A. Aqui vemos que
) —rk)=j—l==(-7) v t)-7(G)=k-Jj=—-(—k),

por lo tanto, el producto no se altera ya que hay dos cambios de signo.

Nos queda un sélo factor por analizar, a saber [ — k. Como

T)—7k)=k—-1=—-(—-k),

vemos que en cualquier caso, el resultado de hacer actuar 7 sobre A sélo produce un
cambio de signo. O

Corolario 4.9. Toda permutacion se descompone o bien como producto de un nimero
par de transposiciones, o bien como producto de un nimero impar de transposiciones.

Demostracion. Como vimos en el lema anterior, al aplicar sucesivamente transpo-
siciones a A, s6lo cambio el signo, luego si
0 =T172" " Tm,
donde las 7; son transposiciones, por los comentarios previos al lema,
o"A=(-1)"A.
Si o tuviera una descomposicién como producto de un ntimero par de transposiciones

y otra como producto de un numero impar de transposiciones llegariamos a una
contradiccién. ]

Definicién 4.10. Diremos que una permutacién es par si se puede descomponer
como producto de un ntimero par de transposiciones. En caso contrario diremos que
la permutacién es impar.

El conjunto de las permutaciones pares de S,, se denotard A,.
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El conjunto A,, tiene caracteristicas que lo hacen interesante y lo estudiaremos
con detencién. Un resultado que no debe sorprender demasiado es que la mitad de las
permutaciones son pares y la mitad son impares.

Teorema 4.11. Sin > 1, la cardinalidad de A, es %‘

Demostracion. Sea B el conjunto de las permutaciones impares y consideremos la
siguiente funcion:
f:A, — B
o — o(1,2)
La funcién estd bien definida ya que si ¢ es par, el producto de o por una transposiciéon
es impar.
La funcién es inyectiva, ya que si

o(1,2)(1, = 7(1,2)(1,2),
old = 7ld,
c = T

La funcién es sobreyectiva, puesto que si 7 es una permutacién impar, 7(1,2) es
par, luego
f(r(1,2)) =7(1,2)(1,2) = 7.
Esta funcién demuestra que hay tantas permutaciones pares como impares, y
como toda permutacién es par o impar, hay la mitad de cada una. O

Resulta interesante notar también que el producto de dos permutaciones pares
es también par, decimos que el conjunto A, es cerrado bajo productos. Es decir, si
operamos dos elementos de A, el resultado también pertenece a A,,. Lo mismo puede
decirse de las permutaciones inversas. La inversa de una permutacién par también es
par, ya que como vimos mas arriba, la inversa de un producto de transposiciones es
el producto de las mismas transposiciones pero en el orden inverso, luego su nimero
no varia.

Por otra parte, el producto de permutaciones impares es par, es decir, el conjunto
de las permutaciones impares no es cerrado bajo productos.

4.1.2 Ejercicios

1. Considere la permutaciéon 7 = (12345), ;cudntas permutaciones distintas hay en
el conjunto ...772, 771,79 7 72...? Repita el ejercicio con 7 = (123) (45). Haga
lo mismo con otras permutaciones elegidas por usted. ; Qué puede conjeturar?

2. Escriba una permutacion en S1g9. Descompdngala como producto de ciclos disjun-
tos. Descompodngala como producto de transposiciones. Hagalo de dos maneras

distintas. Haga variaciones de este ejercicio hasta que sienta que lo domina.
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3. Definimos el orden de una permutacién 7 como el menor entero positivo n tal
que 7" = Id.
a) Demuestre que el orden de un ciclo es igual a su largo.
1 2 3 45
) 2 4 5 1 3 )"
) Encuentre el orden de (13)(25), de (13)(35) y de (13)(4562).
) (Cudl es el orden de un producto de ciclos? Haga varios ejemplos y conjeture
un teorema. Demuéstrelo.
) ¢ Cuéles son los érdenes posibles para una permutacién en Sg?, jen S7?
) Escriba la permutacién (abc)? como un ciclo de largo tres.
) Encuentre un ciclo 7 de largo tres tal que 72 = (a b).
)
)

Encuentre el orden de

@

Escriba la permutacién (abcde)? como un ciclo de largo cinco.
Encuentre un ciclo 7 de largo cinco tal que 72 = (abcde).
5. Sean ¢ una permutacién y (aj az - - ay) un ciclo. Demuestre que

Q0o T W

o(ayas- "ak)071 = (o(a1) o(az) -~ (ax) ).

6. Demuestre que no existe una permutacién o tal que o (135) = (1234)0.

4.2 Isometrias

En esta seccion estudiaremos otro conjunto de biyecciones, esta vez se trata de apli-
caciones del plano euclidiano en si mismo que preservan distancias. Tales funciones se
llaman isometrias. Este es un interesante ejemplo de cémo el dlgebra aparece también
dentro de la geometria.

Definicién 4.12. Una isometria del plano R? en sf mismo es una funcién
o:R? — R?
tal que para todo par de puntos P y @ del plano,
d(o(P),0(Q)) =d(P,Q),
donde d(P, Q) es la distancia euclidiana habitual, vale decir, si

P=P(x1,131) v Q= Q(x2,92),
d(P,Q) = /(w2 — x1)> + (y2 — 1)

Debemos observar que la funcién identidad es obviamente una isometria. Ademas
si 0 y T son isometrias, entonces

d(o7(P),07(Q)) = d(o(r(P)),o(7(Q))) = d(7(P), 7(Q)) = d(P, Q),

luego o7 es también una isometria, en otras palabras, el conjunto de todas las iso-
metrias del plano es cerrado bajo productos. Asi mismo, es cerrado bajo inversos, ya
que como para cualquier P € R?

oo ' (P)=P,
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si o es una isometria,
d(o=1(P),07(Q)) = (oo~ ' (P),00~1(Q)) = d(P,Q).

Ejemplos 4.13.
1. Traslaciones. Una traslacién es una funcién que mueve todos los puntos del plano
una cierta distancia en una direccién dada. Analiticamente,

(,y) — (z+a,y +b),

donde el vector (a,b) fija la direccién y distancia de la traslacion.
2. Rotaciones. Consiste en rotar el plano en un angulo dado 6 en torno a un punto
fijo O. Analiticamente, si fijamos el origen de nuestro sistema de coordenadas en el
punto O,

(z,y) — (2 cos @ — ysend, xsend + y cos §).
Un poco de trigonometria elemental nos ayudara a demostrar que toda rotacién es
una isometria.
3. Reflexiones. Consiste en reflejar los puntos del plano con respecto a una recta
arbitraria. Es decir, el punto P es enviado en el punto P’ que se encuentra sobre la
perpendicular por P a la recta y a la misma distancia de ella que P, del otro lado de
la recta.

Como veremos un poco méas adelante, esencialmente, estas son las tnicas iso-
metrias del plano. En efecto, toda isometria es el producto de una traslacién, una
rotacion y una reflexion.

No es del todo obvio que una isometria es, como hemos insinuado, una biyeccién
en R2. Para demostrarlo, empezaremos con un lema que se desprende directamente
de la definicién de isometria.

Lema 4.14. La imagen del triangulo ABC' por una isometria es un tridngulo con-
gruente con ABC.

De hecho, se puede demostrar que la imagen de cualquier figura plana es con-
gruente con la figura original.

Teorema 4.15. Toda isometria del plano es una biyeccion que queda determinada
por la imagen de tres puntos no colineales.

Demostracién. Sea s una isometria. Si s(P) = s(Q), entonces

d(P,Q) = d(s(P),s(Q)) =0,

luego P = @, ya que estan a distancia cero. Por lo tanto, s es inyectiva.

Para ver que s es sobreyectiva, sea P un punto cualquiera del plano. Sean A y
B dos puntos arbitrarios distintos. Si P # s(A) y P # s(B), sean dy = d(P,s(A))
y do = d(P, s(B)). Observemos que P esta en la interseccién del circulo de centro en
s(A) y radio dy con el circulo de centro en s(B) y radio ds.

Ahora miramos las preimdgenes. Como s es una isometria, la interseccién del
circulo de centro en A y radio d; con el circulo de centro en B y radio ds es no
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FI1GURA 4.1. Demostracion Teorema 4.15

vacia y consta de un punto C, si P estd en la recta s(A)s(B), o de dos puntos C' y
C.

En cualquier caso, o bien P = s(C) o bien P = s(C’), luego la funcién es
sobreyectiva.

Para demostrar que s queda determinada por la imagen de tres puntos no coli-
neales, sean A, B y C estos tres puntos del plano. Por el lema 4.14 los tridngulos
ABC y s(A)s(B)s(C) son congruentes. Sea P un punto cualquiera del plano distinto
de A, B y C. Consideremos

dy = d(PaA)7
do = d(P,B),
dy = d(P,C).

Los circulos de centro A y radio di, de centro B y radio dy y de centro C' y radio
ds se intersectan en P y solamente en P, ya que si se intersectaran en dos puntos,
sus centros A, B y C serian colineales.

La imagen de P por s es entonces el inico punto que estéd en la interseccion de
los circulos de centro s(A) y radio dj, de centro s(B) y radio dz y de centro s(C)
y radio ds. Esto concluye nuestra demostracion. 0

Teorema 4.16. Toda isometria es el producto de una traslacion, una rotacion y una
reflexion.

Demostracién. Como hemos visto, una isometria o queda determinada por su accién
sobre tres puntos no colineales.

Sean A, B,y C tres puntos no colineales cualquiera del plano, y sea o(A)o(B)o(C)
el tridngulo congruente correspondiente.
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Sea 74 la traslacién que lleva el punto A en el punto o(A4). Tenemos entonces que

y que por lo tanto los tridngulos (jcongruentes!) o(A)o(B)o(C) y T7a(A)Ta(B)TA(C)
comparten un vértice.

Sea pyg la rotacién de centro en o(A) y que lleva el lado 74(A)74(B) sobre el lado
o(A)o(B).

Ahora tenemos que

po(Ta(A)) = o (A),

po(Ta(B)) = o(B),

es decir, los tridngulos o (A)o(B)a(C) v pa(T4(A))pe(Ta(B))pe(Ta(C)) comparten dos
vértices y como son congruentes, o bien

po(1a(C)) = o(C),

o bien py(74(B)) es simétrico de o(C) con respecto a la recta por o(A) y o(B). En
el primer caso,

0= peTA
En el segundo,
0 = Ho(A)o(B)POTA,

donde f,(4)o(B) €s la reflexién con respecto al eje o(A)o(B). O

4.2.1 Ejercicios
1. Diga cual es el resultado de componer:
a) Dos traslaciones.
b) Dos reflexiones.
¢) Dos rotaciones con el mismo centro. Con distinto centro.

2. Demuestre analiticamente los detalles de las afirmaciones hechas en los ejemplos.

3. Demuestre que las rotaciones dejan un tnico punto fijo, las reflexiones dejan todos
los puntos de una recta fijos y las traslaciones no dejan puntos fijos, ;puede usarse
esto como método para clasificar las isometrias? Piense en isometrias mas complejas
que las tres bésicas.

4. Hemos visto que si conocemos la imagen de tres puntos no colineales de una iso-
metria ésta queda determinada. Si conocemos la imagen de dos puntos, ;qué po-
demos decir? Analice distintas posibilidades.

5. Generalice el concepto de isometria del plano a isometria del espacio.
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4.3 Simetrias

En esta seccién estudiaremos conjuntos de funciones del plano en si mismo que pre-
servan una cierta figura, por ejemplo, un tridngulo, es decir, conjuntos de biyecciones
del plano tales que la imagen de la figura dada coincida con ésta. Estas funciones se
denominan simetrias de la figura; también se las conoce como movimientos rigidos ya
que envian la figura sobre ella misma sin deformarla ni romperla.

Es claro que toda simetria es una isometria y que ninguna traslacién es una
simetria. Por lo tanto, las simetrias de una figura estan constituidas por rotaciones,
reflexiones y sus compuestas.

Se puede estudiar las simetrias de cualquier figura, sin embargo, mientras més
regular sea ésta, mds simetrias tendra. De hecho, los ejemplos mads interesantes son
los poligonos regulares.

4.3.1 Simetrias de un Triangulo Equildtero

Existen tres rotaciones, en 0°, 120° y 240°. La primera no es sino la identidad Id,
la segunda la denotamos p y, como una rotacién en 240° corresponde a efectuar dos
veces la rotacién en 120°, denotaremos p? a la tercera rotacién. Observemos que

2 2
pp =p p=1d,
ya que una rotaciéon en 360° corresponde a una rotacién en 0°.
Tenemos también tres reflexiones con respecto a las transversales de cada lado. En
el cuadro siguiente se ilustran las seis simetrias del tridngulo equilatero. Es bastante

obvio que éstas son las tnicas simetrias.
Si componemos, por ejemplo p con g1 obtendremos

po1L =00 Yy 01p=02.

Podemos hacer una tabla en la que se resumen todas las posibles composiciones
de las simetrias anteriores. Debe observarse que para obtener o 7 aplicamos primero
7y luego o

x | Id p> o9 o1 02
Id | I

QU
RSRAS)
S

ggp 01 g9
p|lp p° Id o2 oo o1
P21 p? Id p o1 03 o9
oo |log o1 oo Id p p?
g1 | 01 02 O0Op p2 Id P
02 | 02 0O O1 14 p2 Id

4.3.2 Simetrias de un Cuadrado

Como se ilustra en la figura, en este caso tenemos cuatro rotaciones, en 0°, 90°, 180°
y 270° las que, en forma andloga al caso del tridngulo, denotaremos Id, p, p> y p°,
respectivamente. Es claro que no hay otras rotaciones.

104



RENATO LEWIN

C C C B
Id o,
A B A B A B A

C

C B C A
P N o,
— N
A B C A A B C

B
C A IC C
p’ o,
— —
A B B C A ' B B A

F1GURA 4.2. Simetrias del tridngulo equilatero

FIGURA 4.3. Simetrias de un cuadrado

También hay cuatro reflexiones, dos en torno a las diagonales, denotadas d; y da,
y dos en torno a las simetrales de los lados opuestos, denotadas o1 y os.
El siguiente cuadro ilustra todas las simetrias del cuadrado.
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A B B c A B C B

FIGURA 4.4. Todas las simetrias del cuadrado

También en este caso podemos hacer una tabla de todas las posibles composicio-

nes.

x | Id p p* pP i pe 6 G
Id|Id p p° p° m p2 01 0
plp p* P Id b 6 o ope
P>\ p* p* Id p ope o G2 &
p> | p* Id p p* 01 b2 pe
p | 6 ope 0y Id p* po PP
po | p2 6 o 6 p* Id p* p
Sy |61 pe 2 o P p Id p?
b | 02 1 61 pe p p° p* Id

4.3.3 Ejercicios

1. Encuentre las simetrias de las letras T, D, Z, O.

2. Encuentre las simetrias de un rectangulo, de un triangulo isésceles, de uno escaleno.

3. Encuentre las simetrias de una circunferencia.

4. Suponga que T es una simetria de un hexdgono regular cuyos vértices estan nume-
rados de 1 a 6.
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2)
b)

c)
d)

Si 7(1) = 3, jcudles son las posibilidades para 7(2)?

(Puede ser que 7(2) =3y 7(4) =27

Si conocemos 7(1) y 7(4), jpodemos saber de qué simetria se trata?
Conjeture cuantos vértices debe conocer para determinar la simetria. Genera-
lice su conjetura a simetrias de cualquier poligono regular.
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5. Generalice el concepto de simetria de una figura plana a cuerpos en el espacio.
Encuentre las simetrias de un cubo, de un tetraedro regular, de un paralelepipedo
cualquiera, de una esfera.
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Capitulo 5: Grupos

En este capitulo desarrollaremos los rudimentos de la teoria de grupos, una de las
ideas mas unificadoras de la matematica y que abarca entre otros a todos los ejemplos
del capitulo anterior. La teoria de grupos es de la mayor importancia en el algebra
moderna y tiene gran cantidad de aplicaciones dentro y fuera de la matemadtica.

Su origen estd en el centro del dlgebra cldsica, a saber, la busqueda de una solucién
de las ecuaciones polinomiales por radicales. Esto quiere decir tratar de encontrar la
solucién de la ecuacién

ant™ + ap12" '+t az+ag=0

en términos de los coeficientes ag, a1, ..., a, usando operaciones algebraicas y raices
n—ésimas. El ejemplo conocido por todos es la solucién por radicales de la ecuacion
de segundo grado az? + bz + ¢ = 0 mediante la férmula

. —b+ Vb% — dac
B 2a '

Esta formula ya era conocida por el matematico indio Brahmagupta en el siglo VII.

En el siglo XVI se encontré la solucién por radicales de las ecuaciones de tercer
y cuarto grados. La solucién con toda generalidad de la ecuacién de tercer grado
aparentemente fue hecha por N. Tartaglia. La historia de este descubrimiento es tra-
gicomica e involucra a personajes pintorescos como el propio Tartaglia y G. Cardano,
ademds de E. del Ferro, quien fue el primero en encontrar solucién a algunos casos
particulares y L. Ferrari, discipulo de Cardano y descubridor de la férmula para la
ecuacion de cuarto grado. Para mas detalles histéricos y una buena presentacion de
las soluciones ver [9].

Por casi trescientos afios se buscé la solucién por radicales de la ecuacién ge-
neral de quinto grado sin ningtin éxito. Fue en este proceso que matematicos como
Lagrange y Vandermonde a fines del siglo XVIII aplicaron la idea de permutar raices
de polinomios y en el proceso descubrieron las primeras leyes de los que mas tarde
daria origen al concepto de grupo.

La idea detras de esto es simple aunque la teoria final es bastante compleja. Si
consideramos la ecuacion

2" 4 an 12" P+ taxt+ar=0
y sus n rafces x1,Za, ..., Ty, entonces
-1
2"t ap_12" T+ taxtag=(x—z)(x—x2) - (T — xp) .
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Luego de desarrollar el segundo término e igualar coeficientes se obtiene:

ap = (—1)"z129--- 2y

ar = ()" @@z Tpey F 12 Ty o 22T T)
Gp—2 = X1T2+T1T3+ -+ Tp-_1Tn
no1 = —(z1+z2+ - +25)

Las funciones del lado derecho se dicen simétricas porque son invariantes bajo per-
mutaciones, es decir, si permutamos todas o algunas de las raices debemos obtener el
mismo resultado, consecuentemente, si aplicamos cualquier funcién racional o radical
a los coeficientes aq, aq, ..., an, el resultado debe ser simétrico respecto de las raices
L1y L2y« yLp-

Sin embargo lo que se busca es encontrar las funciones z; a partir del sistema
anterior de n ecuaciones con n incégnitas y esto se hace ejecutando operaciones racio-
nales y radicales sobre los coeficientes. Observemos que las funciones x; son altamente
asimétricas, por lo que las simetrias de los términos que intervienen en el sistema de
ecuaciones deben ser controladas, si se aceptan demasiadas simetrias no se podra ob-
tener las raices a partir de los coeficientes.

En el caso n = 2, vemos que

= X172
= —(z1+22)
a = 1

de modo que,

—b+ Vb? — 4ac
2a
(.1‘1 + .TQ) + \/(xl + .1‘2)2 —4xi129
2

(T1 + @) £ /23 — 23129 + 23

2

Ty, T2 =

es decir, las raices x1 y =2 se obtienen como combinacién de las funciones simétricas
_ _ .2 2
flzr,22) =21 + 22 vy g(x1,22) = 27 — 22122 + 25.

Si bien Lagrange y Vandermonde explicaron la solucion de las ecuaciones de tercer
y cuarto grados en términos de la limitacién de las posibles simetrias en S3 y Sy, no
fueron capaces de entender la relacion general para n > 5. A comienzos del siglo
XIX, Ruffini y Abel avanzaron lo suficiente en el caso n = 5 como para establecer
que no es posible encontrar soluciones por radicales de la ecuacién general de quinto
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grado. Ellos no estaban conscientes del concepto de grupo y sus resultados sélo se
pueden interpretar retrospectivamente en la teoria, fue E. Galois quien invento el
concepto y de hecho la palabra “grupo”. Usando estas nuevas ideas, particularmente
el de subgrupo normal, Galois demostré la imposibilidad de encontrar soluciones por
radicales de la ecuacion de grado n > 5. Con todo, para Galois un grupo era un grupo
de permutaciones. Para conocer sobre la elegante teoria de Galois, el lector puede
consultar [2, 4, 5, 6] o cualquier otro libro de nivel intermedio de &lgebra abstracta.

Cauchy en 1844 sistematizé el concepto de grupo finito de permutaciones e intro-
dujo la notacién 1 para el neutro y f ! para el inverso. El concepto de grupo abstracto
fue concebido por Cayley, quien vio la necesidad de postular la asociatividad de la
operacion, que resulta dada para grupos de permutaciones. Paradojalmente, el mismo
Cayley demostré que en esencia todo grupo es isomorfo a un grupo de permutaciones,
por lo que en estricto rigor, el concepto abstracto es innecesario. Ver mas adelante el
Teorema 5.40.

5.1 Definiciones y Ejemplos

Definicién 5.1. Un grupo es un conjunto no vacio G dotado de una operacion * que
verifica las siguientes condiciones:

1. La operacion * es asociativa, es decir, para todo z,y,z € G,
(xxy)*xz=a*(yx*z).
2. Existe un elemento e € G tal que para todo = € G,
exr=x*e=ux.

Decimos que e es un elemento neutro de G.
3. Para todo = € G, existe y € G tal que

Txy=ysxr=e.
Decimos que y es un inverso de x.
Si ademas para todo x, y € G,
THRY =Y *T,
decimos que G es un grupo conmutativo o abeliano.

En rigor, un grupo estd formado por un conjunto y una operacién por lo que
deberfamos hablar del par (G,#). Sin embargo, cuando la operacién que estamos
considerando se subentiende conocida, hablamos simplemente del grupo G. Debemos
observar que sobre un mismo conjunto se puede definir distintas operaciones que lo
convierten, por ende, en grupos distintos.

Los tres primeros ejemplos dados a continuacién fueron desarrollados con detalle
en el capitulo anterior.
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Ejemplos 5.2.

1. El conjunto S,, de las permutaciones del conjunto {1,2,...,n}, con la composicién

de funciones como operacion es un grupo. En efecto, la composicion de funciones es
asociativa, la funcién identidad es una biyeccién que actiia como elemento neutro
y por ultimo toda biyeccién tiene una inversa. En general, este no es un grupo
conmutativo. De hecho es conmutativo sélo si n < 2.

2. El grupo S; tiene 6 elementos, a saber, Id, (123), (132), (12), (23), (13). Si llamamos

o1 = (23), 0o = (13), 03 = (12) y p = (123), entonces vemos que p? = (132) y
podemos hacer la tabla de la operacion:

x | Id p2 o1 09 O3
Id | I o1 09 O3
p|lp p° Id o3 o1 oo
P21 p?2 Id p o9 03 04
o1|o1 oo o3 Id p p?
09 | 02 03 01 P Id P
o3 |os o o2 p p Id

S8
ReRAS]
S

El lector podra notar la similitud entre esta tabla de operaciones y la que cons-
truimos en el capitulo anterior para las simetrias del tridngulo equilatero. El hecho
no es casual, las simetrias del tridngulo equildtero corresponden a permutaciones
de los vértices del tridangulo, luego de numerarlos 1, 2, 3. Hemos usado las mismas
letras para simbolizar la simetria con la correspondiente permutacién de los verti-
ces para poner de relieve este hecho y porque es la practica habitual: identificamos
dos grupos que difieren en su caracterizacion pero que son esencialmente el mismo.
Esto ilustra un concepto importantisimo que estudiaremos en la siguiente seccién,
el de isomorfismo.

3. El conjunto de todas las isometrias del plano euclidiano, con la composicién como

operacién es un grupo.

4. El conjunto de los movimientos rigidos del cuadrado, formado por todas aquellas

transformaciones del plano que llevan los vértices y los lados del cuadrado ABCD
de la figura sobre los vértices y lados, respectivamente, del cuadrado sin romper o
deformar la figura.

Este grupo se llama el grupo diédrico y lo denotaremos por Dy. Si
0,7 € Dy la operacién o * 7, o simplemente o7, es el movimiento rigido que se
obtiene al efectuar primero 7 y en seguida o.

Entonces, D4y es un grupo con la operaciéon dada por la tabla que
aparece en la pagina 76.

5. Més generalmente, podemos definir D,,, el grupo diédrico de grado n, como el

grupo de todas las simetrias del poligono regular de n lados. Tal grupo tiene 2n
elementos, n rotaciones en 0°, %o, ey (n— 1)%O y n reflexiones.

6. (Z,+), o simplemente Z, es un grupo. También lo son (Q, +), (R,+) y (C,+).
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7. Generalizando el ejemplo anterior, si A es un anillo y nos olvidamos del producto,
entonces (A, +) es un grupo abeliano.

8. (Z,-), no es un grupo pues a pesar de cumplir con las dos primeras condiciones, no
cumple la tercera, hay enteros, por ejemplo el 2, que no tienen inverso.

9. Ya vimos que cualquier anillo es, en particular, un grupo abeliano si consideramos
sélo la suma. El ejemplo anterior muestra que esto no es asf si consideramos solo la
multiplicacién. El problema en muchos casos es que algunos elementos del anillo no
tienen inverso multiplicativo. Sin embargo, hay un grupo asociado naturalmente a
la parte multiplicativa de todo anillo unitario. Para esto sea A un anillo unitario
y definamos

A* ={a € A:a es una unidad de A}.

O sea, A* es el subconjunto de A formado por todos los elementos que tienen un
inverso multiplicativo. Entonces (A*,-) es un grupo.

Lo primero que debemos recordar es que el producto de dos unidades
de un anillo es también una unidad, asi, la operacién esta bien definida.

La demostracién de que es un grupo sigue facilmente. Basta notar
que el producto heredado del anillo es asociativo, 1 es una unidad y actia como
neutro y finalmente, como nos hemos restringido precisamente al conjunto de los
elementos invertibles, y el producto de dos elementos invertibles es invertible, A*
€s un grupo.

Veremos a continuacién tres ejemplos de este tipo de grupo.
10. Si K es un cuerpo, entonces K* = K — {0}, luego (K*,-) es un grupo abeliano.

11. El anillo de las matrices reales de orden dos.
M5 (R)* = { matrices invertibles de orden 2}.

Este grupo es muy importante y recibe el nombre de grupo lineal de orden 2y se
le denota GLy(R).

Podemos generalizar este ejemplo para obtener GL,(R), el grupo de
las matrices (con coeficientes reales) invertibles de orden n.

Todos estos son grupos no abelianos.

12. Consideremos ahora Z* = {1, —1} dotado de la multiplicacién. Este es un grupo
de dos elementos cuyo neutro es el 1 y en el que cada elemento es su propio inverso.

13. Las clases residuales Z,, con la adicién son también un ejemplo muy interesante
y de él se pueden sacar muchas conclusiones en teoria de niimeros.
Asociado con ellas estd el grupo de sus unidades con el producto como
operacion
X _
Z) ={m € Z,: (mn)=1}.

Teorema 5.3. Sea G un grupo. Entonces

1. Euxiste un inico elemento neutro.
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2. Para todo a € G, el inverso de a es unico. Podemos por lo tanto denotarlo

con un simbolo especial, a saber, a~t.

3. Para todo a € G,
(et =a.
4. Para todo a, b € G,

(axb) P =b"txa"l

5. La ley de cancelacion es vdlida, es decir, si a xb = a * ¢, entonces b =c y si
bxa = c*a, entonces b = c.
6. Las ecuaciones

axx=b y x*xa=0>b,
tienen solucion unica.
Demostracion.
1. Supongamos que hay dos neutros e y €’. Entonces
e=exe =¢€.
2. Si b y ¢ son dos inversos de a, entonces
axb=e=axc,
luego
b=bxe=bx(axc)=(bxa)xc=exc=c.
3. Basta notar que por definicién
a s (@ H =) txat =e¢,
osea, (a~1)~! es un inverso de a~!. Pero obviamente a también es un inverso

de a~1, luego como el inverso de a~! es tinico, (a=%)~*
4. Como

= a.

(axb)* (b xa™ ) =0 xa ) *x(axbd) =e¢,
por la unicidad del inverso,
(axb) P =b"txat.
5. Supongamos que
axb=axc

luego operando por a~! por la izquierda, obtenemos

alx(axb) = alx(axc)
(atxa)xb = (a'xa)xc
exb = exc
b = c

Para la otra cancelacién se procede igual pero operando por la derecha.
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6. Para la primera ecuacién, operando por a~! por la izquierda obtenemos

alx(axz) = atxb
(a'xa)xz = atxb
exr = a 'xb

r = a 'xb.

Para la otra ecuacion se procede igual operando por la derecha. En ambos
casos el resultado es obviamente tinico

]

En general se puede dar distintas estructuras de grupo a un mismo conjunto,
basta para ello dotarlo de distintas operaciones. Por ejemplo, si definimos sobre Q la
operacion

ab
axb= 5
(Q*, %) es un grupo cuyo neutro es 2 y tal que a=! = %, por lo tanto (Q*,-) y (Q*, %)
son dos grupos distintos definidos sobre el mismo conjunto.

Para conjuntos muy pequenos, se puede estudiar todas las posibles operaciones
escribiendo todas las posibles tablas, tal como hicimos anteriormente las tablas de Zo,
Z3 etc.

Por ejemplo veamos el caso de un conjunto de dos elementos. Como uno (y sélo
uno) de ellos debe ser el neutro, lo designaremos con la letra e y llamaremos a al otro
elemento. La tabla empieza asf :

Q | %
Q |
~ Q[

yva que e es el elemento neutro. Ahora es cosa de observar que puesto que a debe
tener un inverso, debe haber algiin elemento que operado con a sea el neutro, luego
hay una sola forma de llenar el casillero marcado con ? , la tnica posibilidad es que a
sea su propio inverso. Por lo tanto la tinica tabla sobre un conjunto de dos elementos
que define una operacién de grupo es

Q | *
L a|®
o Q|

Debemos verificar que efectivamente la operaciéon definida por la tabla anterior es
asociativa. Esto es muy facil de ver.

Observe que hemos demostrado que, esencialmente, hay un dnico grupo de dos
elementos. Si cambiamos e por 0 y a por 1, tenemos que la tabla refleja al grupo Z.
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Veamos ahora el caso de un conjunto con tres elementos e, a y b y construyamos
su tabla.

Debemos observar ahora que por el teorema 5.3,6, en cada linea (o columna)
de la tabla debe aparecer cada elemento del conjunto. Por otra parte, por la ley de
cancelacion, en cada linea (o columna) cada elemento puede aparecer sélo una vez.

Por lo tanto en 7 no puedo poner a, porque apareceria dos veces en la linea.
Tampoco puedo poner e, porque en ese caso, b tendria que aparecer dos veces en la
tercera columna, luego la unica posibilidad es poner b en 7.

Por supuesto, esto obliga a que los otros tres lugares sean llenados como sigue

El lector puede como ejercicio intentar llenar las tablas para conjuntos con cuatro,
cinco y seis elementos. Por ejemplo, hay sélo dos grupos con cuatro elementos, estos
estan dados por las tablas siguientes.

*‘eabc *‘eabc
ele a b ¢ ele a b c
ala b ¢ e ala e ¢ b
blb ¢ e a blb ¢ e a
clec e a b cle b a e

Esencialmente, hay sélo dos grupos de cuatro elementos, uno de cinco elementos
y dos de seis elementos.

Notacion:
Si no hay confusién posible usaremos la notacién

a*b=ab.

En este caso hablaremos del producto de a y b. En caso de que el grupo tenga un
simbolo de operacién conocido, por ejemplo 4+ o o, usaremos ese simbolo. También
es habitual usar la convencién de denotar la operacion de los grupos abelianos con el
simbolo + de la adicién, o sea,

axb = a-+0b,

al = —a.
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5.1.1 Grupos isomorfos

Usando tablas para las posibles operaciones sobre un conjunto hemos visto que hay
s6lo un grupo con dos elementos. Esto tiene que ser una forma de hablar porque ya
conocemos varios grupos de dos elementos, a saber, Zs, Sa, ({1,—1},-), ({Id,u},0),
donde p es una reflexién en el plano, o bien ({Id,p}, ), donde p es una rotacién
en 180° en torno a cualquier punto del plano, etc. Si examinamos las tablas de sus
operaciones encontramos:

+]0 1 o | Id (12) 1 -1
0[0 1 ; Id|[Id (129 ; 1[1 -1
1|10 (12) | (12) Id —-1|-1 1

o |Id u o|Id p

Id|Id p ; Id|Id p

po| p Id p|p Id

vemos que ellas son iguales, salvo por el nombre que damos a la identidad y al segundo
elemento. Estos grupos, si bien son distintos tienen la misma forma, decimos que son
isomorfos. Mas técnicamente, dos grupos son isomorfos si existe una biyeccién entre
ellos que es compatible con las operaciones. Es decir, dos grupos Gy H son isomorfos
si existe una biyeccién f: G — H tal que para todo = ey € G

flay) = f(2)f(y).
La funcién f recibe el nombre de isomorfismo de grupos.

El concepto de isomorfismo es un caso particular de funcién que estudiaremos en
una proxima seccién, los homomorfismos, sin embargo, el concepto mismo de isomorfia
es més elemental que aquél ya que la nocién de ser iguales salvo por el nombre de los
elementos es muy intuitiva, como lo ilustra el ejemplo de los grupos de dos elementos.

Ejemplos 5.4.

1. Dados cualesquiera dos de los grupos de dos elementos del ejemplo anterior, la
funcién que manda el neutro de uno en el neutro del otro y el segundo elemento
del primero en el segundo elemento del otro es obviamente una biyeccion. Para ver
que las operaciones se comportan bien, basta verificar las tablas, por lo tanto dicha
funcién es un isomorfismo.

2. La funcién f : S3 — Dj3 tal que para cada permutacién p € S3 su imagen f(u) es
el movimiento rigido del tridngulo equilatero que se obtiene al permutar los vértices
del tridngulo (numerados 1, 2 y 3) de la manera obvia es un isomorfismo.

Es habitual en la literatura referirse a estos dos grupos como S3. Rara vez se
distingue entre éste y D3, que tiene una connotaciéon més geométrica.

3. Los grupos (C*,-) y (R*,-) de los nimeros complejos y los nimeros reales no nulos
con la multiplicacién como operacién, respectivamente, no son isomorfos. Para ver
esto, observemos primero que si f es un isomorfismo entre dos grupos entonces
f(e) = f(ee) = f(e)f(e), luego cancelando f(e) tenemos f(e) = e. En nuestro caso
si f : C — R fuera un isomorfismo, tenemos que f(1) = 1.
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Esto tiene consecuencias. En primer lugar, (f(—=1))? = f((-1)?) = f(1) =1y
como f(—1) € R, f(—1) =1 o bien f(—1) = —1. El primer caso es imposible pues
tendrfamos f(—1) =1 = f(1) y f es una biyeccién.

Por lo tanto f(—1) = —1. Este caso también tiene complicaciones porque
ahora (f(i))? = f(i®) = f(—1) = —1. Pero f(i) € R y tendriamos un nimero real
cuyo cuadrado es negativo, lo que es imposible. Por lo tanto no puede haber un
isomorfismo entre estos grupos.

4. Los grupos (Q,4) y (R,+) no son isomorfos. Basta ver que Q y R no tienen la
misma cardinalidad, luego no puede haber un isomorfismo entre ellos.

Los grupos isomorfos son “iguales” salvo en el nombre de sus elementos. En
general es mas facil ver que dos grupos no son isomorfos. Para ello basta encontrar
una propiedad que tenga uno de ellos pero no el otro. En cambio para demostrar que
si son isomorfos se debe construir el isomorfismo.

Ejercicios 5.5.

1. Diga cudles de los siguientes conjuntos son grupos con respecto a las operaciones
indicada.
a) {2,4,6,8} en Zj, con el producto como operacion.
b) {£€Q: (m,n) =1y 3|n} con la suma como operacion.
¢) El conjunto de los racionales positivos con el producto como operacién.
d) El conjunto de los nimeros irracionales con la suma como operacion.
2. Definamos el conjunto Q = {1, —1,i, —i,j, —j, k, —k} de matrices complejas, donde

i=(o V) i=(o S) =05 5)x=(0 )

Demuestre que @) con la multiplicacién de matrices usual es un grupo. Este se llama
el grupo de los cuaterniones. Lo descubrié W. R. Hamilton en 1843 y fue el primer
ejemplo de un sistema algebraico no conmutativo. La representacién matricial de
los cuaterniones dada aqui no es la original de Hamilton.
3. Considere el conjunto G formado por las siguientes funciones de R — {0,1} en
s{ mismo.
ld(z) = file) = 135 fo(z) = ==L
gi(z) = 3 ga(z) =1—-=x g3(x) = 755
Demuestre que G con la composicién de funciones como operaciéon es un grupo.
A qué grupo que usted conoce es isomorfo este grupo?
4. Demuestre que si G y G5 son grupos, entonces G1 X Go, con la operacién definida
por coordenadas, es decir, (ai,az) * (b1,b2) = (a1 by, a2 b2) es un grupo.
Extienda esta idea a productos de tres, cuatro o mas grupos, jes esta la tinica
manera de definir un grupo sobre el producto cartesiano de G1 y G327
5. Demuestre que hay sélo dos grupos de cuatro elementos, uno de cinco elementos y
dos de seis elementos.

118



RENATO LEWIN

6. Los grupos Z, y Zo X Zs tienen cuatro elementos. Demuestre que no son isomorfos.
Por lo tanto estos son, salvo isomorfismo, los dos tinicos grupos de cuatro elementos
mencionados en el problema anterior. El grupo Z, X Zs se llama el grupo de Klein.

7. Encuentre tres grupos isomorfos a Zs.

8. Diga por qué los siguientes pares de grupos no son isomorfos.

a) Zg y D4
b) Z4 X ZQ y Zg
c)ZyR

9. El siguiente ejercicio es importante pero supone cierto manejo de la estructura de
los niimeros complejos. El lector que no la conozca puede descartarlo sin perder
nada de los contenidos centrales del capitulo. Se llama raices n—ésimas de la unidad
a las soluciones complejas de la ecuacién ™ = 1. Como vimos en el Capitulo 2,
todo polinomio tiene tantas raices complejas como su grado, de modo que hay n
raices n—ésimas de la unidad.

a) Demuestre que el conjunto W,, de las raices n—ésimas de la unidad son un
subgrupo del grupo (C*,-) de los nimeros complejos bajo multiplicacién.

b) Demuestre que el conjunto W = (J,,cy W, de todas las raices de la unidad,
para cualquier n, son un subgrupo de (C*, ).

¢) Aprovechando que los nimeros complejos se pueden visualizar en el plano,
haga una representacion geométrica de estos grupos.

5.2 Subgrupos, Subgrupo Generado, Grupos Ciclicos y el Teorema de
Lagrange

Definicién 5.6. Un subconjunto no vacio H de un grupo G es un subgrupo de G
si H dotado de la misma operacién es un grupo.

Si H es subgrupo de G escribimos H < G. Si H # G decimos que H es un
subgrupo propio de G.

Ejemplos 5.7.

1. Z es un subgrupo de Q.
2. 27 es un subgrupo de Z.
3. Sea
H={ce€S,:o(n)=n}
Entonces H < S,,.
4. Sean

Hy, = {A€GL2(R): A es triangular superior},
Hy = {A € GLQ(R) : det(A) = 1}.
Entonces Hy y Hs son subgrupos de GLy(R).
5. Consideremos Z(G) = {g € G : gr = g paratodo z € G}, es decir el

conjunto de aquellos elementos que conmutan con todos los elementos de G. Este
es un subgrupo llamado el centro de G. Si G es abeliano entonces Z(G) = G.
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6. Todo grupo G tiene al menos dos subgrupos, a saber {e} y G. Estos se llaman los
subgrupos triviales de G.

Para verificar si un cierto subconjunto de un grupo es o no un subgrupo, conviene
usar el siguiente teorema.

Teorema 5.8. Sea G un grupo y sea H C G. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

1. H es subgrupo de G.
2.
(i) H#0.
(ii) H es cerrado bajo productos, i.e., si a,b € H, entonces ab € H.
(iii) H es cerrado bajo inversos, i.e., si a € H, entonces a=* € H.
3.
(") H #0.

(ii’) Sia,be€ H, entonces ab™* € H.

Demostracion. Estd claro que 1 implica 2 ya que la operacién debe estar definida
sobre H y todo elemento tiene que tener inverso en H.

También es inmediato que 2 implica 3.

Para ver que 3 implica 1, es claro que la operacién de G restringida a H sigue
siendo asociativa.

H contiene al elemento neutro, ya que sabemos por (i’) que H # (), luego existe
a€ Hypor (ii),e=aa"t € H.

También por (ii’) para todo a € H,

at=ealeH ,

es decir todo elemento de H tiene su elemento inverso en H.

Por tltimo, si a, b € H, entonces, como b~ ! € H,

ab=a(b )7,

o sea, la operacién de grupo estd bien definida en H.
Todo lo anterior demuestra que si H verifica (i’) y (i’), H < G.
Esto completa la demostracién del teorema. O

Ejercicio 5.9. Sea GG un grupo. Si H C G es no vacio, finito y cerrado bajo produc-
tos, entonces H < G.

Demostracion. Por el teorema anterior, como H es no vacio y cerrado bajo pro-
ductos, basta ver que también es cerrado bajo inversos.

Sea a € H y sea n = |H| el nimero de elementos de H. Si definimos para todo j
entero positivo
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a,a®,a,...,a" a"t € H.
Pero tenemos sélo n elementos en H , luego por lo menos dos de ellos tienen que ser
iguales, digamos

entonces

at = a”

para ciertos numeros 1 <i <k <n-+1.
Pero entonces cancelando a i veces, obtenemos

k—1 _ aak—z—l — ak—z—l

e=a a,

vale decir, si k —7—1> 0,
al=d""t e H.

k—i

Sik—i—1=0, entonces e =a"* % =aq, porlotantoa ™! =e=a € H. O

Teorema 5.10. Si para cada i € I, H; es un subgrupo del grupo G, entonces
H=(H <G.
il
Demostracién. Es claro que H # (), ya que para todo i € I, e € H;, luego e € H.
Si x, y € H, entonces para todo i € I, x, y € H;, y por el teorema 5.8 (i”),

xy~ ! € H;, luego xy~' € H. Entonces por el mismo teorema, H es un subgrupo de
G. O

Sean G un grupoy X C G, ( X no necesariamente un subgrupo de G). Entonces
K=(\{H<G:XcCH},

es un subgrupo de G que obviamente contiene a X, es méds, este es el subgrupo mas
pequeno de G que contiene a X, ya que si X C H < G, entonces K C H porque la
interseccién estd contenida en cada uno de sus elementos.

Esto nos permite la siguiente definicién.

Definicién 5.11. Sea X un subconjunto del grupo G, definimos el subgrupo generado
por X como el menor subgrupo de G que contiene a X.

Si X = {a}, hablamos del subgrupo ciclico generado por a, estudiaremos estos
grupos con més detalle en la proxima seccién.

Notacién:
aa---a sin>0
——
n
a” = e sin=0
alatva”l sin<0
| ——

n
Como vimos en una demostracién anterior, si tomamos potencias de un elemento a
de un grupo puede existir un n tal que a™ = e, de hecho, si G es finito, tal n tiene
que existir. Esto motiva la siguiente definicién.
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Definicién 5.12. El orden de un elemento a € G, denotado |a|, es el menor entero
positivo k tal que a* = e. Si ese entero no existe, decimos que a es de orden infinito.

Teorema 5.13. Si G es un grupo y X C G, el subgrupo generado por X es
H= {xlflx;” -~-x’fl" neNk €Z, yx; € X, paral <i<n}.

Demostracion. Es claro que H es un subconjunto no vacio que contiene a X.
También es claro que todo subgrupo que contiene a X, debe contener a H, ya que los
subgrupos son cerrados bajo productos e inversos. Por lo tanto nos basta demostrar
que H es un grupo.

Ya dijimos que H es no vacio. De la definicién se obtiene en forma inmediata
que H es cerrado bajo productos. Para ver que también es cerrado bajo inversos, si

k1 ,.k2 k

h € H, digamos h = z7' 25" - - - x;*, entonces

-1 _ —kn,.—kn-1 —k1
h =Xy, T Xy,

que también estd en H. 0

No existe un resultado andlogo al teorema 5.10 para la unién de una familia de
subgrupos, en general, la unién de dos subgrupos no es un subgrupo como lo demuestra
el ejemplo siguiente.

Ejemplo 5.14. Consideremos el grupo S3 de todas las permutaciones de tres ele-
mentos segun notaciones del capitulo anterior. Si

H1 = {Id70'1} y H2 = {Id, 0’2}7
vemos que su unién no es cerrada bajo productos ya que
0102 = p,

luego la unién no es un subgrupo de Ss.
Sin embargo, si para cada ¢ € I, H; es un subgrupo del grupo GG, entonces existe
el menor subgrupo que los contiene a todos, a saber, el subgrupo generado por

X:UHZ-.

icl

Definicién 5.15. Sea G un grupo y H < G. Definimos la siguiente relacién sobre
G:
z~y siysélosi zy~t € H.
Decimos que x e y son congruentes modulo H.
Observemos que si usamos notacién aditiva, lo anterior se escribe
x~y siysdlosi x —y € H,

asi, si el grupo es Z y el subgrupo H es nZ, lo que obtenemos es el ya conocido
concepto de congruencia modulo n de los enteros estudiada en el Capitulo 1.
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Lema 5.16. La relacion definida arriba es una relacion de equivalencia.

Demostracién. Si 2 € G entonces 2~ ! = e € H, luego = ~ x, o sea, ~ es reflexiva.

Supongamos que x ~ y, es decir, zy~! € H, pero como H es subgrupo, es cerrado
bajo inversos, luego

yzt=(y ) e = (ayT )T € HL

Esto prueba la simetria de ~.
Por ultimo, six ~yy y ~ z,

xy teH y yz ' eH,
y como H es cerrado bajo productos,
vzt = (zy H(yzt) € H.

Luego ~ es transitiva. O

Observe que para demostrar que ~ es relacién de equivalencia, hemos usado todas
las condiciones que definen un subgrupo.

Definiciéon 5.17. Las clases de equivalencia de la relaciéon de congruencia moédulo
H se denominan clases laterales.
La clase de a se denota Ha.

La notacién anterior se justifica ya que la clase de a esta dada por
{z:za ' € H} = {ha:h € H},

es decir, los elementos de la clase de a son de la forma “un elemento de H por a”.
Por ejemplo, la clase del elemento neutro e es

He={he:he H} = H.

Observemos que en notacién aditiva la clase seria H 4+ a y como la operacién se
supone conmutativa, esto es lo mismo que a + H, que fue la notacién empleada en
el Capitulo 3 para la relaciéon andloga, es decir, esta notacion es consistente con la
anterior.

Lema 5.18. Si H < G, a € G, entonces
|Ha| = |H|.
Demostracion. Definimos
f+H — Ha
h +— ha.

/ es inyectiva ya que por la ley de cancelaciéon, Si ha = h’a, entonces h = h/'.
f es sobreyectiva ya que si x € Ha, existe h € H tal que

x = ha = f(h).
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Observacion 5.1. Las clases laterales que hemos definido en esta seccién habitual-
mente se llaman clases laterales derechas ya que la clase de a se obtiene operando
por la derecha todos los elementos de H por a.
Esto resulté de la relacion de equivalencia usada. Si definimos
z~y siysélosi z7ly € H,
ésta también es una relacién de equivalencia, la unica diferencia es que la clase de
equivalencia de a ahora es
{r:a 'z € HY={ah:hc H} =aH.

Estas se denominan clases laterales izquierdas.
Resulta claro que el teorema 5.18 es también valido para clases izquierdas, es
decir, toda clase lateral, izquierda o derecha, tiene la misma cardinalidad que H.
Debemos hacer notar que en general, las clases laterales izquierdas y derechas no
coinciden. Por ejemplo, si consideramos el subgrupo H = {Id, o1} de Ss3, entonces las
clases laterales derechas son

{Idv 01}) {pa 02}7 {sz J3}a
y las clases laterales izquierdas son

{Id7 Ul}’ {l), 03}7 {0270'2}-

Definicién 5.19. Sea G un grupo.

1. El numero de elementos de G, denotado |G|, se llama el orden de G.
2. Si H < G, el indice de H en G, denotado (G : H), es el nimero de clases
laterales (izquierdas o derechas) médulo H.

Teorema 5.20. Teorema de Lagrange.
Si G es un grupo finito y H < G, entonces |H| | |G|.

Demostracién. Como ~ es una relacién de equivalencia, las clases laterales forman
una particién de G. Ademds, como G es finito y cada clase es no vacia, hay un numero
finito de clases, es decir,

G=HaiUHayU---UHay,
para algun entero positivo k. Como las clases son disjuntas, esto implica que
G| = [Hay| + [Hag| + - + [Hay],

luego
G| = k|H]|,
lo que termina la demostracién. O

Corolario 5.21. Si G es un grupo finito y H < G, entonces
G|
(G:H)= .
|H|
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El reciproco del teorema de Lagrange no es verdadero, es decir, si n divide al
orden de un grupo, este no necesariamente tiene un subgrupo de orden n. El contra-
ejemplo mas pequeno es el grupo alternante A4, cuyo orden es 12 pero que no tiene
subgrupos de orden 6. Su demostracién requiere de ciertos conceptos adicionales y la
haremos en una secciéon més adelante.

Hay varios teoremas que dan respuesta parcial al reciproco del teorema de Lagran-
ge. Mencionaremos algunos posponiendo para la tltima seccion las demostraciones de
las dos mas importantes, a saber, el Teorema de Cauchy y una parte del teorema de
Sylow.

Teorema 5.22. Teorema de Cauchy.
Si G es un grupo finito y p | |G|, p primo, entonces G tiene un elemento de orden p
(y por lo tanto contiene un subgrupo de orden p).

Teorema 5.23. Si G es un grupo finito conmutativo y m | |G|, entonces existe un
subgrupo H de G tal que |H| = m.

Teorema 5.24. Teorema de Sylow.

Si |G| = p™m donde p es primo y (p,m) = 1, entonces G tiene subgrupos de orden p,
[

5.2.1 Grupos Ciclicos

Los grupos ciclicos tienen un papel muy destacado, sobre todo en la teoria de grupos
abelianos finitos. Aunque no profundizaremos en ese aspecto, los estudiaremos con
cierto detalle.

Definicién 5.25. Un grupo G se dice ciclico si existe un elemento a € G tal que el
subgrupo generado por a es todo G.

Observemos que como caso particular del teorema 5.13, el grupo ciclico generado
por a esta dado por

{a" : n e Z}.
Teorema 5.26. Sia € G, entonces |a| es el orden del grupo ciclico generado por a.
Corolario 5.27. Si G es finito y a € G, entonces |a| | |G|.
Corolario 5.28. Si |G| =n ya € G, entonces a™ = e.
Demostracién. Como |a| | |G|, existe entero k tal que n = |a| k, luego
a® = al** = (ald)k = ¢k = ¢

O

El siguiente corolario nos da una elegante demostracién dentro de la teoria de
conjuntos del teorema de FEuler-Fermat que estudiamos en el Capitulo 1.
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Corolario 5.29. Teorema de Euler-Fermat.
Si (a,n) =1, entonces
a?™ =1 (mdd n).
Demostraciéon. Consideremos el grupo Z;, de las unidades del anillo Z,,. Como vimos

en el Capitulo 1, este grupo tiene ¢(n) elementos.
Ahora bien, como (a,n) =1, @ € Z7, por lo tanto

689(") — T’
o lo que es lo mismo,
a®™ =1 (méd n).
a

Teorema 5.30. Si G es un grupo tal que |G| > 1 y no tiene subgrupos propios,
entonces G es ciclico y de orden primo.

Demostracién. Como |G| > 1 podemos escoger un elemento g € G tal que g # e. Sea
H el subgrupo de G generado por g. Entonces g € H # {e} luego por la hipdtesis,
H = G, es decir, G es ciclico.

Si el orden de H no fuera primo, digamos |H| = mn, entonces a™ # e, porque

m < |H| = |a|, y (a™)" = ™™ = alfl = ¢, 0 sea, el orden de a™ es n y por lo tanto
el subgrupo generado por a™ seria un subgrupo propio de G, contradiciendo nuestra
hipétesis. O

Teorema 5.31. Sea G un grupo ciclico.

1. St G es infinito, entonces G es isomorfo con 7Z.
2. Si G es finito de orden n, entonces G es isomorfo con Zi,.

Demostracién. Sea a un generador de G. Si a es de orden infinito, entonces los
elementos a™ son todos distintos y G = {a” : n € Z}. Es inmediato que la funcién
f:Z — G tal que f(n) = a™ es un isomorfismo ya que es una biyeccién y f(n+m) =
a™t™m =qa"a™ = f(n) f(m).

Algo similar ocurre si |G| = n. En este caso G = {e,a,a?,...,a" '} y la misma
funcién es un isomorfismo. U

2

5.2.2 Ejercicios

1. En los ejercicios de la seccion anterior definimos el conjunto W de todas las raices
de la unidad, ;cudl es el orden de W7 ;como es el orden de cada uno de los
elementos de W7

2. Diga cudles son los 6rdenes posibles para los subgrupos de Zig, Sy v Dy X Zqp.

3. Suponga que el grupo G tiene elementos de orden 1, 2 ---, 12, jse puede decir
qué orden tiene G?
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4. Demuestre que si G es un grupo abeliano de orden par, entonces G tiene exacta-
mente un elemento de orden 2, jsigue siendo cierto si G no es abeliano?

5. Demuestre que si H < Gy K < Gy |H| = my |K| = n, donde (m,n) = 1,
entonces |H N K| = 1.

6. Demuestre que si H < G, K < G, H # K y |H| = |K| = p, donde p es primo,
entonces |[H N K| = 1.

7. Demuestre que todo grupo de orden 33 contiene un elemento de orden 3. Indicacién:
Use el problema anterior.

8. Diga cudles de los siguientes grupos son ciclicos.

a,) Q b) Zg X Z4
C) Zg X ZG d) R
6) D5 f) Wn

(R es el grupo de todas las rotaciones del plano en torno al origen. W,, es el grupo
de las raices n—ésimas de la unidad definido antes en los ejercicios.)
9. Diga por qué los siguientes pares de grupos no son isomorfos.
a) Z4 X ZQ y D4
b) Z4 X ZQ y Zg
c)ZyQ

5.3 Subgrupos Normales

Si G es un grupo y H < G, queremos ver la posibilidad de dotar al conjunto de
clases laterales médulo H de una operacion tal que defina sobre ellas una estructura
de grupo. Como en el caso de los anillos, o en el caso particular de las clases residuales
estudiado en el Capitulo 1, el punto crucial es que la operacién debe estar bien definida,
es decir, no debe depender de los representantes de las clases que se esta usando.

La definicién intuitivamente mas natural es:

Hax Hb = Hab.
Lo que queremos entonces es que si
ay ~az y by~ b,
entonces
Ha1by = Hasbs.
Para que esto suceda, como
a1 = has y by = kb,
para ciertos elementos h y k de H,
Haby = Hhagkbs = Haskbs.

Si pudiéramos conmutar los elementos ay y k tendriamos el resultado requerido. De
hecho, bastaria que

agk‘ = /C/CLQ
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para algin k' € H. Como ay es arbitrario, lo que se requiere es que para todo a € G
Ha =aH.
Definicién 5.32. Un subgrupo H del grupo G se dice normal si y sélo si para todo
g€G,
gHg ' = H.

Si H es un subgrupo normal de G, escribiremos H <1 G.

En realidad, para ver si un subgrupo es normal, basta demostrar que para todo
g € G, gHg~! C H, ya que, entonces también ¢g~'Hg C H y obtenemos la otra
inclusion, H C gHg~*.

Otra manera de presentar los subgrupos normales es como aquellos subgrupos
para los cuales las clases laterales izquierdas y derechas coinciden. Més precisamente
Teorema 5.33. H < G si y sdlo si para cada g € G, Hg = gH.

Su demostracién es inmediata.

Debe notarse que esta es una igualdad entre conjuntos, no estamos afirmando que
para cada h € H, hg = gh, sino que

hgegH 'y ghe Hyg,
o bien, para cada h € H, existen h'/, h’/ € H tales que
hg=gh' y gh=~hn"g.

Ejemplo 5.34.

1. Si G es abeliano, entonces todo subgrupo de G es normal.

2. Si H = {Id, p, p?, p*}, entonces H <1 D,.

3.Si H ={Id, u1}, entonces H no es un subgrupo normal de D4 ya que

ppap” ! =p2 ¢ H.
4. A, < Sn.

Teorema 5.35. Sean G un grupo y H < G tales que (G : H) = 2. Entonces H < G.

Demostracién. Como (G : H) = 2, hay sélo dos clases laterales derechas y también
hay sélo dos clases laterales izquierdas. Como H es una de ellas en ambos casos la
otra clase lateral, ya sea izquierda o derecha es el complemento de H. Por lo tanto
las clases laterales son H y H'.

Sia€ H, entonces Ho = H = aH.

Sia ¢ H, entonces Hao = H' = aH, en cualquier caso, Ha = aH, luego el
subgrupo es normal. O

Este teorema tiene una bonita aplicacién, que quedd pendiente de una seccién
anterior, a saber, que el reciproco del Teorema de Lagrange es falso.
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Ejemplo 5.36. El grupo alternante A4, cuyo orden es 12 no tiene subgrupos de orden
6.
Demostracion. Observamos que los ciclos de largo 3 son permutaciones pares, o
sea pertenecen a A4. Hay 8 ciclos de largo 3, por lo tanto hay sélo 4 permutaciones
pares que no son ciclos de largo 3, de modo que un subgrupo H de 6 elementos debe
contener al menos un ciclo de largo 3 digamos (abc).

Por otra parte, como (A4 : H) = 2, tenemos que H <Ay, o sea, si o € Ay, entonces
olabe)o™t € H.

Recordemos que en el capitulo anterior vimos que o(abc)o™! = (a(a)a(b) o(c)).

Ahora es cosa de hacer unos pocos célculos. Consideraremos el ciclo (o(a) o(b) o(c))
para algunas permutaciones pares o, mas precisamente los ciclos de largo 3 (bdc),
(adb)y (bdc). El resultado es respectivamente, (bdc), (dac) y (adb), es decir todos
estos ciclos pertenecen a H. Pero H es un subgrupo, luego los inversos de estos ciclos
también pertenecen a H. Por lo tanto H contiene a los 8 ciclos de largo 3, lo que no
es posible ya que |H| = 6. O

Teorema 5.37. Si H <1 G, entonces
G/H={Ha:a€cG},

dotado de la operacion
HaHb = Hab,

es un grupo llamado el grupo cuociente de G por H. El neutro de este grupo es
He=H,

y el inverso es
(Ha)™' = Ha™ "
Si G es abeliano, G / H, también lo es.

Demostracion. Lo méas importante es hacer notar que la operacién esta bien definida,
pero eso es precisamente lo que motivé nuestra definicion de subgrupo normal asi es
que eso esta demostrado.

El resto es trivial, por ejemplo, Ha H = Ha He = Hae = Ha y similarmente
H Ha = Ha, es decir, H es un neutro para esta operacion.

Para el inverso,

HaoHa ''=Hao ' =He=H
que es el neutro de G / H. Similarmente Ha~! Ha = H , por lo tanto Ha™! es el
inverso de Ha.

Por tdltimo, si G es abeliano, entonces Ha Hb = Hab = Hba = Hb Ha, es decir,
G / H es abeliano. O
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5.3.1 Ejercicios

1. Encuentre todos los subgrupos de Ss. Diga cudles son normales. Haga lo mismo
para D4, D5 y todos los grupos que conozca.

2. Encuentre ejemplos de grupos tales que K <t H <1 G, pero K no es normal en G.

3. Para los siguientes grupos y su respectivo subgrupo normal demuestre lo siguiente:

a) Ziz / N =2 Z4, donde N = {0,4, 8}.

b) Zy x Zy /| N = Z4, donde N es el subgrupo ciclico de Z4 x Z4 generado por
(1,2).

¢) Zg X Ly | N = 7y X Zs, donde N es el subgrupo ciclico de Zg x Z4 generado
por (2,2).

4. Sea H = {Id,(12)(34),(13)(24),(14)(23)}. Demuestre que H <1.54. Encuentre un
grupo conocido que sea isomorfo con Sy / H.

5. Describa los elementos de Q / Z. Demuestre que todos los elementos de Q / Z
tienen orden finito. Demuestre que en Q / Z hay elementos de todos los érdenes
finitos posibles.

6. Sean H < Gy N <G. Definamos HN ={hn : h€ H, n € N}. Demuestre:

a) HN=NH

b) HN <G.

¢) HONN < H.

d) Verifique que si ni H ni N es normal, entonces H N no es necesariamente un
subgrupo.

e) Si también H < G, entonces H N < G.

f) Aunque ninguno de los subgrupos sea normal, |H N| = [H]IN|

H
[HAN]

5.4 Homomorfismos

Definicién 5.38. Sean G y H dos grupos. Una funcién f : G — H es un homo-
morfismo siy sélo si

flzy) = f(2)f(y).

Observe que el concepto de isomorfismo introducido en la primera seccién es un
caso particular de homomorfismo. Al igual que en el caso de los anillos, suele usarse
también los conceptos de monomorfismo y epimorfismo. Un tipo especial de isomor-
fismo es aquel en que va del grupo G en si mismo. Estos se llaman automorfismos y
tienen un papel destacado en la teoria.

Ejemplos 5.39.

1. f:7Z — Z,
kE — k.

2. f:G — G
g — g

3. f:G — H
g — e.
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donde H es un grupo cualquiera. Este se llama el homomorfismo trivial.
4. f L — 7o
0 sin espar,

n — . .
1 si n esimpar.
5. f:R— C*
T +—> cos T+ isen x.
6. fA{-11} — Z,
0 sin=1,
n +—
1 sin=-1.

7. f i RT — (R +)
xr +— log x.

8. f:GL,(R) — R*
A — det (A).

9. T, : G — G
g —> ag.

Este tltimo ejemplo es particularmente interesante. Si definimos
L(G) ={T, : a € G},

y llamamos S(G) al conjunto de todas las permutaciones de los elementos de G,
entonces

L(G) < 5(G).
En efecto, resulta obvio que para cualquier a € G, T, es inyectiva. Ademas, si
g € G, entonces

g=aa"lg="T,(a""g),
luego T, es sobreyectiva, o sea, T, es una permutacion de los elementos de G, es decir,
L(G) c S(G). También es claro que L(G) # 0.
Por 1ltimo, si Ty, Tp € L(G), entonces
(Ty)™ =Ty € S(L),
ya que para todo x
TyoTy1(z) =Ty(b 'z) =bb 'a =,
Ty-1 o Ty(z) = Tp-1(bx) = b~ 1oz = z,
ademas, como
T, o Tp(z) = Ty (bx) = (ab)x = Top(x),
o sea,
TooTy,=Tu € S(L),
y por el teorema 5.8, L(G) < S(G).
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Lo anterior nos permite demostrar un famoso teorema que nos dice que, esen-
cialmente, todos los grupos se pueden pensar como grupos de permutaciones de ciertos
objetos. En particular obtenemos que todo grupo de orden finito n es isomorfo a un
subgrupo de S,,.

Teorema 5.40. Teorema de Cayley.
Todo grupo es isomorfo a un subgrupo de un grupo de permutaciones.

Demostracién. Definimos el isomorfismo de la manera obvia:
.G — L(G)

a — T,.
® es inyectiva ya que si
®(a) = (b),
T, = Tb7

luego evaluando en e,
a=ae="T,(e) =Ty(e) = be = 0.
® es obviamente sobreyectiva, puesto que para cada a € G,
T, = ®(a).
Para verificar que ® es un homomorfismo, como vimos en el parrafo anterior,
D(ab) = Top, =T, 0 Ty

Por lo tanto, G es isomorfo a L(G) que es un subgrupo del grupo de permuta-
ciones S(G). O

Teorema 5.41. Si f : G — H es un homomorfismo,

1. f(e)=e
2. fla™h) = (f(a)™!

Demostracién. Para demostrar 1,
fe) = flee) = f(e)f(e).
Multiplicando por (f(e))~! a cada lado,

Para demostrar 2,

O sea
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Definicién 5.42. Si G y H son dos grupos y f: G — H es un homomorfismo,

1. Llamamos nicleo o kernel de f a ker f={g€ G: f(g) =e} .
2. Llamamos imagen de G por fa Im f={f(g):9¢€ G}.

Teorema 5.43. Si f: G — H es homomorfismo, entonces

1. ker f < G.
2. Im f<H.

Demostracion.
1. En primer lugar, como e € ker f, éste no es vacio.
Sean a y b dos elementos del kernel de f. Entonces

flab™") = f(a)(f(b)) ™! =ee=ce,

luego ab~! € ker f y por el teorema 5.8, ker f < G.
Para ver que ker f es normal, sea a € ker f y g € G, entonces

flgag™) = f(9) F(@)(F(9)) ™" = f(g)e(f(9)) " = fl9)(f(9) " =e,
luego gag~' € ker f, es decir,
gker fg~" Cker f,
v el subgrupo es normal.

2. Como f(e) =e, Im f no es vacio.
Sean h y k elementos de Im f. Luego existen a,b € G tales que h = f(a) y k=
f(b). Por lo tanto

hk™" = f(a)(f(b)) ™" = f(ab™') € Im f,
luego Im f < H. d

Luego de demostrar el teorema anterior, resulta natural preguntarse si I'm f es o
no un subgrupo normal de H. El siguiente ejemplo responde esta pregunta.

Ejemplos 5.44.

1. Consideremos la funcién

fZZQ — Sg

Id sin=0,
n o — . _
pw  sin=1.

f es un homomorfismo sin embargo, como vimos en los ejemplos, Im f no es un
subgrupo normal de Ss.
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2. La primera proposicién del teorema anterior es un caso particular, el mas usado,
de algo mas general.

Sea f:G — H un homomorfismo y sea N < H. Entonces f~1(N) < G.

Si N < H, entonces f~1(N) < G.

Demostracién. Escribamos M = f~1(N) para simplificar la notacién.

Es claro que M # (). Sean z, y € M. Entonces f(z) =a € N y f(y)=b€ N.
Entonces f(zy~') = f(z)f(y)"' =ab~! € N, porque N es grupo.

Supongamos ahora que N << H y sea g € G. Si x € gMg™!, entonces x =
gmg~!, para algin m € M, o sea f(m) = n € N. Entonces f(x) = f(gmg™!) =
F@) fm)(f(9)~t = f(9)n(f(g9))~! € N, porque N es normal en H. Por lo tanto
M<«G. O

Teorema 5.45. Sea G un grupo y N < G. Entonces

.G — G/N
g +— Ng

es un homomorfismo.
El nicleo de este homomorfismo es N.

Demostracién. Es claro que ® es un homomorfismo ya que
®(ab) = Nab = Na Nb = ®(a)P(b).

Para encontrar el nicleo de @, notemos que = € ker ® siy sélosi &(z) = Noz = N
siy sélosix € N. O

Teorema 5.46. Sea f: G — H un homomorfismo, entonces

| es inyectiva si y solo si ker f = {e}.
Demostracion. Supongamos que f es inyectiva. Entonces si a € ker f,

fla) =e= fle),
luego a = e, o sea,
ker f ={e}.
Supongamos ahora que ker f = {e}. Entonces Si f(a) = f(b),
F@(fO)™ = flab™") =e,
o0 sea,
ab™t € ker f = {e},

y entonces a = b, por lo tanto f es inyectiva. (|
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Teorema 5.47. Primer teorema del isomorfismo.
Sean G y H grupos, f: G — H un homomorfismo. Entonces

G /ker f=Imf.
Demostracion. Para abreviar escribamos N = ker f y definamos la funcién
p:G/N — Imf
Na +— f(a).
Entonces
©(Na) = o(Nb) siysélosi f(a)= f(b
siysélosi  f(a)(f(b) ' =e
siysélosi  f(ab™!) =e
siysolosi ab™! € ker f
siysélosi Na= Nb,
es decir, ¢ estd bien definida («<=) y es inyectiva (=).
Sibe Im f, entonces b = f(a) para algin a € G. Por lo tanto b = ¢(Na) y ¢
es sobreyectiva, por lo tanto es biyectiva. Falta verificar que ¢ es un homomorfismo,

pero esto es inmediato dada la forma en la que se definié el producto de clases y que
f es un homomorfismo:

p(Na Nb) = p(Nab) = f(ab) = f(a) f(b).
(]

Corolario 5.48. Si G es un grupo finito y f : G — H es un homomorfismo,
entonces
Gl = T f] - [ker f].
Demostracion. Del teorema anterior obtenemos
G/ ker | = |Im fl,
pero como sabemos

G
|G [ ker f| = (G : ker f) = |ker|f|'

5.4.1 Ejercicios

1. Sean G un grupoy g € G. Demuestre que f, : G — H definido por fy(z) =
g’1 x g es un automorfismo. Estos son muy importantes en la teoria de grupos y
reciben el nombre de automorfismos interiores.

2. Demuestre que si G es ciclico y a es un generador, entonces un homomorfismo
f : G — H queda determinado por la imagen f(a) del generador.
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3. Encuentre todos los homomorfismos de Z4 en Z;5. Haga lo mismo a la inversa, o
sea, desde Zio en Z4. Ahora desde Z,4 en Zg. Repita este ejercicio con diversas
combinaciones de grupos Z,. Conjeture un teorema general acerca de todos los
homomorfismos de Z,, en Z,,. Ahora demuéstrelo.

4. Encuentre todos los posibles grupos que pueden ser imagen homomorfa de Zs,
Zys, S3y Day.

5. Demuestre que si f : G — H es un homomorfismo sobreyectivo entonces

a) Si G es abeliano, entonces H es abeliano.
b) Si G es ciclico, entonces H es ciclico.
;Valen los teoremas reciprocos?

6. Sean H < G y N < G. En los ejercicios de la seccién anterior se pidié demostrar

que HN N < H ademaés, es inmediato que H N N <t H N. Demuestre que

HN/N=H/(HNN).

Este resultado se conoce como el Sequndo teorema del isomorfismo .

5.5 Accion de un Grupo sobre un Conjunto

Una de las facetas mas interesantes de los grupos es que ellos aparecen en distintas
areas de la ciencia, no sélo de la matematica. Por ejemplo, en fisico-quimica, donde
la simetrias de las moléculas, descritas naturalmente por un grupo de simetrias, pue-
den usarse para determinar la energia potencial de la molécula. Los grupos son una
herramienta importante en cristalografia. Los grupos aparecen también en la teoria
de cédigos correctores de errores, usados en la codificacién de mensajes.

Todas estas aplicaciones tienen en comtun un concepto general, el de accién de un
grupo sobre un conjunto.

Sea G un grupoy X un conjunto. Una funcién ® : Gx X — X es una accion
de G sobre X si para todo g1, go € G y para todo z € X

1. ®(e,z) ==
2. (g1, (g2, %)) = ®(g1 g2, @)
Es habitual escribir simplemente ®(g,x) = g - « de forma que nuestra definicién
se reduce a

l.ecx==x

2. 91-(92-2) =(9192) @
Naturalmente el punto “-” no es una operacion, sélo abrevia la funcién. Esto hay que
tenerlo en cuenta porque a menudo se hace actuar el grupo sobre s{ mismo (conside-

rado como conjunto) y puede haber confusiones.
Ejemplos 5.49.

Casi todos los ejemplos del capitulo anterior han sido motivados por una accién na-
tural de un grupo sobre algin conjunto.
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1. Consideremos un conjunto de n objetos distintos X = {a1,as,...,a,}.
El grupo simétrico S,, actia en forma natural sobre el conjunto X. La accién
queda definida por
00k = Qg (k) -

2. Elgrupo Dy de las simetrias del cuadrado actiia en forma natural sobre el conjunto
X ={A,B,C,D,AB,BC,CD,DA}

3. Podemos hacer actuar el grupo Dy sobre otros conjuntos, por ejemplo, podemos
agregar las diagonales AC' y BD, los puntos medios de los lados, etc.

El grupo D, también actia sobre todo el plano. Dado un punto P de coor-
denadas (z,y) la accién de los elementos de Dy sobre P es:

| d | p | P | P | om | o | & | &

(ax,y) ‘ (xvy) ‘ (y7 —.13) ‘ (—l‘, _y) ‘ (—y,a:) ‘ (—x,y) ‘ (.I, _y) ‘ (y,a:) ‘ (_ya —%‘)

4. Las isometrias pueden también entenderse como acciones de este grupo sobre todos
los puntos del plano, o sobre todos los tridngulos, o sobre distintos subconjuntos
de puntos del plano.

Una aplicacién muy comin en la teoria de grupos es hacer actuar un grupo G
sobre si mismo. Dos son las acciones més habituales.

5. Accién por traslacién.
- GxG — G
(9,2) — gu
donde gz es simplemente la operacién del grupo, que en este caso tiene sentido.
Es claro que esta es una accion.
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6. Accién por conjugacién. Queda definida por g-x = grg~'. Vemos que e-z =z y
que (gh) -z = (gh)z(gh)~" = (gh)z(h~'g™") = g(hah™")g~' =g (h- ).

5.5.1 Orbitas y estabilizadores

Vimos en el ejemplo 3 que si D4 actia sobre el plano, el punto P de coordenadas
(z,y) es enviado a alguno de los puntos (z,y), (y,—z), (—z,—vy), (—y,z) y no a
otros. El conjunto de puntos a los que x € X es enviado por la accién del grupo G
se denomina la drbita de x. Mds precisamente, si el grupo G actia sobre el conjunto
X, la érbita de x € X es

O,={yeX :y=g-x paraalgin g€ G}.
Teorema 5.50. El conjunto de las orbitas es una particion del conjunto X.

Demostracién. Como e -z =z, z € O, # (. Las érbitas son disjuntas porque si
z € O, N Oy, entonces para ciertos g, h € G, 2z =g-x =h-y,luego y =e-y =
(h=*h)-y=h"t-(h-y)=h"'-(g-2) = (h™1g) x, o sea, y € O,. Pero entonces dado
cualquier z=g-y€ O,, 2=g-(h7'-2) = (gh™') -z, 0 sea, 2z € O,, vale decir
Oy C O,. La inclusién en el otro sentido es analoga. O

Ejemplos 5.51.

1. En la accién del grupo simétrico S,, sobre el conjunto X = {a1,as,...,a,} hay
una Unica érbita X.

2. En la accion del grupo Dy de las simetrias del cuadrado sobre el conjunto X =
{A,B,C,D,AB,BC,CD, DA} de los ejercicios anteriores las 6rbitas son dos

Ou={AB,C,D} y O.5{AB BC,0D,DA}.

3. Como dijimos anteriormente, en la accién del grupo D4 sobre todo el plano, la
6rbita de un punto P de coordenadas (x,y) son los puntos

OP = {(J"7 9)7 (ya _$)> (—.’E, _y)a (_y7 .'17)} .
Observe que O(o,0) = {(0,0)}, es decir el origen queda fijo. Este es el tinico punto
que queda fijo bajo la accién de este grupo.

4. En la accién de un grupo sobre si mismo por conjugacion la érbita de x estéd consti-
tuida por todos los conjugados de z, o sea, O, = {gzg~! : g € G}. Estas se llaman
clases de conjugaciéon. Observe que si G es abeliano, entonces grg~' = x, para
todo g € G, de modo que toda érbita tiene un solo elemento, a saber, O, = {z}.
De hecho, basta que = € Z(G), es decir, que = pertenezca al centro de G, para

que O, = {z}. Reciprocamente, si O, = {z}, entonces z € Z(G).
Si G actua sobre X, para cada xz € X definimos el estabilizador de  como
Go={9€eG:g-x=ux}.
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El estabilizador es a veces llamado grupo de isotropia de x.
Teorema 5.52. FEl estabilizador de un elemento de X es un subgrupo de G.

Demostracién. Es claro que e € G, debido a la primera condicién que define las
acciones. La segunda condicién implica ademas que G, es cerrado bajo productos.
Para ver que es cerrado bajo inversos usamos ambas condiciones. Si g € G, entonces

r=ecax=(g"'g) =9 (g-2)=g" x,

osea, g-! € G,. |

Ejemplos 5.53.

1. En la accién del grupo simétrico S,, sobre el conjunto X = {aj,as,...,a,} el
estabilizador de a; es {c € S, : 0(i) = i}. Es ficil ver que este grupo es isomorfo
a Snfl.

2. En la accién del grupo D, de las simetrias del cuadrado sobre el conjunto X =
{A,B,C,D,AB,BC,CD, DA} de los ejercicios anteriores los estabilizadores son
Dy =Dyc={Id, 61},
Dyp = Dyp = {1d, 05},
Dagp = Digp = {1d, 2},
D4% = D4ﬁ = {Id, /Ll} .

3. En la accién del grupo D4 sobre todo el plano, el estabilizador de un punto P de
coordenadas (x,y) es

{Id}, si x# +y,
{Id,61}, si z=y+#0,
{Id,é2}, si z=—-y#0,
Dy, si x=y=0.

Dyp =

4. En la accién de un grupo sobre si mismo por conjugacion el estabilizador de x
estd constituida por todos los conjugados de z, o sea, G, = {g : grg~' = x} =
{g : gz = zg}. Este se llama el centralizador de x y es comun denotarlo C(x).

Si C(z) = G entonces x conmuta con todos los elementos de G, o sea, x
pertenece al centro de G.
La orbita y el estabilizador de un elemento estan relacionados de la siguiente

manera.

Teorema 5.54. Supongamos que un grupo finito G actia sobre un conjunto X.
Si Oy, y Gy, son respectivamente la orbita y el estabilizador de un elemento xg
entonces

04y = (G Gy
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Demostracién. Como el indice de G, en G es la cardinalidad de las clases laterales
(izquierdas o derechas), basta encontrar una biyeccién entre éstas y la dérbita. Para
ello definamos
f:05 — G|Gy={9Gy : g€ G}
h-xyg +—— h G:zzo

La funcién es inyectiva ya que si h-zg = h'-z¢, entonces zg = h™1-(h-zo) = (h~1h')-z0,
es decir, h™1h' € Gy,, es decir hG,, = b Gy, .
Por otra parte, es claro que f es sobreyectiva, luego es una biyeccién. O

Corolario 5.55. Supongamos que un grupo finito G actia sobre un conjunto X.
Si {x1,...,2n} es un conjunto de representantes de todas las drbitas de la accidn,

entonces
n

X1 =326 ).

i=1

Demostracion. Basta recordar que las érbitas son una particién de X y aplicar el
teorema anterior. O

Teorema 5.56. Ecuacion de Clase.
St un grupo finito G actia sobre si mismo por conjugacion entonces

Gl = |2(G)[+ ) _(G: Clxy)),

donde los x; son los representantes de las drbitas (clases de conjugacion) que no
pertenecen al centro de G.

Demostracién. Aplicaremos el corolario del Teorema 5.54. Separamos las 6rbitas en
aquellas constituidas por un tnico elemento, a saber, x;, y aquellas que tienen mas de
un elemento. Para la accién por conjugaciéon vimos que la 6rbita de x tiene un tinico
elemento si y sélo si z € Z(G). Tenemos entonces tantas érbitas de un solo objeto
como elementos tiene el centro de G, es decir,

G| =12(G)]|+ > _(G: C(x))

como se queria. O

Una muy conocida aplicacién de este teorema es la siguiente.

Ejemplo 5.57. Sea G un grupo de orden p™, donde p es un nimero primo. Entonces
|Z(G)| > 1.

Demostracion. Hacemos notar nuevamente que si a ¢ Z(G), entonces C'(a) # G, y
por el teorema de Lagrange, (G : C(a)) = p™, para algiin m < n (naturalmente m
depende de a) en cualquier caso, lo importante es que p divide a (G : C(a)), y que
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por lo tanto p divide a > (G : C(x;)), cuando la suma se hace sobre aquellos x; que
no pertenecen al centro. Vemos ahora la ecuacién de clase:

Gl =p" =|Z(G)| + Y (G: C(x)),
es decir,
2(@) = p" = (G Cw,)

es divisible por p. Como e € Z(G)), |Z(G)| > 1 y el centro no es trivial. O

5.5.2 Dos aplicaciones importantes: Los teoremas de Cauchy y de Sylow

Demostraremos aqui dos teoremas mas avanzados para ilustrar el poder de los con-
ceptos y teoremas desarrollados en esta seccién.

Lema 5.58. Supongamos que G es un grupo de orden p™, donde p es primo, que
actia sobre el conjunto X. Sea Xog = {x € X : g-x = x para todo g € G} el
conjunto de los puntos de X que permanecen fijos bajo la accion. Entonces

[ X[ =[Xo| (modp).

Demostracion. Debemos distinguir dos clases de érbitas. Para los puntos € X
sus rbitas son O, = {x}. Los puntos que no pertenecen a Xy, por el Teorema 5.54
tienen drbitas de cardinalidad (G : G,) y como la érbita de = tiene més de un punto,
p divide a (G : G), en particular p divide a Y (G : G,,) si la suma se hace sobre
todos los representantes que no pertenecen a Xj.

Recordando que las drbitas son una particién de X, tenemos |X| = > |0;| =
| Xo| + >°(G : Gg,), o lo que es lo mismo

X - 1% = 3G G,

y como vimos esta tltima suma es divisible por p. O

Teorema 5.59. Teorema de Cauchy.
Sea G un grupo cuyo orden es divisible por un primo p. Entonces G contiene un
elemento de orden p. Esto implica que G tiene un subgrupo de orden p.

Demostracion. Consideremos el conjunto
X ={(a1,a2,...,a,) €GP : a1ay---ap, =e}.

Observe que los primeros p — 1 elementos de cada p-tupla pueden elegirse ar-
bitrariamente, pero el tltimo queda determinado por las anteriores ya que a, =
(ar1az---ap—1)7t, luego |X| = |G[P~! y por hipétesis es divisible por p.
Consideramos ahora el subgrupo G de S, generado por el ciclo o = (12---p).
Es claro que |G| = p. Hacemos actuar al grupo G iterando la accién de o dada por

o-(a1,az,...,0p) = (Ag1), Go(2)s - - - > Qo (p)) = (A2,03,...,0p,a1).
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Esta est4 bien definida porque como a; es el inverso de agas ... a,, tenemos también
que (azas ... ap)a; =e, osea (az,as,...,ap,a1) € X.

Como p divide a |X|, por el lema anterior, p divide a |Xj|. Observamos que
Xo # 0 ya que la tupla (e,e,...,e) € Xy, por lo tanto |Xp| > 0 existe algin otro
elemento en Xj.

Finalmente vemos que (a1,as,...,ap) € Xo siy sélosi a1 =as =--- = ap, por
lo tanto debe existir (a,a,...,a) € X, luego a? =e. 0

El dltimo teorema de este capitulo es el teorema de Sylow mencionado més arriba
como un reciproco parcial del Teorema de Lagrange, ya que nos proporciona algunos
divisores del orden de un grupo para los que necesariamente existen subgrupos. El
teorema tiene numerosas aplicaciones que permiten estudiar la estructura de un grupo
conociendo sélo su orden. Como verd el lector en su demostraciéon usaremos todo lo
que hemos aprendido en el capitulo.

Teorema 5.60. Teorema de Sylow.
Sea G un grupo finito de orden p™m, donde p es primo y p { m. Entonces G
contiene un subgrupo de orden p".

Demostracién. Lo demostraremos por induccién sobre el orden de G. Si |G| = 1,
entonces el teorema es cierto trivialmente.

Supongamos ahora que |G| > 1 y que el resultado es cierto para todos los grupos
que tienen orden menor que G, vale decir, tienen un subgrupo cuyo orden es la
maxima potencia del primo p que divide a su orden.

Si G no tiene subgrupos propios, entonces por el Teorema 5.30, |G| =p y G es
ciclico, por lo que el teorema se cumple.

En el caso en que G si tiene algin subgrupo propio H. Si p" | |H|, por la
hipétesis de inducciéon H tiene un subgrupo de orden p™, el que a su vez es subgrupo
de G.

Nos resta el caso en que p™ t |H|. Esto es en particular cierto para el centralizador
C(a) de cualquier elemento a ¢ Z(G). Observemos que este tltimo requerimiento es
necesario porque si a € Z(G), entonces C(a) = G. Si miramos el conjunto de las
clases laterales médulo C'(a), su cardinalidad (G : C(a)) = #61)‘ es divisible por p,
ya que los factores primos p en el numerador son méas que los del denominador.

Apliquemos ahora la Ecuacién de Clase, Teorema 5.56.

phm =Gl =|Z(G)| + D _(G: C(a)),

donde los a; son los representantes de las clases de conjugacién que no estan en el
centro de G. Por el argumento anterior p divide a esta suma y al término del lado
izquierdo, por lo tanto p | |Z(G)|.

Por el Teorema de Cauchy, 5.59, existe un elemento a € Z(G) que tiene orden
p. Si A es el subgrupo generado por a, entonces |A| = p. Ademds como a € Z(G),
entonces A <1 G (ver ejercicios).
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Consideramos ahora el grupo cuociente B = G / A.
_ Gl _p"m
A e
por lo que le podemos aplicar la hipoétesis de induccion, que en este caso significa que
B tiene un subgrupo D cuyo orden es p™ 1.

B —pm < |G,

Finalmente aplicamos el resultado probado en 5.44 al homomorfismo
v:G—GJ/A
En este caso, como tenemos un subgrupo D de G / A, por lo tanto existe un subgrupo
H de G tal que H / A= p(H) =D y por lo tanto |H / A| = % = p"~ ! por lo
tanto |H| = pn, que es lo que querfamos demostrar. ([l

Hemos demostrado la versiéon mas simple del llamado primer teorema de Sylow.
Para conocer versiones més completas y las otras proposiciones de este teorema ver
la bibliografia.

5.5.3 Ejercicios

1. Demuestre que S,, actiia sobre el conjunto X = P({1,2,...,n}) de todos los sub-
conjuntos de {1,2,...,n} de la manera obvia, es decir, para 0 € S,, y A C X,
oc-A={0(1),0(2),...,0(n)}.

. Cuél es la 6rbita de A = {n —1,n}?, ;cudl es su estabilizador?, ja qué grupo
es isomorfo?

Repita las preguntas anteriores para otros subconjuntos de {1,2,...,n}.

Para n = 2 y n = 3, encuentre todas las érbitas y todos los estabilizadores.

2. Demuestre que S5 actia sobre X = {(z,y) : 1 < x,y < 3} de la siguiente manera.
o (z,y) = (o(x),0(y)). Encuentre las drbitas y los estabilizadores.

3. Haga actuar el grupo D4 de la manera natural sobre el conjunto X formado por:
los cuatro vértices, los cuatro puntos medios de los lados, el centro, los cuatro lados,
las dos diagonales y las dos medianas.

Encuentre las érbitas y los estabilizadores.

4. Sea X el conjunto de todos los subgrupos de un grupo G y hagamos actuar
G sobre X por conjugacién, es decir, g- N = gNg~!. Demuestre que esta es
efectivamente una accion.

Apliquelo al caso de Dy. Encuentre las 6rbitas, jqué puede decir de éstas?
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