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Presentacion de la Coleccion

La coleccion de monografias que presentamos es el resultado del generoso esfuerzo de
los autores, quienes han dedicado su tiempo y conocimiento a la tarea de escribir un
texto de matematica. Pero este esfuerzo y generosidad no se encuentra plenamente
representado en esta labor, sino que también en la enorme capacidad de aprendizaje
que debieron mostrar, para entender y comprender las motivaciones y necesidades de
los lectores: Futuros profesores de matematica.

Los autores, encantados una y otra vez por la matematica, sus abstracciones y
aplicaciones, enfrentaron la tarea de buscar la mejor manera de traspasar ese encanto
a un futuro profesor de matemética. Este también se encanta y vibra con la matema-
tica, pero ademas se apasiona con la posibilidad de explicarla, ensenarla y entregarla
a los jovenes estudiantes secundarios. Si la tarea parecia facil en un comienzo, esta
segunda dimensién puso al autor, matemético de profesion, un tremendo desafio. Tu-
vo que salir de su oficina a escuchar a los estudiantes de pedagogia, a los profesores,
a los formadores de profesores y a sus pares. Tuvo que recibir criticas, someterse a
la opinién de otros y reescribir una y otra vez su texto. Capitulos enteros resulta-
ban inadecuados, el orden de los contenidos y de los ejemplos era inapropiado, se
hacia necesario escribir una nueva version y otra més. Conversaron con otros autores,
escucharon sus opiniones, sostuvieron reuniones con los editores. Escuchar a los es-
tudiantes de pedagogia significd, en muchos casos, realizar eventos de acercamiento,
desarrollar cursos en base a la monografia, o formar parte de cursos ya establecidos.
Es asi que estas monografias recogen la experiencia de los autores y del equipo del
proyecto, y también de formadores de profesores y estudiantes de pedagogia. Ellas
son el fruto de un esfuerzo consciente y deliberado de acercamiento, de apertura de
caminos, de despliegue de puentes entre mundos, muchas veces, separados por falta
de comunicacién y cuya unién es vital para el progreso de nuestra educacion.

La coleccion de monografias que presentamos comprende una porcioén importante
de los temas que usualmente encontramos en los curriculos de formacién de profeso-
res de matematica de ensenanza media, pero en ningin caso pretende ser exhaustiva.
Del mismo modo, se incorporan temas que sugieren nuevas formas de abordar los
contenidos, con énfasis en una matematica més pertinente para el futuro profesor, la
que difiere en su enfoque de la matematica para un ingeniero o para un licenciado en
matematica, por ejemplo. El formato de monografia, que aborda temas especiificos



con extension moderada, les da flexibilidad para que sean usadas de muy diversas
maneras, ya sea como texto de un curso, material complementario, documento bésico
de un seminario, tema de memoria y también como lectura personal. Su utilidad cier-
tamente va mas alla de las aulas universitarias, pues esta coleccién puede convertirse
en la base de una biblioteca personal del futuro profesor o profesora, puede ser usa-
da como material de consulta por profesores en ejercicio y como texto en cursos de
especializacion y post-titulos. Esta coleccion de monografias puede ser usada en con-
cepciones curriculares muy distintas. Es, en suma, una herramienta nueva y valiosa,
que a partir de ahora estara a disposicion de estudiantes de pedagogia en matematica,
formadores de profesores y profesores en ejercicio.

El momento en que esta coleccién de monografias fue concebida, hace cuatro anos,
no es casual. Nuestro interés por la creaciéon de herramientas que contribuyan a la
formacion de profesores de matemética coincide con un acercamiento entre matema-
ticos y formadores de profesores que ha estado ocurriendo en Chile y en otros lugares
del mundo. Nuestra motivacién nace a partir de una creciente preocupacién en todos
los niveles de la sociedad, que ha ido abriendo paso a una demanda social y a un in-
terés nacional por la calidad de la educacion, expresada de muy diversas formas. Esta
preocupacion y nuestro interés encontré eco inmediato en un grupo de matematicos,
inicialmente de la Universidad de Chile, pero que muy rapidamente fue involucrando
a matemaéticos de la Pontificia Universidad Catolica de Chile, de la Universidad de
Concepcion, de la Universidad Andrés Bello, de la Universidad Federico Santa Maria,
de la Universidad Adolfo Ibanez, de la Universidad de La Serena y también de la
Universidad de la Republica de Uruguay y de la Universidad de Colorado de Estados
Unidos.

La matematica ha adquirido un rol central en la sociedad actual, siendo un pilar
fundamental que sustenta el desarrollo en sus diversas expresiones. Constituye el ci-
miento creciente de todas las disciplinas cientificas, de sus aplicaciones en la tecnologia
y es clave en las habilidades bésicas para la vida. Es asi que la matematica actual-
mente se encuentra en el corazén del curriculo escolar en el mundo y en particular
en Chile. No es posible que un pais que pretenda lograr un desarrollo que involucre
a toda la sociedad, descuide el cultivo de la matemética o la formacién de quienes
tienen la misién de traspasar de generacidon en generacion los conocimientos que la
sociedad ha acumulado a lo largo de su historia.
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Nuestro pais vive cambios importantes en educaciéon. Se ha llegado a la convic-
cion que la formaciéon de profesores es la base que nos permitird generar los cambios
cualitativos en calidad que nuestra sociedad ha impuesto. Conscientes de que la tarea
formativa de los profesores de matematica y de las futuras generaciones de jovenes
es extremadamente compleja, debido a que confluyen un sinnimero de factores y dis-
ciplinas, a través de esta coleccion de monografias, sus editores, autores y todos los
que han participado del proyecto en cada una de sus etapas, contribuyen a esta tarea,
poniendo a disposicién una herramienta adicional que ahora debe tomar vida propia
en los formadores, estudiantes, futuros profesores y jovenes de nuestro pais.

Patricio Felmer y Salomé Martinez
Editores
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Prefacio

La optimizacion se puede considerar como una parte de la matemética que se ocupa
del estudio de problemas de decisiéon con el fin de determinar, entre todas las posi-
bles alternativas, aquella que resulte la mejor respecto de objetivos pre-establecidos.
Esta monografia solo considera funciones objetivo lineales y con restricciones del tipo
desigualdad o igualdad, definidas también por funciones lineales, es decir, se va a con-
siderar problemas de optimizacién con funciones objetivos lineales y cuyas regiones
factibles sean poliedros.

La confeccion de esta monografia surge de la necesidad de contar con un material
de referencia para nuestros profesores encargados de la educaciéon media de nuestro
pais, en el area de Programacion Lineal. Para su elaboracion, he considerado el hecho
de que no existe una asignatura dedicada exclusivamente a este tema, por lo que he
tratado de extraer los tépicos que a mi juicio son los que merecen ser estudiados en un
primer curso para este fin y abordarlos de modo esquematico (por ejemplo, el anélisis
de sensibilidad y programacion paramétrica han sido excluidos).

Iniciando cada capitulo con ejemplos ilustrativos, he preferido dar un caracter mo-
tivador a la presentaciéon por sobre la generalidad de los resultados, pero sin perder
la rigurosidad matemaética, cuando la intuicién se ve amenazada. También, immedia-
tamente después de algunos ejemplos, he incorporado ejercicios relacionados con el
afan que el lector afirme su confianza en el manejo de los conceptos, sin que tenga
que esperar la lista de problemas al final de cada capitulo.

Creo importante incluir un capitulo introductorio sobre optimizacién lineal mul-
tiobjetivo debido a su importancia en la modelacién de muchos problemas reales.

El material incluido en la presente monografia es més de lo que podria presentarse
en un primer curso, que en general es sobre sistemas lineales, donde una fraccién de
él se dedica a programacion lineal. Sin embargo, el profesor estd muy bien capacitado

para abordar los otros tépicos en un segundo curso.

El contenido de esta monografia se ha dividido en 5 capitulos.
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El Capitulo 1 presenta algunos problemas de optimizacién que aparecieron en la
antigiiedad y otros que corresponden al mundo actual; ademés, se describen algunos
modelos de aplicacion y se formula el problema general de optimizacion lineal, para
terminar con la resoluciéon grafica de problemas bidimensionales.

En el Capitulo 2 se introducen algunas nociones bésicas topologicas y algebraicas
de conjuntos convexos. En particular, la capsula convexa permite describir el conjunto
solucion del problema. También se establecen varias caracterizaciones del hecho que
el conjunto solucién no sea vacio.

El método del Simplex se presenta en el Capitulo 3, junto con su formato tabla
que resulta ser el mas adecuado para su manipulacion. También, se discute la for-
macion de ciclos en el uso del simplex y se establece la regla de Bland que evita la
aparicion de ciclos.

El Capitulo 4 estudia la teoria de dualidad, que consiste en establecer las posi-
bles relaciones simétricas entre un problema de optimizacién dado llamado “primal”
y otro asociado, llamado “dual”’, donde las versiones débil y fuerte del teorema de
dualidad juegan un papel muy importante. Para ello, se establece el lema de Farkas
y las condiciones de optimalidad de Karush, Kuhn y Tucker. Finalmente, se presenta
una interpretacién econémica del problema dual.

En el Capitulo 5, motivado por las aplicaciones, lo cual hace que sea un tema muy
actual, se incluye una introduciéon béasica sobre optimizacion lineal multiobjetivo, de
modo de entusiasmar al lector por esta area que soélo se ve en cursos avanzados de
otras carreras. Aqui se estudia el problema de optimizar més de una funcién objetivo y
la nocién de solucién a utilizar es debido a Pareto, igualmente conocida como solucion
“eficiente”.

Debido a la manera como se abordan los topicos presentes en esta monografia, el
lector puede continuar su lectura desde el Capitulo 1 al 3, aunque algunas nociones
del 2, ademéas del Teorema (de representacion) 2.16, se necesitan en el 3; y dejar el
Capitulo 2 para una segunda parte. Claramente, no se puede prescindir del Capitulo
1. El Capitulo 5 esta basado en los Capitulos 2 y 4, y no requiere los conocimientos
del Capitulo 3. Respecto del Capitulo 4, se necesita conocer el método simplex para
entender tnicamente la Observacion 4.5.

En esencia, en esta monografia se presenta: la formulacién del problema de op-
timizacién lineal; su solucién a través del método simplex; o cuando sea necesario,
la caracterizaciéon mediante las condiciones de optimalidad debido a Karush, Kuhn y
Tucker; la teoria de dualidad; y un capitulo adicional sobre optimizacién lineal mul-
tiobjetivo.
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Capitulo 1: Antecedentes Historicos y Motivacion

En este capitulo se describen brevemente ciertos problemas de optimizaciéon que apa-
recieron en la antiguedad y otros que corresponden al mundo moderno, as{ como la
formulacion general del problema de optimizacién lineal. Ademaés, se presentan algu-
nos modelos de aplicacion representativos: un problema de bienestar, un problema de
transporte, un problema de la inversién, un problema de produccién, un problema
de la dieta y el problema de la mochila. Después, se da un esbozo de la geometria
presente en dichas situaciones y se termina el capitulo con la resolucion grafica de
problemas bidimensionales, incluyendo el problema de Hero6m.

1.1 Introduccion

No hay duda que la palabra “Optimizacion” cada vez nos resulta mas familiar hoy en
dia, tal vez porque el mundo actual siendo mucho més competitivo nos exige optimizar
casi todo, principalmente para ganar tiempo y asi realizar el mayor nimero de activi-
dades posibles. La Optimizacion esta presente en cualquier actividad planificada del
ser humano, porque aparece en todos los &mbitos de nuestra vida cotidiana y en cual-
quier contexto: desde elegir la ruta mas corta para llegar a nuestro destino o decidir
a qué supermercado ir a realizar las compras con el objeto de minimizar costos, hasta
como distribuir nuestro tiempo en el trabajo para permanecer mucho mas en casa y
menos agotados. Por ejemplo, los supermercados optimizan los horarios de trabajo y
el nimero del personal, asi como su distribucién, para la atencion al publico durante
el dia; algo parecido ocurre con las companias aéreas al momento de planificar sus
vuelos y la rotaciéon de la tripulacion; los inversionistas toman decisiones de modo que
minimicen sus riesgos de inversion.

En general, cualquier fabrica desea una eficiencia méaxima en cada etapa del pro-
ceso de elaboracion de sus productos, asi como en el proceso organizacional de la
empresa misma. Este proceso, que se origina con la llegada de la Revolucion Indus-
trial y que transforma los pequenios talleres en grandes organizaciones industriales (o
empresas), tiene que ver con el mayor grado de especializaciéon que muchas componen-
tes de una misma organizacion estaba logrando alcanzar y, por lo tanto, se estaban
planteando objetivos propios. Esto a su vez, dificultaba enormemente la asignacion
de recursos a las diferentes actividades para conseguir el mayor grado de eficacia para
toda la empresa.
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Pese a que las situaciones arriba mencionadas parecieran propias de nuestro mun-
do actual, ya en la antiguedad también se dedicaban a optimizar. Por ejemplo,
Dada una recta en el plano y dos puntos A y B a un lado de ella, encontrar un
punto C sobre la recta de modo que la suma de las distancias de C a A y de C a B
sea minima.
Este problema fue propuesto por el mateméatico Herén, de Alejandria

FIGURrA 1.1. Suma de distancias minima

Aunque lo anterior no obedece a ninguna situacion de necesidad aparente, el intelecto
humano ya sentfa curiosidad por este problema de matematica (ver Figura 1.1). Su
solucién geométrica se mostrara en la Seccion 1.6.

También existe un relato asociado a uno de los problemas mas antiguos de op-
timizacion y data del siglo IX a. C. Tal problema es conocido como el problema de
Dido (ver, por ejemplo, la Eneida de Virgilio, aunque también aparece en otras fuentes
literarias, para ello dirigirse a cualquier buscador en internet, escribiendo “princesa
de Dido” o “leyenda de Dido”) el cual tiene que ver con la princesa fenicia del mismo
nombre. La historia cuenta que la princesa, huyendo de la persecucion de su hermano
Pigmalion (quien asesin6 a Siqueo, esposo de Dido), se dirigio, hacia el oeste de las
costas del Mediterraneo en busca del paraiso. En su recorrido encontr6é un lugar por
el cual se sinti6 atraida y decidié comprar una extension de terreno que pudiese ser
medido con la piel de un toro (el lugar es conocido actualmente como la bahia de
Tinez). Al cerrar la compra con el lider local, aparentemente a un precio muy mez-
quino, la princesa procedi6é a cortar una piel de toro en tiras tan finas como pudo,
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las unié y con la tunica tira resultante cercé un extenso terreno. Sobre éste, con el
pasar el tiempo, la princesa construyé una fortaleza y la ciudad de Cartago, donde
ella finalmente muri6 como una martir. Obviamente, mientras mas fina sean las tiras,
mayor sera el terreno cercado por la tira resultante; pero una vez cortada la piel, la
longuitud de la tira se mantiene.

El problema de Dido puede formularse, en lenguaje moderno, de la siguiente
manera: entre todas las curvas cerradas en el plano de una longuitud dada, encontrar
aquella que encierra el drea maxima. Tal problema se conoce como un problema
isoperimétrico y tiene una respuesta muy simple, una circunferencia.

Desde entonces, destacados pensadores han establecido principios que daban cuen-
ta de la presencia de la optimizaciéon en todo lo que nos rodea. Por ejemplo, Pierre
Fermat afirmaba que “la naturaleza opera por vias que son las mas faciles y rapidas”.
También, Leonard Euler observé que “nada que continiie persiste en el mundo que no
provenga de un méximo o minimo”.

Por otro lado, los sistemas fisicos tienden a un estado de minima energia; las
moléculas en un sistema quimico aislado reaccionan entre ellas hasta que la energia
potencial de sus electrones alcanzan su minimo valor; los rayos de luz siguen aquellas
trayectorias que minimizan el tiempo de duracion del viaje.

. Qué es la optimizaciéon?

La optimizacién puede ser considerada como una parte de la matematica que se ocupa
del estudio de problemas de decision, con el fin de determinar, entre las diferentes
posibles alternativas, aquella que resulta la mejor respecto de objetivos preestable-
cidos.

Se debe distinguir dos tipos de problemas de optimizaciéon: “mono-objetivo” o
escalar y “multiobjectivo” . La primera, tiene que ver con minimizar o maximizar
una sola funciéon objetivo y aqui el concepto de solucion esta claramente definido;
mientras que la segunda, se refiere a optimizar més de una funciéon objetivo, en tal caso
el concepto de solucion deberia ser precisado, distinguiéndose entre ellas la llamada
“eficiente” (también conocida como solucion Pareto optimal) y “débilmente eficiente”
(o Pareto optimal débil).

En esta monografia se va a considerar una clase particular de problemas de op-
timizacion mono-objetivo, los llamados problemas de optimizacién lineal, los que se
estudiaran a lo largo de los cuatro capitulos, mientras que sélo uno estara dedicado a
la optimizacién lineal multiobjetivo limitdndose a lo més béasico y fundamental.

Elementos que intervienen en un problema de Optimizacién

En la definicion respecto de qué es Optimizacion (escalar o mono-objetivo), podemos
distinguir dos elementos fundamentales, a saber, la “funcién objetivo” y las “variables
de decision”. La funcién objetivo es aquella que uno debe optimizar: maximizar o mi-
nimizar y mide cuantitativamente la realizaciéon de la actividad, por ejemplo, puede
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medir el beneficio, tiempo, costo o cualquier cantidad que represente numéricamente
el objetivo a alcanzar. Las variables de decision son aquellas que determinan preci-
samente la decision a tomar para que el objetivo se alcance de modo 6ptimo y que
son propias de las caracteristicas de la actividad considerada. Generalmente, estas
variables estan restringidas dando origen al conjunto de restricciones, es decir, aque-
llas condiciones que deben satisfacer las variables sobre las que depende la funcion
objetivo. Nuestro propoésito, entonces, es obtener un valor de las variables de manera
que ahi la funcién objetivo alcance su valor éptimo.

1.2 Modelos de Aplicacién

A continuacién, a modo de ilustracion, se presenta algunos modelos de aplicaciéon que
aparecen en las ciencias aplicadas e ingenieria. Aun cuando los modelos en el mundo
real pueden ser més complejos, los aqui descritos nos muestran el amplio rango de
aplicabilidad de la optimizacién lineal. Otros modelos se pueden encontrar en la lista
de problemas al final del capitulo.

Un Problema de Bienestar

Mercedes acaba de ingresar a la universidad y se da cuenta que si s6lo estudia y no
juega se convertird en un persona irritable. Por lo tanto, desea distribuir su tiempo
disponible, aproximadamente de 10 horas por dfa, entre estudio y juego. Ella considera
que el juego es doblemente mas divertido que el estudio y que debe estudiar al menos
un tiempo igual al que pasa jugando. Sin embargo, para cumplir con sus obligaciones
de estudiante, estima que no puede jugar mas de 4 horas diaras, ;céomo debe distribuir
su tiempo para maximizar su bienestar o grado de placer?

Se define las variables de decisiéon z; como el tiempo (en horas) destinadas al
estudio en un dia y x5 el tiempo (en horas) dedicadas a jugar en un dia. Luego, la
funcién objetivo que mide el placer de Mercedes es:

x1 + 2x9.
Debido a las consideraciones impuestas, se deduce que:
(1.1) T1 > To, To < 4.
Ademaés, se tienen las restricciones
(1.2) r1+xo <10, z1 >0, o > 0.

Luego, el problema consiste en maximizar la funciéon x; 4+ 2x5 sujeto a las restricciones
(1.1) y (1.2).

Un Problema de Transporte

Una empresa productora de zapatos tiene tres plantas situadas en Santiago, Concep-
cion y Valdivia, con una demanda de 400, 300 y 200 cientos de kilogramos de cuero
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especial, respectivamente. Tal material se provee desde Talca y Temuco donde se dis-
ponen de 550 y 350 cientos de kilogramos, respectivamente. Los costos de transporte,
en miles de pesos por cientos de kilogramos, estéan reflejados en la tabla siguiente:

Santiago | Concepcion | Valdivia
Talca 3 5 6
Temuco 4 3 5
TaBLA 1.1

Se desea determinar la cantidad del material que debe adquirirse en cada uno de
los dos lugares para ser trasladados a las diferentes plantas, de manera que el costo
de transporte incurrido sea el menor posible.

Definimos las variables de decision siguientes,

x11: cantidad del material (100 kg) transportado de Talca a Santiago;

212: cantidad del material (100 kg) transportado de Talca a Concepcion;

x13: cantidad del material (100 kg) transportado de Talca a Valdivia;

x91: cantidad del material (100 kg) transportado de Temuco a Santiago;

Z99: cantidad del material (100 kg) transportado de Temuco a Concepcion;

xo3: cantidad del material (100 kg) transportado de Temuco a Valdivia,

Evidentemente,

(1.3) 25 >0,1=1,2, j=1,2,3.
Debido a la disponibilidad del material en Talca y Temuco, se tiene

{ T11 + T12 4+ 213 < 550

14
(14) To1 + waz + w23 < 350.

Considerando las demandas en Santiago, Concepcién y Valdivia, obtenemos

400 < x11 + w21
(1.5) 300 < x120 + To9
200 < x13 + xo3.

La funcién objetivo que debemos considerar es aquella que nos da el costo total,
es decir,

(1.6) 3x11 + 9T12 + 6713 + 4221 + 3x22 + T3

En sintesis, el problema consiste en minimizar la funcion dada por (1.6) sujeto a las
restricciones determinadas por las desigualdades (1.3), (1.4) y (1.5).

Un Problema de Inversion

A continuacién veamos un modelo simplificado de un problema de inversiéon de una
firma bancaria.

27



Supongamos que cierto banco tiene 500 millones de pesos para realizar una inver-
sion. Desea destinar parte de ella a PRESTAMOS (p) y la diferencia a ACCIONES
(a). Evidentemente, los préstamos tienen un interés mayor que las acciones, pero estas
ultimas tienen la ventaja que pueden ser vendidos en cualquier momento a precio de
mercado.

En nuestro modelo se supone que la tasa de ganancia para los préstamos y acciones
son, respectivamente, 12% y 6 % anuales.

Sea p y a la cantidad (en millones de pesos) de dinero destinado para préstamos
y para las acciones, respectivamente (aqui las variables de decision son p y a). En este
caso, la funcién costo se traduce como la ganancia total al ano y estd determinada
por

(1.7) 0,12p + 0,064,

la cual el Banco desea maximizar bajo ciertas restricciones que a continuaciéon expli-
citamos:

capital disponible: suponemos que el Banco dispone de 500 millones de pesos,
luego, se debe cumplir

(1.8) P+ a < 500;

capacidad de liquidez: por razones de salvaguarda, el Gobierno obliga que el Banco
tenga una liquidez de, al menos, 25 % del total de sus inversiones, esto de traduce en
a > 0,25(p + a), de donde

(1.9) p—3a < 0;

confianza en los clientes: debido a la trayectoria del Banco, éste ya cuenta con
un cierto nimero de clientes a quienes no desea defraudar, digamos que esto significa
destinar el monto de 180 millones de pesos. Asi,

(1.10) p > 180;
no negatividad: por razones obvias, debemos tener
(1.11) p>0, a>0.

En el lenguaje financiero al par (p,a) se le conoce como un portafolio; y un
portafolio que satisface las cuatro restricciones anteriores sera un portafolio admisible.
Luego, el objetivo del Banco es encontrar un portafolio optimal, es decir, uno que
satisfaga las desigualdades (1.8), (1.9), (1.10) y (1.11), el cual ademas maximice la
ganancia dada por (1.7). Esto se expresa matematicamente como:

max 0,12p + 0,06a

s.a. —p — a > —500
—p + 3a >0
> 180
p>0, a>0
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El problema de la inversion pertenece al mundo de la “Gestion de inversiones”
y el modelo discutido aqui es uno simplificado del que Alfred Broaddus considerd
en 1972 en el trabajo “Programacion lineal: un nuevo método para la gestion de la
cartera bancaria” publicado en la revista “Monthly review of the federal reserve bank
of Richmond”.

Un problema de Produccién

Un restaurante vende empanadas de carne y hamburguesas de carne con queso. En
una empanada se usa 120 g de carne, mientras que en una hamburguesa 90 g. El
restaurante inicia su dia con 99 kg de carne, pero puede solicitar mas, con un costo
adicional de 240 pesos por kilo para cubrir el costo de la entrega. La carne sobrante
se dona al Hogar de Cristo. Las ganancias del local son 93 pesos por una empanada
y 75 pesos por una hamburguesa. El establecimiento no espera vender mas de 1000
unidades (entre empanadas y hamburguesas) en cualquier dia, jcuantas empanadas
y hamburguesas debe planear el restaurante para el dia?

Definimos primero las variables de decision. Sean z1 y x5 el niimero de empanadas
y hamburguesas a producir diariamente: la cantidad diaria de carne dependera si el
restaurante decide quedarse con el limite inicial de 99 kg, o si solicita carne adicional.
Si se queda con 99 kg, se tiene

12021 + 90z4 < 99000;
en cambio, si opta por solicitar carne adicional, se tendria
12021 + 9022 > 99000.

Como, a priori, no se sabe cuél de las dos restricciones considerar, se unifica ambas
en una sola:
120z 4+ 9025 + x5 = 99000,

donde x3 no tiene restriccién de signo, es decir, puede ser negativa o positiva. Se sabe
(ver la Subseccién 1.3) que es posible escribir x3 = 23 — x5 con 2§ > 0, x5 > 0,
y donde ambos no pueden ser positivos al mismo tiempo: concretamente se tiene
r3 = max{z3,0}, 3 = max{—x3,0}.

Veamos ahora la funciéon objetivo. El restaurante desea maximizar su ganancia
que es 93z + 75x3, en el caso de optar por quedarse con la cantidad inicial de carne;

mientras que solicitando carne adicional, la ganancia seria 93z + 75x2 — 0,245, pues

en tal caso se debe tener x3 < 0, y, por lo tanto, x5 = —x3, x4 = 0.
Finalmente se tiene la restriccion
(1.12) 1 + 22 < 1000.

Luego, el problema consiste en maximizar 93z + 7522 — 0,24z, sujeto a las restric-
ciones (1.12) y
1201 + 9029 + x5 — x5 = 99000,

$1207 IQZO, x;zoa .133_20
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El Problema de la Dieta

Se formularan dos problemas sobre como preparar comidas nutricionalmente adecua-
das al menor costo.

1. Una fabrica que produce comida para perros, en latas de 450 gramos (g), desea
saber las proporciones de 4 tipos de productos que debe mezclar, de modo que el
resultado contenga al menos 90 g de proteinas, 150 g de carbohidratos y 120 g de
grasa, con el propoésito de obtener el menor costo posible.

El cuadro adjunto muestra el contenido de nutrientes presentes en cada uno de los 4
productos por cada 450 g.

Producto | Proteinas Carbohidratos Grasas | Precio
(g) (g) (8) | (pesos)
1 90 210 150 2800
2 150 120 180 3600
3 60 60 180 1800
4 90 240 60 1200
TABLA 1.2

Considerando la primera fila de la tabla adjunta, se lee que: 450 g del producto 1
cuestan 2800 pesos y contienen 90 g de proteinas, 210 g de carbohidratos y 150 g de
grasas; 450 g del producto 2 cuestan 3600 pesos y contienen 150 g de proteinas, 120
g de carbohidratos y 180 g de grasas y asi sucesivamente.

Definimos las variables (de decisiéon) siguientes:

x1: proporciéon del producto 1 presente en la comida enlatada (1 lata);

x9: proporcién del producto 2 presente en la comida enlatada (1 lata);

x3: proporcion del producto 3 presente en la comida enlatada (1 lata);
x4: proporcion del producto 4 presente en la comida enlatada (1 lata).

La funciéon costo a considerar es
(1.13) 280021 4+ 360022 4+ 1800x3 + 120024,

que es el costo por 1 lata de comida. Por cuestiones nutricionales, la comida (1 lata)
para perros debe contener al menos 90 g de proteinas, 150 g de carbohidratos y 120
g de grasa. Estas restricciones se escriben como:

9021 + 15025 + 60x3 + 90z4 > 90
(1.14) 210z + 120x9 + 60x3 + 240x4 > 150
15021 + 180z5 + 180x3 + 60x4 > 120

Ademas, las variables x; también deben satisfacer
(1.15) T+ axot+r3+ars=1
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y obviamente,
(116) X1 Z O, X9 2 O, I3 Z 0, Tq Z 0.

Por lo tanto, el problema se reduce a minimizar (1.13) sujeto a las restricciones dadas
por (1.14), (1.15) y (1.16).

2. Una escuela de ensenanza basica de Concepcién desea diseniar un meni para sus
alumnos al mas bajo costo, proporcionando, al menos, 2000 kilocalorias de energia, 52
gramos (g) de proteinas y 820 miligramos (mg) de calcio. Los productos a considerar
en la elaboracion del meni y sus caracteristicas figuran en la tabla adjunta:

Producto | Tamano Energia Protefnas Calcio Precio

(kilocalorias) () (mg)  (pesos)

pollo 100 g 205 32 12 1500
pan 30g 110 4 2 100
huevo 2u 160 13 54 100
leche 240 cm? 160 8 285 300
legumbre | 260 g 260 14 80 140
fruta 170 g 420 4 22 150

TABLA 1.3

Por otro lado, se exige que el ment propuesto no incluya més de 250 g de pollo,
90 g de pan, 2 u de huevos, 960 cm? de leche, 340 g de fruta y tampoco méas de 440 g
de legumbre. Transformando estas cantidades en unidades de cada producto, teniendo
en cuenta la tabla, lo anterior es equivalente a decir que el mend no debe contener
més 2.5 u de pollo, 3 u de pan, 4 u de leche, 1.5 u de legumbre, 2 u de fruta.
Definimos las variables (de decision) siguientes:

x1: cantidad (u) de pollo presente en el mend;

x9: cantidad (u) de pan presente en el meni;

x3: cantidad (u) de huevos presente en el mend;

x4: cantidad (u) de leche presente en el mend;

x5: cantidad (u) de legumbre presente en el ment;

xg: cantidad (u) de fruta presente en el ment;

La funcion costo a considerar es

(1.17) 1500z + 100x4 + 100z3 + 30024 + 140x5 + 150z,

que se debe minimizar sujeta a las restricciones determinadas por las desigualdades

(1.18), (1.19), (1.20) y (1.21), donde:

205x1 + 11029 4 160x3 + 16024 + 260z5 + 42026 > 2000
1221 4 229 + 543 + 28524 + 80x5 + 2226 > 820,
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(1.19) 21 <25, 19 <3, v3<2, x4 <4, x5 <1,5, 24 <2,
y las restricciones de no negatividad,

(1.20) 0<zy, i=1,2,...,6.
Evidentemente, también se deben anadir las restricciones

(1.21) To € IN, x3 € IN, xg € IN.

Por lo tanto, el problema es un modelo de optimizacion lineal entera, cuyo estudio no
esta entre los objetivos de esta monografia. De manera que en los capitulos siguientes
se excluiran problemas con restricciones del tipo (1.21).

El problema de la dieta (aunque no necesariamente el modelo estudiado aqui) fue
considerado por George J. Stigler en un trabajo titulado “El costo de la subsistencia”
publicado en la revista “Journal of farm economics”, en 1945.

Si bien es cierto que el problema 1 de la dieta no ocasiona mucha dificultad
tratandose de comidas para perros, pues podemos mezclar los productos en cantidades
arbitrarias, el real problema de la dieta, que consiste en preparar las mejores comidas
al menor costo, es un problema de optimizacion lineal entera (ver problema 2), que
requiere herramientas adicionales no tratadas en esta monografia.

La elaboracion de mentes especiales es el principal objetivo de la Administracion
de Alimentos en escuelas, jardines de infancia, hospitales, asilos, hogar de menores,
carceles, o simplemente para adelgazar.

El Problema de la Mochila

Un explorador desea emprender una caminata llevando consigo, entre los n articulos
que tiene a su disposicion, aquellos més tutiles para su propoésito. Se sabe que la persona
no puede llevar méas de b(> 0) kgs en total en su mochila. A cada articulo le asigna un
valor ¢;(> 0) que refleja el grado de importancia/utilidad relativo, respecto del resto
del equipamiento: a mayor valor de ¢;, mayor sera la importancia que tiene el articulo
i en el equipamiento, y, por lo tanto, el explorador estard en mejores condiciones.
Sea a;(> 0) el peso (en kgs) del articulo i. El problema del explorador consiste en
determinar cuéles articulos debe llevar consigo; eligiendo aquellos que maximizen la
utilidad total del equipamiento, teniendo en consideracion el limite acerca del peso
que puede soportar.

Se define ahora las variables de decision. Para cada i = 1,2,...,n, se pone x; = 0,
si el articulo i no se lleva; x; = 1, si el articulo 7 se lleva. Luego, la funcion objetivo,
que en este caso recibe el nombre de funciéon de utilidad, es

(1.22) C1%1 + C2T2 + -+ Cpn.
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Como a;x; representa el peso del articulo i en la mochila, la restriccion sobre el peso
que soporta la mochila queda expresado en la desigualdad

(1.23) a1x1 + asxo + -+ apxy, < b

Asi, el problema consiste en maximizar la funcion objetivo dada por (1.22) sujeto a
las restricciones determinadas por (1.23) y (1.24):

(1.24) z;€4{0,1}, i=1,2,...,n.

Al igual que el problema 2 de la dieta, este tipo de problemas no es de optimiza-
cion lineal por el tipo de restricciones (1.24). Estos problemas son llamados problemas
lineales binarios: lineales, porque las funciones que determinan las restricciones pro-
piamente tales son de este tipo, pero los valores de las variables son binarios, es decir,
s6lo toman dos posibles valores.

El estudio de tales problemas estan fuera del alcance de esta monografia. La
variante de este problema que se obtiene al considerar las restricciones

1‘1207 i:1,2,...,n

en lugar de (1.24) se presenta en el Ejemplo 1.6 junto con su solucion, ver también el
Capitulo 4.

El modelo clasico de la mochila hace referencia a un soldado (o montaiista) que
debe decidir cuéles son los articulos mas valiosos que debe llevar en su mochila. A
tal complicaciéon también se le conoce como el problema de equipo de vuelo, donde
en una situaciéon de emergencia, un piloto de aviéon debe determinar los articulos mas
importantes para llevar a bordo; y el problema de carga de flete o contenedor, en el
que un barco con capacidad limitada de volumen o peso debe cargarse con los fletes
mas valiosos.

1.3 Formulacion del Problema de Optimizacién Lineal

El proceso de la formulacion del problema consiste en la modelaciéon de él, el cual
tiene que ver con la identificacién de la funcién objetivo y las variables, ademas del
conjunto de las restricciones.

Poder resolver el problema depende mucho del modelo, es decir, la formulacién
debe ser adecuada como para que nos entregue suficiente informacién sobre éste y no
muy compleja que pueda impedir resolverlo numéricamente.

Su resolucién requiere de un algoritmo de optimizacion, la ejecucion de él, como
ya es conocido, necesitara de un computador, aun cuando el niimero de restricciones
o el nimero de variables sea dos. En tal caso, algunos problemas podran resolverse
geométricamente como se verd mas adelante.

Cualquier problema de optimizacién lineal se puede representar de la manera
siguiente:
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min c1xy + c2xo + -+ - + ¢, T, = minimizar cix1 + coxo + - + LTy

sujeto a
1171 + G12%2 + -+ - + A1 Ty > by
a21%1 + A22%2 + -+ + A2pTy, > by
(1.25)
Am1T1 + Am2T2 +--- 4+ AmnTn Z bm7
(1.26) 1 >0,...,2, > 0.

Debido a que

maximizar E ¢;r; = —minimizar E (—ci)xi,

i=1 i=1

todo problema de maximizacion puede convertirse en un problema de minimizacion
y viceversa.

La funcién ¢y z1+coxa+- - -+cpxy es lallamada “funcién objetivo” o “funcién costo”
o “funcion criterio”. Los coeficientes ¢y, co, . . ., ¢, reciben el nombre de “coeficientes de
costo”, mientras que x1,xo,..., T, son las “variables de decisién” o “variables estruc-
turales” o “niveles de actividad” cuyos valores estan por determinarse. Cada una de
las desigualdades Z?:1 ai;jr; < b; denota la “t-ésima restriccién” o “restriccion estruc-
tural” o ‘restriccion tecnoldgica”; mientras que las restricciones x; > 0, j =1,...,n,
son las ‘“restriciones de no negatividad”. El vector b recibe el nombre de “vector del
lado derecho” y representa los requerimientos minimos a ser satisfechos. Finalmente,
los coeficientes a;; reciben el nombre de “coeficientes tecnolégicos”.
El “conjunto o regién factible” esta determinado por (1.25) y (1.26), es decir, es aquel
conjunto de (z1,...,2,) que satisface (1.25) y (1.26). Tales elementos se llaman “so-
luciones factibles” o “puntos factibles” o “puntos admisibles”.

En términos matriciales, la formulacién del problema anterior queda expresada
como

min c'x
(1.27) sujetoa: Az >0
x >0,
donde ¢" = (¢1 ¢a ... ¢y), ®" = (21 2 ... x,) son vectores filas de n componentes
(por lo que x y ¢ son vectores columnas), b’ = (by by ... by,) es un vector fila de m

componentes, y A = (a;;) es la matriz de orden m x n. Como es habitual, ¢, zl,
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representan las transpuestas de los vectores columnas

C1 €

C2 X2
c= , T =

Cn Tn

Veamos que todo problema de optimizacion lineal puede escribirse en la forma
(1.27).

Invirtiendo una desigualdad
Toda desigualdad de la forma
rxy +roxe + -+ rpx, <0,
después de ser multiplicada por —1, se convierte en
—T1T1 — ToXy — ++ — TpTy > —b,

que tiene la forma prescrita en (1.25).

Convirtiendo una desigualdad en igualdad
La desigualdad

T1T1 + rowy + -+ Ty, <,
puede escribirse equivalentemente agregando la variable “inactiva”, x,+; > 0, como
la igualdad:
121+ Trexa + o+ Ty + Tpgr = b.
En este caso, z,41 recibe el nombre de variable de holgura.
En cambio, si se tiene la desigualdad

T+ reTe + s+ TRTn 2 b,
ésta puede escribirse equivalentemente como igualdad anadiendo la variable “nactiva”
Tpy1 = 0:
X1+ 1o+ -+ Ty — Tn+l = b.

En este caso, x,41 recibe el nombre de variable de exceso.

Variables sin restricciéon de signo
En este caso, cada variable x; que no tiene restricciéon de signo en la desigualdad

21+ rexa -+ 4+ rpxy 2> b,

P + - . - - o 7
la reemplazamos por x; = x] — z; con r] = max{z;,0} y z; = max{-xz;,0}. Asi,

;v;r >0yz; 20y |z;| = ;v;r + ;. Por lo tanto, la desigualad anterior, se reduce a

r1x1+r2x2+~-~+rjxj+—rja:;+--~—|—7"n:1:nZb,



junto con las restricciones a:;r >0, z; > 0. Esta misma operacion se realiza en cada
desigualdad donde aparece ;.

Convirtiendo una igualdad en desigualdad
La igualdad

&y +roxe + -+ Ty =,

puede escribirse equivalentemente como dos desigualdades de la forma deseada:
T+ rory + o+ Ty 2 b,

—T1X1 — Ty — 1t — Ty > —b.

La dltima equivalencia, aunque ttil, tiene la desventaja que por cada igualdad
aparecen dos restricciones de desigualdad. El siguiente ejercicio nos da una alternativa
para escribir una equivalencia con sé6lo una restriccién adicional.

Ejercicio 1.1. Demostrar que las m ecuaciones:
n
Za,‘jl‘j = bi, 1= 1,2,...,m
j=1
equivalen a las m + 1 desigualdades siguientes:

n
Zaijxj §bz, 1= 1,2,...,m,

j=1
n m m
Z (Z aij> Z; Z sz
=1 \i=1 i=1

Ejercicio 1.2. Usando la metodologia antes descrita, concluir que los problemas de
la Seccion 1.2 pueden escribirse en la forma (1.27), excluyendo las restricciones enteras
o binarias.

Cuando las restricciones estan expresadas en la forma (1.25), se dice que el pro-
blema esté escrito en su forma canénica; en cambio, si las desigualdades en (1.25) son
todas igualdades, decimos que el problema de optimizacion lineal esta escrito en su
forma estdndar, en otras palabras, cuando se tiene

min ¢’z
sujeto a : Ax =b
T > 0.

El algoritmo del simplex a ser estudiado en el Capitulo 3 seré presentado para
problemas escritos en su forma estdndar; mientras que la forma canoénica servira para
desarrollar el esquema de dualidad en el Capitulo 4.

36



FABIAN FLORES-BAZAN

Ejemplo 1.1. Escribir el problema de maximizacion siguiente como uno de minimi-
zaciéon en su forma estandar.

max 1 + 2x2 + 3x3

sa. x1 + 2z — 3x3 =1
2$1 - T2 - 5I3 S 2
Iy + 31’2 — I3 Z 1
g, > 0, z» > 0.

Como z3 no tiene restriccion de signo, en virtud de lo discutido anteriormente, se
escribe T3 = 23 — a3, 3 > 0, 3 > 0; se afiade la variable de holgura z4 > 0 a
la segunda restriccion y la variable de exceso x5 > 0 a la tercera restriccion. Luego,
resulta:

—min —x1 — 219 — 3x3+ +  3z5 +  Oxy +  Oxs
s.a. T + 2z — 33351' +  3z3 + 0Ozy, 4+ Ozz =1
221 — To — 5:17?[ +  Szs + Ty + Oz =2
T +  3x9 — x§ + Tg +  Oxy — 5 =1
gy >0, xy >0, l‘;: >0, z3 20, w4 20, x5 =>0.

En base a lo anterior se enuncia el lema siguiente, cuyos detalles de la demostra-
cion se dejan a lector.

Lema 1.1. Todo problema de optimizacion lineal, escrito en forma candnica, puede
ser formulado de manera estdndar y reciprocamente.

No obstante el lema anterior, el problema sin restricciones de no negatividad
T

min c'
(Py) sujeto a : Az =b
T sin restriccién

admite formalmente una formulacion estandar (simplemente poner z; = a::r —x; , con
x>0, x; > 0), pero no tiene mucho sentido considerar dicho problema (Ps), como
lo afirma el teorema mas adelante. Denotando el “niicleo de A” mediante

ker(A) = {z € R": Az = 0},
la proposicién siguiente es 1til para nuestro propoésito.
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Proposicion 1.2. Sea A una matriz de orden m x n y b € IR™. Supongamos que
K={zeR": Az =0b} #0.
Entonces:

(a) K = o+ ker(A), para cualquier xg € K;
(b) ker(A) = {0}, si y solo si K es un conjunto con un solo elemento.

Demostracion.

(a): Obviamente z¢+ker(A) C K, pues A(xg+v) = Axg+Av = Axg = bsiv € ker(A)
y o € K. Por otro lado, para cualquier € K, se tiene que © = xg + (x — x9) €
xo+ker(A), pues A(x —xg) = Az — Azg = b—b = 0; lo que completa la demostracion
de z¢ + ker(A) = K.

(b): Es una consecuencia de la Parte (a). O

El teorema siguiente muestra que la resolucion del problema (P) es trivial.

Teorema 1.3. Sean A una matriz de orden m xn y b € IR™. Dado ¢ € IR", ¢ # 0,
se considera el problema (Ps). Si el conjunto factible no es vacio, entonces se cumple
s6lo una de las dos afirmaciones siguientes:
(a) el valor optimo es —o0; o
(b) en el caso de que el valor dptimo sea finito, se tiene que el valor de la funcion
objetivo es constante en cualquier solucion factible.

Demostracion. Veamos la Parte (b). Debido a la proposicion anterior se considera
solo el caso cuando ker(A) # {0}. Se sabe que K = xg + ker(A) donde z es cualquier
elemento de K. Luego, como el valor 6ptimo es finito, existe v € IR tal que

(1.28) ¢'(zo 4 tv) > 7, para todo t € IR y todo v € ker(A).

T

Se postula que ¢'v > 0, para todo v € ker(A4). En efecto, si c'v < 0, entonces,

41, se obtiene que v >
c" (zo + tv), lo cual contradice (1.28). Por lo tanto, ¢'v > 0, para todo v € ker(A), y
como v € ker(A) implica —v € ker(A), se concluye que ¢' v = 0, para todo v € ker(A).
En consecuencia, para cualquier € K = x¢ + ker(A), se tiene ¢'x = c' 29 +c¢'v =
¢z, lo que prueba el teorema. (|

eligiendo ¢ suficientemente grande, por ejemplo, t >

Formas equivalentes en optimizacion lineal

Veremos a continuacion diferentes formulaciones de problemas de optimizacién lineal
que pueden expresarse de modo equivalente a un problema en su forma estandar.

Ejemplo 1.2. Dados A, b, ¢, a y B, el problema formulado de la manera siguiente
: T

min c'z
sujeto a : Ax =b
Bzz>a,
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se puede escribir en su forma estandar como

min c'z + cla
sujetoa: Az’ 4+ 0= b— A«
Iz + Iz = pB—«

> 0, z">0,
donde I representa la matriz identidad del mismo orden que el vector ' o x”, segtin
corresponda. En efecto, poniendo ' = z — «, la restriccion Az = b se reduce a
Az’ = b— Ac; la funcién objetivo ¢ se convierte en ¢ 2’ 4+ ¢ v y, ademas, se tiene
0 < 2’ < B — a. Asi, anadiendo la variable inactiva 7 > 0 a la ultima desigualdad
para convertir en igualdad el lado derecho, resulta

¥+ =p-aq,
de donde se obtiene la formulacion deseada.

Ejemplo 1.3. Consideramos el problema siguiente

. T m
min c'x + Yoy il
sujeto a: Az + Iv = b
x>0, wvsin restriccion,
donde, v = (v1,...,vy,) € IR™. Escribiendo v = vt — v~ con v* >0, v~ > 0, 6 més
precisamente, v; = v;” — v;", de modo que |v;| = v;” + v;, dicho problema tiene la
formulacion estandar siguiente:
min clx + 1Mot + 17w~
sujeto a: Az + Ivt — Iv™= b

x>0, vF >0, v~ >0.

donde 1 es el vector (columna) en IR™ con todas sus componentes iguales a 1 e I es
la matriz identidad de orden m x m.

1.4 Antecedentes historicos
Lo que sigue, en parte, fue extraido del libro [S].

La Optimizacion Lineal esté ligada histéricamente a la “Investigacion Operativa”,
apareciendo ésta, formalmente, en 1938 en el contexto de investigaciones conjuntas
entre militares y cientificos civiles, sobre planificacién de operaciones militares de
vuelo, durante la Segunda Guerra Mundial.

Pero la expresion “Programacién Mateméatica” nace en el lenguaje de las colabora-
ciones cientificas - militares, entendiendo por “programa” a los proyectos desarrollados
en su ambito, y esto surge en 1947 con los trabajos de George B. Dantzig en plani-
ficacion de tareas dentro del Pentagono (Estados Unidos). Se debe destacar que en
tales trabajos no se mencionaba ningtin modelo donde aparecia la funcién objetivo a
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optimizar. El matemético y economista L. V. Kantorovich publicé en la (ex-)URSS
una monografia en 1939 sobre Optimizacién, pero por razones ideologicas, éste se di-
vulgo recien en 1959, cuando ya habia avances en el tema. Algo parecido sucedié con
un articulo publicado en 1941 por Hitchcock sobre el problema de transporte. Mejor
suerte tuvieron los trabajos sobre el problema de distribuciéon desarrollados por el
economista y matematico T. C. Koopmann en 1941. Pero la gran metodologia para
estos problemas fue la desarrollada por Dantzig, inicialmente durante el verano del
1947, para problemas de transporte y, posteriormente, en 1951 extendida para la opti-
mizacion lineal. Por tanto, la concepcion de problemas de programacion lineal se debe
a Dantzig, aunque el término “programacion” fue realmente acunado por Koopmann
en el verano 1948 mientras paseaba junto a Dantzig por la playa de Santa Monica en
California (EEUU).

Claramente, se opto por usar la palabra “Optimizacion” en el titulo de la presente
monografia en vez de “Programacion” para darle un caracter mas universal.

1.5 Geometria del Problema de Optimizaciéon Lineal

En esta seccion se describen geométricamente cada uno de los elementos involucrados
en la formulaciéon del problema de optimizacién lineal: las variables de decisiéon y la
funcion objetivo.

Las variables de decision deben ser elementos del conjunto admisible o region fac-
tible y el estudio del valor de la funcién objetivo nos conduce a analizar sus superficies
de nivel.

Interpretacion geométrica de la factibilidad del problema

Se ha visto que la region factible del problema de optimizacion lineal tiene la forma:
K:{ze]R”: Ax > b, xZO}.

Escribiendo la matriz A de orden m X n a través de sus columnas queda A =
(a1 az --- ay), donde a; € R™, j =1,...,n. Luego, el conjunto K estd compuesto
por los vectores x € IR", tales que

n
Zajxj >b,x;20, j=1,...,n.
Jj=1

Se introducen los conjuntos siguientes
n
Ai{zafjxjf .13]'207 j:l,,n}yB:{yemm yZb}:b+Bm7
j=1

donde IRY" denota el octante no-negativo de R™. El conjunto A recibe el nombre
de cono positivo generado (convexo) por los vectores ay,as,...,a, de R™, y B es
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el conjunto de los vectores cuyas componentes son todas mayores o iguales que las
respectivas componentes del vector b. En el caso m = 2 y n = 3 una representacion
geométrica para A se muestra en la Figura 1.2 y para B, en la Figura 1.3.

F1icguraA 1.2. Cono positivo generado por las columnas de A

Teniendo en cuenta estos conjuntos, no es dificil demostrar la equivalencia
K#) < ANB#0.

En consecuencia, la factibilidad de un problema, es decir, para que K no sea va-
clo, debe ocurrir, AN B # (. Un ejemplo grafico se muestra en la Figura 1.4.

El lector ya puede dar un ejemplo de A, es decir, de A y b con m = 2, de modo
que K = 0.

Veamos ahora el caso cuando K tiene la forma

K:{xER": szb,xZO}.

Usando la representacion A = (a1 a2 --- a,) con a; € IR™, se observa que
K#) < be A,
es decir, si b pertenece al cono positivo generado por aq,as,...,a,. En la Figura 1.5

se ilustra una situacion tal, chando m =2y n = 3.
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FIGURA 1.4. ANB#0
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FiGura 1.5. be A

Interpretaciéon de la funcién objetivo y optimalidad

Otro de los elementos involucrados en la formulacion del problema de optimizacion
lineal es la funcién objetivo.

Recordemos la definicion siguiente
Definicién 1.4. Dada una funciéon f : IR® — IR y k € IR, el conjunto
N, = {(ml,...,xn) eR": f(x1,...,2pn) = k}
recibe el nombre de curva de nivel k o, mas generalmente, superficie de nivel k.

En otras palabras, Ay es el conjunto de puntos de IR", donde la funcién f toma
el valor constante k. Es posible que dado k € IR se tenga N}, = (: por ejemplo, si
n=2k<O0y f(ry,22) = 22 + z3. Sin embargo, si f(z) = c¢'z, c € IR", ¢ # 0,
entonces N, # (), para todo k € IR. En tal caso, N} representa un hiperplano en IR"
(ver Capitulo 2).

En consecuencia, si queremos minimizar f sobre un subconjunto K de IR™ de-
bemos encontrar el o los puntos del conjunto factible K, situados sobre la curva o
superficie cuyo valor de nivel sea el menor posible.

1.6 Resoluciéon Grafica
En esta seccidon se describird un método de solucion para el problema de optimizacion

lineal cuando el ntimero de variables de decision es dos, es decir, = (z1,22) € R%.
Concretamente, estudiaremos el problema
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minimizar c;x1 + caxs
s.a.

a1121 + aiaT2 > by
a2121 + az g > by

(1.29)

Om1T1 + AmaT2 > by,
x1 > 0,22 > 0.

Poniendo z = ¢121 + cax2, (¢1,¢2) # (0,0), nosotros estamos interesados en en-
contrar valores de x1 y x2 ubicados en el conjunto factible (definidos por (1.29)), de
modo que el valor de z sea el menor posible. Dado cualquier valor de z la ecuacién
c1x1+c2x9 = z define una recta en el plano que es perpendicular al vector (c1, ¢2) (§por
qué?). Dicha recta es la curva de nivel z de la funcion objetivo f(z1,z2) = 121+ caza.
En otras palabras, las curvas de nivel son rectas todas paralelas entre si y perpendicu-
lares al vector (c1, c2). Como estamos frente a un problema de minimizacion, debemos
encontrar aquella recta que corresponde al nivel de menor valor sin dejar de tocar el
conjunto factible. Ahora bien, entre dos curvas de nivel, jcuél corresponde al menor
nivel? Es claro que en nuestro caso, el valor de la funcion objetivo f decrece a medida
que la curva de nivel se desplace en la direccion del vector (—cy, —co) = —(c1, ¢2). Por
lo tanto, moviéndose siguiendo esa direccion, sin dejar de tocar el conjunto factible,
se alcanzara el valor minimo; o en caso contrario, el valor de f decreceréd indefinida-
mente, en tal caso el valor 6ptimo es —oo. Si el problema es de maximizacion, el valor
de la funcién objetivo crece en tanto la curva de nivel se desplace en la direccién del
vector (¢, ca).

Del analisis anterior se concluye que, dada una region factible no vacia en el plano,
IR?, se puede determinar un vector ¢ = (c1,c2) tal que el problema de minimizacién
asociado tenga como conjunto solucion:

(a) un dnico elemento;

(b) un segmento de recta;

(¢) un conjunto no acotado;

(d) el vacio, en tal caso el valor 6ptimo decrece indefinidamente.

A modo de ilustracion, se considera el problema de minimizacion siguiente:

min c1x1 + CaTo

S.a. 3.1‘1 — T2 Z 0
X1 — 2:172 Z —2
I + xTo S 3
201 — 62 < 3
Ty Z 0, o Z 0.

Denotamos por K su region factible.

44



FABIAN FLORES-BAZAN

> 8
3

e

FIGURA 1.6. Solucion dnica

(a) Solucién tnica

Esta situacion se presenta si, por ejemplo, elegimos como vector costo a ¢ =
(—1,1). En tal caso, la solucién optima es un vértice de la region factible, ver Figura
1.6.

(b) Conjunto solucién acotado
Este caso corresponde cuando el vector costo ¢ es perpendicular a alguno de los
lados de la region factible K. La Figura 1.7 grafica la instancia ¢ = (—1, —1).

(¢) Conjunto solucién no acotado

En primer lugar, la region factible debe ser no acotada. Eliminamos la tercera
restriccidon: x; + x5 < 3. Aqui también el vector ¢ debe ser perpendicular a una
semirecta, la cual seria un lado del conjunto factible. La Figura 1.8 exhibe el caso
c=(1,-2).

(d) Conjunto solucién vacio
Este caso se obtiene cuando al trasladar la recta z = ¢1x1 + cazo en la direcciéon

—c, ésta siempre intersecta al conjunto factible. La Figura 1.9 muestra la instancia
¢ = (-5,-2).

No obstante la generalidad del método que se acaba de presentar, existen proble-
mas cuya resolucion se basa en técnicas ad hoc a la naturaleza del problema. Un par
de tales situaciones se muestran a continuacion.



Ficura 1.7. Conjunto solucion acotado

[N

> 8

Ficura 1.8. Conjunto soluciéon no acotado

Ejemplo 1.4 (El problema de Herén). Este problema ya fue enunciado en la intro-
duccion:

Dada una recta L en el plano y dos puntos A y B a un lado de ella, encontrar un
punto C sobre la recta, de modo que la suma de las distancias de C a A y de C a B
sea minima.
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FiGura 1.10. Solucién: Problema de Heron

Aunque este problema no se puede formular como uno de optimizacion lineal, la
solucion se encuentra de la manera siguiente: se refleja perpendicularmente el punto
B respecto de la recta £, obteniéndose el punto B’. Luego, se unen los puntos A y
B’; el punto C requerido es la interseccion del segmento AB’ y L. Se va a demostrar
ahora, efectivamente, que C' minimiza la distancia total |[AC’| + |C'B| con C’ € L,
sea C' cualquier otro punto en L. Por lo tanto,

|AC| + |CB'| = |AC| + |CB|, |AC'| + |C'B'| = |AC'| + |C'B].

Ahora consideramos el triangulo AB’C’; como la suma de las longuitudes de cualquier
par de lados de un tridngulo es siempre menor que la longuitud del tercero, se concluye
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que
|AC| + |CB| < |AC'| + |C'B],

lo cual demuestra el resultado deseado.

El problema anterior también tiene una interpretacion 6ptica: si sobre L se coloca
un espejo, entonces, la soluciéon encontrada nos permite concluir que el haz de luz
que viaja de A a B, después de reflejarse en L, lo hace recorriendo una trayectoria de
longuitud minima. Ademas, como consecuencia, se obtiene que el &ngulo de incidencia
del rayo de luz es igual al &ngulo de reflexiéon del mismo.

Ejemplo 1.5. (Problema de bienestar)

No es dificil darse cuenta de la Figura 1.11, que la solucién al problema de bienestar
de la seccion 1.2 es (z1,x2) = (6,4), es decir, Mercedes debe dedicar 6 horas al estudio
y 4 horas (por dia) al juego para maximizar su grado de bienestar.

10

FIGURA 1.11. Solucién Gréafica: Problema de distribuciéon de tiempo

Ejemplo 1.6 (El problema de la mochila modificado). Consideramos el problema de
la mochila descrito en la Seccién 1.2, pero sin la restriccién de que las variables z;
sean enteras. Es decir:

max Cc121 + e + CnTn
sujeto a : aixy + - + anT, < b
ry1 >0, ... ,  xp >0.
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El lector puede dar una interpretacion a tal formulacién. Veamos que este modelo
puede resolverse usando argumentos simples.

n

c-x-z§—az<§ max a;T; = max Eaaz
Z:l 7 7 <1<i<n | 4 I Kiln 7
=

j=1
i b
(1.30) <bmax { =% = Cjo—-
1<i<n | a; T ay,
Sea T = (Z1,...,%,) con
b

jjozaia jjj:OSij#jOa

C; Cj
max { — p = 22,
1<i<n | a; aj,

Luego, para todo x factible, (1.30) implica

E cjry < E CiTy,

j=1

donde j, satisface

es decir, T es soluciéon 6ptima del problema de la mochila modificado.

Ejemplo 1.7. (Problema de inversion)

Observando la Figura 1.12, se concluye que la solucion al problema de inversion de
la seccion 1.2 es (p,a) = (375,125), es decir, el banco debe destinar 375 millones de
pesos para préstamos y 125 millones de pesos para acciones. Esto, con el objeto de
maximizar su ganancia considerando un capital de 500 millones de pesos. La ganancia
es 52,5 millones de pesos.

Advertencia

No cabe duda que formular matematicamente el problema de Herén puede resultar
engorroso y, mas aun, intentar resolverlo a partir de dicha formulacién. Sin embargo,
tal como se vio en el Ejemplo 1.4, la solucién se obtuvo sin mayores complicaciones
s6lo haciendo uso de conocimientos elementales de geometria plana.

En muchas otras situaciones el “sentido coman” juega un rol muy importante en
la determinacion de una solucién del problema. El sentido comiin tiene que ver con
observar y aqui, el estudio de la psicologia de las personas es igualmente fundamental.
Veamos a continuaciéon una situacién de esta naturaleza, aunque ella puede que no
sea catalogada como un problema de optimizacion estandar.
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FIGURA 1.12. Soluciéon Gréafica: Problema de la inversion

[T] Al recibir quejas sobre el lento servicio de un elevador en un edificio de oficinas
publicas, se procedi6 a analizar el problema desde el punto de vista de lineas de
espera (que, por extension, puede ser considerado parte de la optimizacion) y que,
por lo tanto, podria requerir un analisis matematico riguroso. Sin embargo, después
de estudiar el comportamiento de las personas que se quejaban, el psicologo del equipo
de trabajo sugirié instalar espejos de cuerpo entero en la entrada de los elevadores.
Como por arte de magia, las quejas desaparecieron - la razén fue que el espejo mantuvo
ocupada a la gente observandose a si misma y a los demas, mientras esperaban el
elevador.

Lo anterior muestra que muchas veces no conviene ir directamente a la modelacion
matematica del problema para encontrar una solucién o pensar que la matematica
debe ser aplicada a como dé lugar. En el caso precedente, se obtuvo facilmente una
soluciéon gracias a consideraciones ligadas al comportamiento humano més que al
eventual modelo matemaético.
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Notas adicionales

Existe abundante literatura sobre modelos de optimizacién lineal, se puede citar a
[BJS, BChD, DT, F, KB, S, T|. El método grafico para resolver problemas con
dos variables o con sblo dos restricciones es ya cléasico y se puede encontrar en cual-
quier texto citado més arriba. Atn en la actualidad siguen apareciendo publicaciones
sobre modelos lineales de problemas reales, por ejemplo, ver [S].

En [T] se pueden encontrar méas situaciones donde el empleo de la rigurosidad
matematica, a veces, no es necesaria.

El lector, usando el buscador google, encontrard muchas paginas dedicadas a la
optimizacién lineal. Por ejemplo:

www.isftic.mepsyd.es/w3/eos/MaterialesEducativos/mem2003 /programacion/
www.programacionlineal.net/

Una historia sobre los personajes que tuvieron influencia en el desarrollo de la
Optimizacién Lineal se puede encontrar en el primer link de arriba.

1.7 Problemas

Algunos de los problemas siguientes fueron tomados del libro [BJS].

1. Establecer la correspondencia entre cada una de los siguientes términos y la des-
cripcion mas adecuada para el mismo, en la lista que aparece a continuacién, donde
OL indica Optimizacion Lineal.

(a) Problema de OL 1. Las incognitas de un modelo de OL que
representan las decisiones a tomar.

(b) El negativo del vector costo 2. Concepto cuya incorporaciéon en el mo-
delo es pertinente.

(¢) Costos fijos 3. La direccion a lo largo de la cual la fun-
cién lineal decrece.

(d) Variables de decision 4. Puede ser una restriccion del tipo <
o >.

(e) Problema de OL cero-uno 5. Puede ser estandar o candnica.

(f) Formulacion en OL 6. Variables binarias.

(9) Restriccion tecnologica 7. Tipo especial de modelo con restric-

ciones de optimizacion.

2. Un industrial quiere fabricar una aleacion cuya composicion es 30 % de cobre, 30 %
de zinc y 40 % de fierro. El encuentra disponible en el mercado nueve clases de
aleaciéon cuyas composiciones y precios estdn dados en la tabla siguiente.
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Aleacion ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Cobre 10 10 40 60 30 30 30 50 20
Zinc 10 30 50 30 30 40 20 40 30
Fierro 80 60 10 10 40 30 50 10 50
Costo 4 5 6 6 &8 8 7 6 7

Sabiendo que el costo en la operacion de mezcla (aleacion) es cero, el industrial
se pregunta cuales son las aleaciones que debe comprar y en qué cantidades para
minimizar el costo de produccién. Formule el problema lineal.

. Un nutricionista asesora a un individuo que sufre una deficiencia de hierro y vita-

mina B, y le indica que debe ingerir al menos 2400 mg de vitamina B-1 (tiamina)
y 1500 mg de vitamina B-2 (riboflavina) durante cierto periodo de tiempo. Exis-
ten dos pildoras de vitaminas disponibles, llamadas pildora A y pildora B. Cada
pildora A contiene 40 mg de hierro, 10 mg de vitamina B-1, 5 mg de vitamina B-2
y cuesta 60 pesos, y cada pildora B contiene 10 mg de hierro, 15 mg de vitamina
B-1 y de vitamina B-2, y cuesta 80 pesos (ver tabla adjunta).

Pildora A Pildora B Requerimientos

minimos
Hierro 40 mg 10 mg 2400 mg
Vitamina B-1 10 mg 15 mg 2100 mg
Vitamina B-2 5 mg 15 mg 1500 mg
Costo por pildora (pesos) 60 80
TABLA 1.4

;Cuales combinaciones de pildoras debe comprar el paciente para cubrir sus re-
querimientos de hierro y vitamina al menor costo?

. Jorge dispone de 1.000.000 de pesos para invertir en un cierto banco. El agente

bancario le propone 2 tipos de depositos A y B. Los del tipo A tienen maés riesgo,
por lo que otorga un interés anual del 10 %; mientras que los del tipo B, s6lo dan
un interés anual del 7%. Jorge decide invertir a lo mas 600,000 pesos en deposito
tipo A y al menos 200,000 en los del tipo B, de manera que la cantidad invertida
en depdsito tipo A no sea menor que la invertida en los del tipo B. Su objetivo es
obtener la mayor rentabilidad posible bajo las restricciones impuestas. Formule el
problema como uno de optimizacion lineal y resuélvalo graficamente.

. Una fébrica posee 3 méquinas que se utilizan en la produccién de 4 articulos

diferentes A, B,C y D. El numero de horas que cada méquina es usada en la
produccién de una unidad de cada uno de los productos estd dada por la tabla
siguiente.
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Prod.
Médq. A B C D
1° 5 4 2 3
2° 3 6 1 7
3° 9 3 5 12

Si por cada unidad producida hay una bonificacién de 100, 200, 50 y 120, respec-
tivamente. Se quiere encontrar el nimero de unidades semanales (5 dias) que se
debe producir de cada uno de los articulos, de modo de obtener la mayor boni-
ficacion posible, si cada méquina se usa 8 horas diarias y cada cual produce el
mismo numero de articulos de cada clase por semana. Con este propoésito formular
el problema matematicamente.

. Una fabrica de televisores debe decidir la cantidad a producir de televisores a co-
lor: estandar y pantalla-plana. Un estudio de mercado indica que a lo mas 4200 y
1300 televisores estandar y con pantalla-plana, respectivamente, pueden venderse
por mes. El nimero méaximo de hombres/hora disponible es 50000 por mes. Para
un televisor con pantalla-plana se requieren 20 hombres/hora, mientras que para
un televisor estdndar se necesita 15 hombres/hora. Las ganancias por cada tele-
visor estandar y pantalla-plana son $40 y $70 (miles de pesos), respectivamente.
Formular el problema que determine el nimero de televisores de cada tipo que la
fabrica debe producir con el objeto de maximizar su ganancia.

. Felipe tiene $2200 (miles de pesos) que los desea invertir en los proximos 5 afios.
Al inicio de cada ano, él puede invertir en depositos de 1 6 2 afos. El banco paga
el 8% de interés por los de 1 afio y 17 % por los de 2. Ademaés, el banco mundial
ofrece certificados por 3 afios al inicio del segundo ano. Estos certificados tienen
un retorno del 27 %. Si Felipe reinvierte su dinero disponible cada afio, formular
el problema como uno de optimizacién lineal que muestre a Felipe como obtener
su ganancia méaxima al final del quinto ano.

. Supongamos que existen m fuentes que generan basura y n vertederos. La cantidad
de basura generada en la fuente ¢ es a; y la capacidad del vertedero j es b;. Se desea
elegir el transporte apropiado de entre K sistemas de transporte. El transporte
potencial k tiene un costo fijo fx, capacidad g y costo unitario de proceso ay, por
tonelada de basura. Sea c;i y €; los costos unitarios de transporte de la fuente
it a ky de k al vertedero j, respectivamente. El problema es elegir el sistema
de transporte mas apropiado y la ruta, de modo que minimice el costo total de
operacion, capital y transporte. Formule el problema de distribucién.
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. Formule el problema siguiente del tipo “Aproximaciéon de Chebyshev”:

mine
‘ 41 4+ 3x0 — 8‘ <e
s.a. | 1 4+ baxe — 3| <e
‘ —r1 + 2.1?2 — 7‘ <e

como uno de optimizacion lineal en su forma canonica y estandar.
Encuentre algunos valores posibles de ¢ = (c1,c2) € IR?, tales que el problema

max 1Ty + C2T2
sujetoa: —x; + 200 < 5
7.’E1 + T2 S 16

Z1 Z 07 €2 2 07

(a) tenga una tnica soluciéon o un segmento como conjunto solucion;

(b) tenga como conjunto solucion un rayo después de eliminar una de las restric-

ciones y, dentro de este contexto, jcual de las restricciones elimin6?
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Capitulo 2: Analisis Convexo y Discretizacion del Problema
de Minimizacién

En este capitulo se introducen algunas nociones topologicas y algebraicas de conjuntos
convexos. Se presenta la nocion de cépsula convexa de un conjunto, la cual es util
para la descripciéon del problema de optimizacién lineal. Con la ayuda de un resultado
de representacion para poliedros, se estudia la estructura geométrica del conjunto
solucion del problema que nos interesa. En particular, se concluye que el problema de
optimizacion lineal definido sobre una clase especial de poliedros, se reduce a evaluar la
funcién objetivo en un ntimero finito de puntos del poliedro. Finalmente, se establecen
varias caracterizaciones algebraicas de la no vacuidad del conjunto solucion.

2.1 Nociones Basicas en Topologia General

En todo este capitulo trabajaremos en el espacio vectorial real de dimensién finita n
denotado por IR", algunas veces se usa el término de espacio lineal real. Sus elementos
seran llamados “puntos’ o, a veces, “vectores’, sin hacer ninguna distinciéon. Asi, z €
IR™ admite la representacién

x=(T1,...,%n), T, ER, i=1,... n.

También cabe notar que cuando sea necesario los vectores de IR™ seran considerados
como “vectores columnas’, mientras que x| sera un “vector fila” y denotara la trans-
puesta del vector z. Lo anterior, da origen al “producto interno”’ o “producto escalar’
de dos vectores x e y:

(21) <T7y> = xTy = sz% = <yv 7> :

Salvo que se diga lo contrario, “la norma” (euclidiana) de un vector « € IR"™, denotada
por |z|, satisface

(2.2) |z = V(2 2),

de donde |z| = VaTz = /27 + 23 +--- + 22. Considerando esta norma, se verifica
la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

[{(x,y)| < |z|ly|, para cualquier z e y € IR".



Dado ¢ € R™ y r > 0, los conjuntos
B(xg,r) = {m ER": |x—x0| < r}, B(zg,7) = {x ER": |x—x0] < 7‘},

se llaman la “bola abierta” y “bola cerrada”, respectivamente, de centro x( y radio r.
Sean A, B subconjuntos no vacios de IR™. Dados cualesquiera niimeros reales «, 3,
se define el conjunto:

aA—&-BBi{oza—I—ﬂb: aeA,bEB}.

En el caso que A = {z}, usaremos al notacion .+ B = {z} + B. Luego, es facil probar
que B(0,7) =rB(0,1) y, por lo tanto,

B(zg,r) = x9 +rB(0,1).

Dado A C IR™, un conjunto no vacio, se dice que x € A es un “punto interior” de
A, si existe r > 0 tal que B(z,7) C A, o equivalentemente, si  + rB(0,1) C A. El
conjunto de todos los puntos interiores de A se llama el “conjunto interior” de A y se
denota mediante “int A”. Un conjunto A se llama “abierto”, si cada elemento de A es
un punto interior. No es dificil verificar que cada bola abierta es un conjunto abierto.
Ademas IR™ es un conjunto abierto. Por convencion se admite que el conjunto vacio,
(), es abierto.

Un conjunto A es “cerrado”, si su complemento, denotado por A ={z € R": = ¢
A} es abierto. Asi, tanto IR™ como () son abiertos y cerrados a la vez. Se puede probar
sin dificultad que las bolas cerradas son conjuntos cerrados.
Usaremos la notacion

A\BiAﬁBC:{erR": xeAyxng}.
Un punto z € IR™ se dice que es de “acumulacién” de A C IR", si
(B(z,7)\ {z}) N A # 0 para todo r > 0.

El conjunto de puntos de acumulacion del conjunto A se denota por “ A’ ”; mientras
que x es “punto de clausura” o de “adherencia’de A, si

B(z,r)N A # 0 para todo r > 0.

Se define la “clausura”’ de A, denotado por “A ”, como el conjunto de todos los puntos
de adherencia de A.

Ejercicio 2.1. Demostrar que la clausura de la bola abierta B(x, r) es la bola cerrada

B(x,r), es decir,

B(z,r) = B(z,r).

Se observa que int(A) (respectivamente A) es el conjunto abierto més grande conte-
nido en A (respectivamente, el conjunto cerrado mas pequefio que contiene a A).
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La “frontera” de un conjunto A C IR™, la que se denota por fr(A), se define
mediante
fr(A) = AN Ae,
es decir, z € fr(A), si para todo € > 0 la bola B(z,¢) contiene puntos de A y de su
complemento. En consecuencia,

fr(A) = fr(A°).

Se dice que un conjunto A de IR™ es: “acotado”’, si existe r > 0, tal que |z| < r,
para todo =z € A, es decir, A C B(0,r); “compacto”, si es cerrado y acotado. Una
caracterizacion que es muy util en la practica es la siguiente:

Teorema 2.1. A es compacto, si y sélo si cada sucesion acotada de A admite una
subsucesion convergente a un elemento de A.

El teorema siguiente entrega condiciones suficientes para que una funcién alcance
su minimo y su méaximo.

Teorema 2.2. Teorema de Weiertrass.
Sea K C IR™ un conjunto compacto y f : K — IR una funcién continua. Entonces,
existen xg, 2" € K, tal que

f(zo) < f(x) < f(«°), para todo = € K.

Demostraciéon. Como f es continua y K es compacto, se tiene que f(K) también es
un subconjunto compacto de IR, es decir, f(K) es cerrado y acotado. Que sea acotado
implica que tiene supremo e infimo y, por ser cerrado, éstos pertenecen a f(K). Luego,
existen g, 20 € K, tal que

min f(K) = f(zo) < f(z) < max f(K) = f(z°), para todo = € K. O

2.2 Algebra de Conjuntos Convexos

En esta seccién se presentaran, inicialmente, algunos conceptos béasicos del Algebra
Lineal ligados, principalmente, a subespacios afines y méas concretamente a conjuntos
CONvVexos.

Las definiciones siguientes son basicas en el Anélisis Convexo.

Definicién 2.3. Sea K un subconjunto no vacio de IR™. Se dice que K es un

(1) “subespacio vectorial’ o simplemente un subespacio de R", si oK + K C K,
para todo «, 8 en IR.
(#4) “subespacio afin” o “variedad lineal’, si K = xg + L, para algtn 2o € IR" y
algtin subespacio L de IR™. En particular, todo subespacio es subespacio afin.
(#i1) “conjunto convexo”, si

MK + (1 - MK C K, para todo A € [0, 1].
o7



(iv) “cono”, si AK C K, para todo A > 0 (algunos autores excluyen A = 0 en la
definicion de cono).
(v) “cono convexo’, si es un cono y ademés un conjunto convexo.

Observacion 2.1. La representacion K = zg + L de un subespacio afin K no es
unica. Més precisamente, probaremos que K = z + L, para todo = € K. En efecto,
K=xy+L=x+(xo—z)+L=x+L.

Ejemplo 2.1.

1.

2.

o8

Los subespacios afines de IR? son: el mismo IR?, todos los planos, todas las rectas
y todos los conjuntos de un sblo elemento.

Evidentemente, cualquier subespacio afin es un conjunto convexo; las bolas cerra-
das y abiertas son conjuntos de este tipo. Por otro lado, todo subespacio vectorial
es un subespacio afin.

. El complemento de bola abierta unitaria en el plano, es decir, el conjunto A =

{(z1,72) € IR?: 22 + 23 > 1} no es convexo. En efecto, los puntos (0, —1), (0,1)
estan en A, pero $(0,—1) + 3(0,1) = (0,0) € A.

Mas generalmente, el complemento de cualquier bola abierta (o cerrada) no es
convexo.

. El conjunto

M = {($13$2,I3) e R®: 1 +212 =1, 1 — 23 = 2}’

que es la interseccion de dos planos en IR?, es convexo. Dicha interseccion es una
recta. En efecto, no es dificil darse cuenta que

1 1
M—{(0,2,2)+ZC1 <0,2,2> : Ileﬂ},

el cual, efectivamente, corresponde a una recta en IR?. En general, sea A una
matriz de orden m X n, B una matriz de orden p X n, con elementos reales no
todos nulos. Entonces, el conjunto

{r e R": Az =0y, Bx <by} (b € R™, by € IRP)
es convexo. Ademas, el conjunto
ker(A) = {a: €eR": Az = 0},

denominado el “nicleo” de A, es un subespacio vectorial. Si n = 2, éste representa
la interseccién de m rectas (en el plano) que pasan por el origen. En cambio, el

)
conjunto

{reR": Az =0b}, (be R™, b#0)
es un subespacio afin, ver Proposicion 1.2. Finalmente, el conjunto

{re R": Ax =0, Bx <0}

€S un cono convexo.
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N = {(IL‘l,.’L'Q) S _R2 X =2, ‘12‘ < 5}
es convexo. Para ver esto, basta chequear directamente la definicién, o también
resulta del hecho que

N ={t2,-5)+(1—1)(2,5): 0<t<1}.

5. El conjunto

6. Veamos que el conjunto
P= {((El,(L'Q,.’Eg) S BS LT3 = |.’E2|, xr1 < 4}

no es convexo. Simplemente considerar (—1,1,1), (1,—1,1) que estan en P, pero

1 1

Ejercicio 2.2. Dar ejemplo de un conjunto convexo tal que su complemento también
lo sea, jes posible encontrar una caracterizacion de tales conjuntos?

Teorema 2.4. Sea K;, i € I, cualquier familia (finita o no) de subespacios afines.

FEntonces,
K=K
iel

es un subespacio afin siempre que K # ().

Demostracion. Sea zp un elemento en esta interseccion. Por la Observacion 2.1

b)
podemos escribir K; = xg + L;, siendo L; un subespacio vectorial para cada i € I. Se
conjetura que

(23) K= To + n Li7
icl

lo cual probaria que K es, en efecto, un subespacio afin, pues la interseccién de
subespacios vectoriales es también un subespacio vectorial. Sea z € K, luego x € K; =
2o+ L;, para todo i € I; es decir, x —x¢ € L;, paratodoi € I. Asi, z —xg € ﬂiej L;,
o equivalentemente, 2 € xo+(;c; Li, esto prueba una inclusién. Reciprocamente, sea
x € 20+ ;er Li, luego & € 29+ L; = K, para todo i € I, es decir, z € ,c; K; = K,
lo cual prueba la otra inclusion, y, por tanto, se completa la demostracion de (2.3).
O

Ejercicio 2.3. Probar el analogo del Teorema 2.4 para conos y para conjuntos con-
VeXO0S.

La nocién que aparece en definicion siguiente es util en la representacion de ciertas
clases de conjuntos convexos.

Definicion 2.5. Sea C C IR™ un conjunto no vacio. La “cdpsula convexa de C”,
denotada por co(C'), se define como el menor conjunto convexo de IR"™ que contiene a

C.
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En la Figura 2.1, se ilustra la capsula convexa de A = {(0,1)}U{(z1,0) : z1 € R}
la cual es co(A) = {(0, D)} U {(z1,22) : 21 € R, 0 <zg < 1}.

F1Gura 2.1. Conjunto A y su capsula convexa co(A)

Observacién 2.2. Respecto de la definicion 2.5, co(C') significa lo siguiente:

e co(C) es un conjunto convexo tal que C' C co(C);

e si D es convexo con C' C D, entonces, co(C) C D.
Luego:

co(C) = ﬂ D,
DeLlc

donde L es la familia de todos los conjuntos convexos que contienen a C, tal familia
es no vacia puesto que IR" pertenece a ella.

Dados z,y € IR", denotamos por
oyl ={ze R 2= a+ (1= 2y, Ae 1]},

al “segmento cerrado’ de extremos x e y, también se dice que es una “combinacién
convexa’ de x e y. Si x # y, entonces,

o,y = {zEZR": z=xx+ (1- Ny, )\E]O,l[},

se llamara el “segmento abierto” que une x con y, también se conoce como una “com-
binacién convexa estricta’” de x e y. Notaciones similares son usadas para [z,y[ e
J&, y]. Luego tenemos, D C IR™ es conjunto convexo, si y solo si [z,y] C D, para todo
z,y € D.

La nocion de capsula, cierre o envoltura definida anteriormente, juega un rol
importante en la construcciéon de algoritmos, es por ello que necesitamos caracteriza-
ciones de ellas que sean manejables.

Teorema 2.6. Sea () # K C IR"™, entonces,

co(K) = {Z)\le TN > O’Z)‘i =1, melN, x; € K}

i=1 i=1
Ejercicio 2.4. Demostrar el Teorema 2.6 a través de los pasos siguientes (denotamos
por Cc(K) el conjunto del lado derecho de la igualdad precedente):

(a) Ce(K) es un conjunto convexo que contiene a K;
(b) co(K) C Ce(K);
(¢) Ce(K) C Ce(co(K)) = co(K).
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2.3 Hiperplanos y Semiespacios

En optimizacién lineal, y mas generalmente en teoria de optimizacion, los hiperplanos
y semiespacios, que son ejemplos de conjuntos convexos, juegan un papel muy impor-
tante en la descripcion analitica de la metodologia expuesta en el proximo capitulo.

Definicién 2.7. Un “hiperplano”H en IR™ es un conjunto de la forma
{teR": p'z=a}

para algin p € IR" \ {0} y a € IR. Usualmente, p recibe el nombre de normal o el
gradiente al hiperplano H.

Geométricamente, un hiperplano en IR™ generaliza la nocién de recta en IR? o de
un plano en IR3. Observamos que si zo € H, entonces,

H={zcR": p'(z—x) =0},
de donde se concluye que p es ortogonal a x — zq, para todo = € H.
Definicion 2.8. Un “semiespacio” es un conjunto de la forma
Hy={zcR": p'z>a}
conp#O0yac R Ast, H. ={x € R": pla < a} también es un semiespacio.

Figura 2.2. Hiperplano

Por lo tanto, dado un hiperplano H = {z € IR" : p'x = a}, éste divide a IR" es
dos semiespacios H; y H_. Evidentemente, IR" = H; U H_.

Como antes, si 19 € H, entonces, H, = {x € R": p' (v —1x¢) >0}, H_. ={z €
R": p"(x — z¢) < 0}. De aqui se hace evidente su interpretaciéon geométrica.
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Ejemplo 2.2. El conjunto factible de cualquier problema de Optimizacion lineal
formulado en el Capitulo 1, es de la forma

K:{xGR": Abe},

para alguna matriz A de orden mxny b € IR™. Sib = (b1, ba,...,b,)y a’ respresenta
la fila i-ésima de A, entonces,

Kz{xER": x> b, i:1,27...,m}:m{x€]Rm: aibel}.
i=1

En otras palabras, K es la intersecciéon de los m semiespacios
{:c e R™: a'zx > bi}.
Definicion 2.9. Un ‘rayo” R es un conjunto de la forma
{reR": x=x0+tv, t >0},

donde zy, v € IR"™, v # 0. Aqui, x( recibe el nombre de “vértice” del rayo R y v su
direccioén.

FicuraA 2.3. Rayo con vértice zg y direcciéon v

Direcciones de un conjunto convexo y cerrado

Dado un conjunto convexo y cerrado ) # K C IR". Se dice que v es una “direccion”
(de recesion) del conjunto K, si zg + tv € K, para todo ¢ > 0 y para todo z € K.
Denotamos al conjunto de las direcciones de recesion de K por K y llamaremos
“cono de recesion”’ de K. Es decir,

K*={veR": zy+tve K, paratodot >0, y todo zp € K}.

En otras palabras, v es una direccion de K, si cada rayo con vértice en K y direccion
v estd contenido en K. Por lo tanto, se deduce immediatamente el resultado siguiente:
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Lema 2.10. Sea K cualquier conjunto no vacio en IR™. Entonces,

K acotado = K = {0}.

El reciproco del lema anterior jtambién es cierto!.
Notese que 0 € K> y que K es un cono cerrado.

La importancia del conjunto K radica en el hecho que nos sirve para encontrar
una descomposicién del conjunto original K, la cual es muy 1til para el estudio del
problema de minimizacién (ver Seccion 2.5). Antes de continuar, veamos que en la
definicién de K*°, es suficiente verificar la pertenencia para un s6lo vector xy en K.

Observacion 2.3. Sea K un convexo cerrado. Veamos que si xg,yo € K, entonces,
{ve R": zo+tv € K, para todot >0} = {v e R": yo+tv € K, para todo ¢t > 0}.

Si v pertenece al conjunto del lado izquierdo, entonces, xy + ktv € K, para todo
k € IN y todo t > 0. Por la convexidad de K, (1— ¢)yo + (0 + ktv) € K, para todo
k € IN. Haciendo k — +o00, se obtiene yo + tv € K = K. Por simetria se obtiene la
otra inclusion.

Ejemplo 2.3. (ver Figura 2.4) Sea K = {(z1,72) € IR* : x5 > z?}. Entonces,
K> = {(0,22) € R*: x5 > 0}.
Se observa que K puede escribirse como
K=A+K>,
donde A = {(z1,72) € R* : x3 = 2?}.

T,=2°

Ficura 2.4. Ejemplo 2.3: K y K*°
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Ejemplo 2.4. Sean A una matriz de coeficientes reales de orden m x n, b € R™ y
Ki={zeR": Az >b, x>0}, Kg={zx € R": Az =0, z > 0}.
Luego,
KF={veR": Av>0,v>0}, K ={veR": Av=0, v >0}
En efecto, veamos solo el caso K. Si T € K, entonces,

veE K <= AT +tv) >by T+ tv>0, para todo t > 0.

Si i es tal que v; < 0, entonces, eligiendo ¢t > -Zi- > 0 se tiene que Z; + tv; < 0; lo cual

—v; =

contradice el hecho que Z + tv > 0, para todo *> 0. Por lo tanto, v > 0. De modo
similar se prueba que,

AZ — b+ tAv = A(T +tv) — b > 0, para todo t > 0 < Av > 0,
de donde se obtiene lo deseado.
Ejemplo 2.5. No es dificil comprobar que (ver también Proposicion 1.2)
Ko={z e R": Az =b} = o + ker(A),
donde zg es cualquier elemento de Kj. En este caso, se tiene K§° = ker(A) y asi,
Ky =z9+ K.

Representaciones de este tipo para los conjuntos considerados en el Ejemplo 2.4
se estudiaran en la Seccion 2.5.

Direcciones extremas de un conjunto convexo

Se dice que dos direcciones v1 y vo son “distintas’, si v; # Avy, para todo A > 0.
Una “direccién extrema” de un conjunto convexo es una direcciéon (de recesion) no
nula que no se puede representar como una combinacién positiva de dos direcciones
distintas (o no equivalentes) del conjunto.

>
\

FIGURA 2.5. Direcciones extremas: v1 y v2
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Funciones convexas y concavas

Dado un conjunto convexo K C IR™, se dice que una funcion f : K — IR es “convexa”
si, dados x1, 22 € K, se cumple

FOxr 4+ (1 = Nz2) < Af(z1) + (1 — N) f(z2), para todo A € ]0,1].
Se dice que f: K — IR es “céncava’, si —f es una funcién convexa, es decir, si se
tiene

Oz 4+ (1 = Nzx2) > Af(z1) + (1 — A) f(z2), para todo A € ]0,1].
Geométricamente, para una funcién convexa se tiene la interpretacion siguiente:
“dados cualquier par de puntos (z1, f(z1)) v (z2, f(x2)), la altura de la cuerda que
los une en el punto Azj 4+ (1 — A)x2 es mayor o igual que la altura de la funcion en el
mismo punto”.

(z2,f(x2))

FIGURA 2.6. Funcién convexa

Ejemplo 2.6. Consideremos el problema lineal siguiente

p inc'
(P) mine' z,

donde K = {z € R": Az >b, x > 0}. Vamos a demostrar que el conjunto solucion,

es decir, el conjunto

S={TcK: ¢'Z=minc 2},
zeEK

es un conjunto convexo y cerrado. En efecto, supongamos que S # (), y sean T; € S,
i = 1,2, probaremos que Ty = AT; + (1 — A\)ZT2 € S, para todo A € ]0,1[. En primer
lugar, observamos que T, € K, para todo A € ]0,1[, debido a que K es un conjunto
convexo. Obviamente ¢'Z; = ¢'Zy. Luego,

'Th=X"T + (1- )\)CT@ =c¢'7 < c¢'z, para todo z € K.

Esto quiere decir, Ty € S, para todo A € ]0,1].
Veamos ahora que S es cerrado. En efecto, sea T, € S, k € IN, tal que T, - Ty
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¢ T = minc' z. Luego, debido a la continuidad de la funcién lineal h(z) = ¢z, se
zeK
obtiene
mine'z= lim ¢ Tp=c¢'( lim Z}) =c'T,
reK k—+oco k—+o0

de donde se concluye que T € S.
Ejercicio 2.5. Abstrayendo la demostracion dada en el ejemplo anterior, demostrar
la convexidad del conjunto solucién del problema

min f(z),

iy f(x)
bajo las condiciones que K C IR™ sea un conjunto convexo y la funciéon f : R" — IR
sea convexa.

Ejemplo 2.7. Sea K ={z €¢ R": Az >b, x>0}y xzo € R", tal que Azg > by
zo > 0. Probar que zy no puede ser solucién 6ptima del problema

min ch,
zeEK

con ¢ € R", ¢ # 0. Como el conjunto Ky = {z € R" : Ax > b, x > 0 } es abierto
(ejercicio para el lector!!) y zy € K, existe 6 > 0, tal que z¢ — dc € Ky C K. Luego,

¢ (xg —6c) = c¢"ag — 8)c|* < ¢ xo,

es decir, se ha encontrado un punto factible donde la funcién objetivo asume un valor
estrictamente menor que aquél en zg.

Ejercicio 2.6. Respecto del resultado del Ejemplo 2.7, demostrar el resultado si-
guiente: si U C IR"™ es abierto y x¢ € U, entonces, xy no es soluciéon del problema

min ¢ .
zeU

2.4 Puntos Extremales y Conjuntos Poliédricos

Sea K C IR™ convexo.

Definicion 2.11. Sea z € K, se dice que z es un “punto extremal” de K, si se cumple
lo siguiente:
v,2yeK, zelr,y = z=y.
Es decir, si z no es combinacién convexa estricta de dos elementos distintos de K.
Ejemplo 2.8. Dados z € IR" y v € IR", v # 0, veamos que la recta
L={z+tv: te R} CR"
no tiene puntos extremales. Notar que
L ={tv: t € R}.
Sea z € L, como z=1(z+v)+3(z—v) y 24+v € L, z—v € L, se concluye que z no

puede ser punto extremal de £, jcual seria su conclusion si, en vez de L, se considera
el hiperplano H = {zr € R" : p'x = a}?
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Ficura 2.7. Cono poliédrico

El conjunto admisible o region factible del problema de minimizaciéon que se
estudia a lo largo de toda la monografia, pertenece a la clase de conjuntos poliédricos.
De ahi la importancia de la definicién siguiente.

Definicion 2.12. Se dice que K C IR" es

(1) un “conjunto poliédrico” o simplemente un “poliedro”, si existen una matriz
de orden m X n y un vector b € IR™ tales que

K={zeR": Az > b},

es decir, si K es la interseccion de un nimero finito de semiespacios;
(#i) un “cono poliédrico”, si es un cono y ademds un poliedro.

Notar que el conjunto {x € R™ : Axz < b} también es un poliedro, e igualmente
el conjunto {z € IR™ : Az = b}. La representacion de un poliedro no es tnica.
Se tiene el lema siguiente:

Lema 2.13. K C IR™ es un cono poliédrico, si y sdlo si existe una matriz de orden
m xmn, tal que K = {z € R" : Ax > 0}.
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Ficgura 2.8. Cono convexo no poliédrico

Demostracién. Una implicacién es obviamente cierta, pues resulta directamente de
la definicion. Veamos la condicion necesaria. Si K es poliedro, entonces, K = {x €
R™: Az > b}. Ahora, por ser cono, 0 € K, lo que implica b < 0. También, g € K
implica tzy € K, para todo t > 0. Esto es, K C {x € IR" : Az > 0}. Pero b < 0, de
donde se concluye que

KC{xeR": Az >0} C K,

obteniéndose el resultado deseado. O

Ejemplo 2.9. Sea K un cono poliédrico. Entonces, K no puede tener mas de un
punto extremal, jcuél seria?
Solucién. Sea xg € K, xg # 0, cualquier elemento de K. Como 0 € K y 0 # 2z € K,

la igualdad
1 1
= ~(2
7o = (0) + 5 (20)

implica que xg no puede ser punto extremal de K. Por lo tanto, la Gnica opcién para
que xo € K sea extremal, éste debe ser el origen. El mismo razonamiento también
demuestra que K no puede tener mas de un punto extremal.

Ejemplo 2.10. Consideramos el poliedro
K ={(x1,22) € R?: 21 +ax5 < 1},

y veamos que no tiene puntos extremales.
Sea (Z1,T2) € K cualquiera. Como (71 + 1,72 — 1) € K, (71 — 1, T2+ 1) € K, y

1 1
(T1,T2) = 5(fl +1, % — 1)+ 5(fl — 1,75+ 1),
68



FABIAN FLORES-BAZAN

se concluye que ningin punto de K puede ser extremal, ver Figura 2.9.
Ejemplo 2.11. Veamos que el poliedro

K = {(131,332,.133) ER®: x4 — o423 <2, —x3+322 <6, 1, To, T3> O}
no tiene direcciones no nulas. En efecto, por el Ejemplo 2.4, se obtiene

K> — {(dl,d2,d3) ER: di —dy+ds <0, —ds +3do <0, dy, do, dy > o}.

De donde, 3ds < d3 y asi, di + 2d2 < 0. Por lo tanto, d; = d2 = 0 y, en consecuencia,
ds = 0, lo que demuestra que K> = {0}, es decir, K es acotado.

Ficura 2.9. Ejemplo 2.10

Ejercicio 2.7. Sea el poliedro K determinado por las restricciones siguientes:

—x1+®x2 = 3

1 —3v2+23 < 6

x3 > 1

1 >0, 2220, z3 > 0.

1. Demostrar que K = {(dl,dg,dg) € ﬂi"i i dy =ds, di —3doy +d3 < ()};
2. Encontrar graficamente todas la direcciones extremales.

Proposicion 2.14. Sea A una matriz de orden m x n y b € IR™. Supongamos que
K={zxeR": Az =b} #0.

Entonces,

(a) ker(A) = {0}, si y sdlo si K es un conjunto con un solo elemento;
(b) ker(A) # {0}, si y sdlo si K no tiene puntos extremales.
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Demostracion. Por la Proposicion 1.2, K = xg + ker(A), para todo z¢ € K. Luego,
(a): ker(A) = {0}, siy solo si K = {xo}.
(b): Sea v € ker(A), v # 0. Ahora bien, cualquier x en K se puede escribir de la forma

1 1
xzi(x+v)+§(x—v).

Como x +v € K, x no puede ser punto extremal de K. Esto prueba una implicacién.
La otra es immediata. O

Ejercicio 2.8. ;Existen conos convexos cerrados no poliédricos en IR2?

2.5 Representacion de Conjuntos Poliédricos y Discretizacion del
Problema de Minimizacién

No es muy dificil aceptar que cualquier conjunto convexo cerrado K C IR"™ admite la
representacion

(2.4) K=C+K>,

donde C es un conjunto convexo y compacto. Una subclase de conjuntos convexos y
cerrados es aquella cuando

(2.5) C = co(extr(K)),

es decir, cuando C es la capsula convexa de los puntos extremales de K. Para una
demostracion de este resultado ver [HL, RJ|. Los poliedros que satisfacen ésta iltima
representacion seran considerados en el Teorema 2.16 de méas adelante.

El conjunto K del Ejemplo 2.10 admite la representacion (2.4), puesto que (ver Ejem-
plo 2.4 para el calculo de K°)

11
K = {(272)}—1—}(“’, K> = {(v,v2) € R*: vy + vy <0}.
En efecto,

1 1
(zl,zg)€K<:>:E1+z2§1<:>—§+x1—§+z2§0

1 1
<=1 + vy <0, ’01:*§+I’1, 1}21754’562

11
= +v2 <0, (z1,22) = (2, 2) + (v1,v2).

Sin embargo, el mismo conjunto K no puede representarse considerando (2.5), ya
que extr(K) = 0.
Veamos una consecuencia importante de la representacion (2.4).
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Teorema 2.15. Sea el problema de minimizacion

P in ¢’
(Pig) min ¢z,
donde ¢ € R™,c # 0, y K # () es un conjunto convexo cerrado que admite una
representacion (2.4). Entonces, las afirmaciones siguientes son equivalentes:
(@) min(Pyy) > —oco
(b) ¢"d >0, para todo d € K>;
() de K®, cTd<0=c"d=0;
(d) el problema (Pyg) tiene solucion dptima y

min(P,) = g{lc_l(ljl c'reR.

Demostracién. (a) = (b): Sea 79 € K. Si existiera d € K*°, tal que ¢'d < 0,
entonces, xg + A\d € K, para todo A > 0 y ademas se tendria

min(Py,) < c'azg+Ac'd, VA > 0.

De donde min(P,;) = —o0, lo que no puede suceder.
(b) < (c): Es directa.
(b) = (d): Como 0 € K, (2.4) implica C C K. Asi,
(2.6) minc' z < mine' z.
reK xeC
Por otro lado, cualquier € K se puede escribir como z =y+dcony € Cyd e K.
Luego,
cle=c'y+c'd>c'y>minc'y.
y'eC

Lo anterior es valido para cualquier x € K. Esto implica

(2.7) minc' z > mine' z.

zeK zeC
Juntando (2.6) y (2.7) se obtiene la igualdad de (d). El lado derecho es finito debido
al Teorema de Weiertrass (Teorema 2.2), puesto que C es compacto y la funcion
x> ¢! x es continua.

(d) = (a): Es directa. O

A continuacién se enuncia un resultado sobre la representaciéon de un conjun-
to poliédrico en funcién de sus puntos y direcciones extremales. Para esta clase de
conjuntos el teorema anterior adquiere una forma mas precisa.

Teorema 2.16. [BJS| Sea K = {z € R" : Az > b,x > 0} no vacio. Entonces, el
conjunto de puntos extremales es finito y no vacio, digamos u',u?,... u*. Ademds,
el conjunto de las direcciones extremales es vacio, si y solo si K es acotado. Si K no
es acotado, entonces el conjunto de las direcciones extremales es igualmente finito y

no vacio, digamos compuesto por d',d?,...,d". Finalmente, x € K, si y solo si
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k l
(28) T = Z )\juj + Z /Ljdj
j=1 7j=1

k
(2.9) A =1

j=1
(2.10) A >0, j=1,2...k,
(2.11) p; >0, 5=1,2,...,1L

Observaciéon 2.4. El Teorema 2.16 valida la representacion (2.4) bajo la condicion
(2.5), para poliedros de cualquiera de la formas siguientes

{reR": Ax <b,x >0}, {x € R": Az > b,z >0}, o
{r e R": Ax = b,z > 0}.
Consideremos una vez mas el conjunto
K ={(z1,22) € R*: 1 + x5 <1},
tratado en el Ejemplo 2.10. Sabemos que no tiene puntos extremales. Como
K> = {(v1,v2) € R*: v + vy <0}
(ver Ejemplo 2.3), se obtiene que las dos direcciones extremales de K son: d* = (—1,1)

y d® = (1,-1).

Consideramos el problema de optimizacion lineal siguiente

min c'x
(P) sujetoa: Ar =b
x >0,

Denotamos el conjunto de restricciones (o conjunto factible) mediante

K={zxeR": Az =10,z >0}.

Luego,
(2.12) K*={deR": Ad=0, d>0} = (IR}) Nker(A).
Sean u', ..., u*, los puntos extremales de K y d',...,d', las direcciones extremales

de K. Obviamente, d’ € K°°, para todo j =1,...,1.
Se vio que cualquier elemento x de K se puede escribir como (ver Observacion
2.4):

k l
T = Z)\juj +Zujdj,
j=1 j=1
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donde .
ijlAj =
Aj 20, 7=1,2,...,k
M >0, j=12,. al

Por lo tanto, el problema (P) es equivalente al problema

min 2 (eTud)Ay + Y (T dh)py

. k

(P) sujeto a : ijl Aj =1,
A >0, j=1,2,...,k;
:U‘i207 ]Zla 7"'al7

k !
en el sentido que si T = ZXjuj + Z*jdj es solucion de (P), entonces

Jj=1 J=1

(le"'axkaﬁla"'aﬁl)

es solucion de (P) y, reciprocamente, si (A1,..., Ay, fiy, ..., ;) es solucion de (P),
entonces,

n l
T = ijuj + Zﬁjdj,
j=1 j=1

es solucion de (P) y, ademaés, se tiene
min(P) = min(P).
El teorema siguiente es mas preciso que el Teorema 2.15, gracias a la forma del
poliedro K en consideracion.

Teorema 2.17. Considere el problema (P) con K # (). Luego, las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

(a) min(P) > —oo;

(b) ¢"d >0, para todo d >0, Ad = 0;
() d>0,Ad=0,c"d<0=c'd=0;
(d) ¢"d? >0, para todo j =1,2,...,1;
()

k k
. . T j. N _ o . T
min(P) = min Elz\jc uw El)\j—l, A >04=1,....k —11Sr1];£1kc u’.
i =

En consecuencia, en esta situacion, se concluye que tanto (P) como (P) tienen como
solucion optima a un punto extremal de K.

Demostracion. (a) = (b): Esta implicacién es una consecuencia de los Teoremas
2.16 y 2.15.
(b) <= (c¢): Es directa.
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(b) => (d): Es directa puesto que cada d/ € K* = (IR"?) Nker(A).
(d) = (e): Si c¢'d >0, para todo j = 1,2, ...,1, entonces,

k k
min Z)\chuj : Z)\j =1, N\>05=1,....k p <min(P).
Por otro lado, poniendo p; = 0 para j =1,2,...,1, se obtiene

k k
min(P) < min Z)\chuj:Z)\jzl, A >05=1,....kp,
j=1 j=1

el cual, junto con la desigualdad anterior, da la primera igualdad de (e).

Veamos ahora la segunda igualdad de (e). Para cada A; > 0, j = 1,...,k tales que
ZJ 1 Aj =1, se obtiene

k
g )\chu] > g ((min ¢ uj) = min ¢’ v’ =cTul,
: 1<J<k) 1<5<k

para algtn jp € {1,2,..., k} Por otra parte, en particular resulta
n k
min Z)\chuJ : Z)\j =1, XN2>0 j=1,...,k; < ¢ ulo

Combinando las dos desigualdades anteriores, se obtiene min(P) = c'u/°, el cual
demuestra la igualdad deseada.
(e) = (a): Es obvio. O

Del teorema anterior se desprende el resultado siguiente, el cual es valido para

cualquier problema (P) o equivalentemente (P).

Corolario 2.18. Considere el problema (P). Entonces, sélo una de las afirmaciones
siguientes se cumple:
(a) K =1, es decir, (P) no es factible;
(b) existe una direccion extremal, d’° de K, tal que c'do < 0, en tal caso
min(P) = —o0;
(c) existe un punto extremal, u’° de K, que es solucion dptima de (P).

El Teorema 2.17 afirma que todo problema de optimizacién lineal es en realidad
un problema discreto, el cual se reduce a evaluar la funcién objetivo en cada uno
de los puntos y direcciones extremales de K. Esto hace que dicho procedimiento sea
impracticable en situaciones donde el ntimero de tales puntos y direcciones sea gran-
de, debido a que es muy dificil calcularlas. El algoritmo del simplex descrito en el
capitulo siguiente, hace el célculo anterior, pero sélo en alguno de los puntos. Para
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ello se necesita una caracterizacion algebraica de los puntos extremales, ver Teorema
3.5.
En el Capitulo 4 se presenta un argumento que nos dice si K es vacio.

Otra consecuencia del Teorema 2.17 es el corolario siguiente, véalido cuando (P)
es factible.

Corolario 2.19. Considere el problema (P) con K # (). Luego,

(P) tiene solucién dptima <= min(P) > —oo.

Se recuerda que S denota el conjunto de las soluciones 6ptimas del problema
(P). Por cuestiones algoritmicas, muchas veces resulta importante saber a priori si
el conjunto solucién es acotado. En este sentido, el corolario siguiente nos da una
condicion necesaria y suficiente de esa propiedad en términos algebraicos.

Teorema 2.20. Considere el problema (P) con K # (0. Luego, las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

(a) S #0 y acotado;

(b) d>0, Ad=0,c"d<0=d=0.

Demostracién. (a) = (b): Sea d > 0, Ad = 0, ¢'d < 0. Sea ademas T € S y
cualquier A > 0. Luego, T+ Ad >0, AT+ Ad)=by

c"@+M)=c'T+Ad<c'T.

Por lo tanto, T 4+ Ad € S, para todo A > 0. Asi, si S es acotado, entonces, d debe ser
0.

(b) = (a): Obviamente S # () por el Teorema 2.17. Por otro lado, S es convexo y
cerrado por el Ejemplo 2.6. Luego, si S no es acotado, entonces, por la afirmacion
inmediatamente después al Lema 2.10, existe 0 # d € S*°. Es decir, T + \d € S, para
todo A > 0. Lo anterior implica que Ad = 0y d > 0. Ademas, ¢' (T) = c¢' (T + \d);
de donde ¢"d = 0. Luego, si (b) se cumple, se tendria d = 0, lo que no puede ser. ]

Observacion 2.5. Es importante senalar que tanto el Teorema 2.17 como los Coro-
larios 2.19 y 2.20, contintian siendo vélidos si K = {# € R" : Az > b, x > 0}. En
tal caso,
K*={deR": d>0, Ad > 0},

y, por lo tanto, (b) y (¢) del Teorema 2.17 se reemplazan por

(b') ¢"d >0, para todo d > 0, Ad > 0;

() d>0,Ad>0,c"d<0=c'd=0.
También (b) del Teorema 2.20 se cambia por

(V) d>0,Ad>0,c¢"d<0=d=0.



Ejemplo 2.12. Consideramos un problema de maximizacién cuyo conjunto factible,
que es un poliedro, tiene como puntos extremales u', u?,u?, u? y direcciones extre-

males d',d? y d®. Ademas, el gradiente de la funcién objetivo es c y satisface
clut =5, =7 =4t =7,c"d' =0,c"d? = -3,c"d* =0.

Se desea encontrar el conjunto solucion de dicho problema de maximizacion. Si deno-
tamos por K el conjunto factible, se obtiene

4 3 4
zeRK <x=3 \u'+ pd, > N=1, A, p; >0,i=1,2,34, j=1,2,3.
i=1 j=1 i=1
To = B\ + Tha + 4h3 + Ty — 3us. Como estamos maximizando,
4 son soluciones 6ptimas

Por lo tanto, ¢
aplicando el teorema, anterior concluimos que tanto u? como u
del problema. En consecuencia, el conjunto solucién es

{tu> + (1 —t)u*: 0<t <1},

Ejemplo 2.13. Sea el problema lineal siguiente:

max{z; + 3z2}

s.a T —3ry <
—2x1 4+ < 2
—3z1 + 42, < 12
3r1+x2 < 9

2120, z2 > 0.

1. Sin resolver, concluya que el conjunto solucién no es vacio y acotado.
Solucién.
Usaremos el Teorema 2.20 junto con la Observacion 2.5. Primero se deduce que el
poliedro, K, determinado por las restricciones del problema no tiene direcciones
no nulas, es decir, K*° = {0}. En consecuencia, (b') de la Observacion 2.5 implica
que el problema dado tiene conjunto solucién no vacio, y ademas, es acotado.

2. Bosquejar la region factible en (21, x2) e identificar la solucién 6ptima.
Solucion.
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3. Identificar todos los puntos extremos y reformular el problema en términos de las
combinaciones convexas de los puntos extremos; luego, resolver el nuevo problema.
Solucién.

Si X es el conjunto factible y u?, j = 1,2,3, 4,5, son sus puntos extremales, como
en 1, entonces, sabemos que

5

ngea}%({xl +3z2} = max{ ;( T\ Z)\ =1, \; > O}

71

= max {(1, 3T} =(1,3)Tut = —

1<5<

4. Supongamos que se elimina la cuarta restriccién. Identificar los puntos y direccio-
nes extremales y reformular el problema en términos de ellos; resolver el nuevo
problema y hacer algin comentario.

Solucion.
La figura siguiente muestra el conjunto factible
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La formulacion del nuevo problema es:

4 T,d 2T i
max i ,C U /\Z;+Zi:16 d'

s.a D=1 A =1
Y >0 j=1...4

Como c¢'d' =6 >0, ¢"d?> =13 > 0, el valor que alcanza la funcién objetivo
es +o0o. Es evidente que a lo largo de cualquier direccidén que sea una combinacién
positiva de d' y d?, la funcién crece indefinidamente, es decir, el valor tiende hacia
+00.

No es practico usar el procedimiento descrito a problemas con dimensiones
mayores o un nimero grande de restricciones, pues el calculo de los puntos extremos
y direcciones extremas puede resultar muy complicado.

2.6 Problemas

1.
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Sean A, B y C subconjuntos de IR™. Probar que A + B C C implica A C C — B
y que el reciproco no es cierto en general.

Dados «, 8 € IR, probar que (a+3)A C aA+ Ay que la igualdad no se cumple
en general. Encontrar condiciones no triviales para que la igualdad se cumpla.
Sean A = {(0,0),(0,1),(1,0)}, B ={(z,y) € R?>: 2> +y*> =1}, C = {(z,y) €
R*: ©>0, z =y}

(a) Calcular: 24, A+ A, 3A, A+ A+ A, %A;

(b) Calcular 2B + 3C.

. Dado n € IN, probar que nA C A+ ...+ Ay que, en general, la igualdad no es

cierta.

Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

(a) K es un cono convexo;

(b)) K+ K C K;

() > MK C K, paratodo \; >0,i=1,...m, m € IN.



10.

11.

12.

13.

14.

15.
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Se dice que un cono convexo C' es puntudo, si C N (—C) = {0}. Sea K C IR"™ un
conjunto no vacio y convexo, y sea xg € K . Entonces, las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

(a) xo es un punto extremal de K;

(b) el conjunto K \ {zp} es convexo;

(¢) existe un cono convexo y puntudo C tal que K — xz¢ C C.

. Sea C' C IR™ un cono convexo. Probar que C tiene a lo més un punto extremal,

jcudl seria? Dé un ejemplo de un cono que no tenga puntos extremales.
Encontrar todos los puntos extremales del conjunto

{reR": 1"2<0, 2;>0,i=1,...,n},

donde 1 es el vector en IR" de componentes todas iguales a 1.

Demostrar que el hiperplano H = {x € IR" : p'x = a}, p # 0, no tiene puntos
extremales y tampoco direcciones extremales.

Demostrar que un poliedro tiene puntos extremales, si y s6lo si éste no contiene
rectas.

Sean C' C IR™ un conjunto convexo y f : C' — IR una funcién cualquiera. Se
define el conjunto

epi(f) = {(w,) € Cx R: f(z) <1},
el cual recibe el nombre de epigrafo de f. Demostrar que la funciéon f es convexa,
si y solo si epi(f) es un conjunto convexo en IR"™ X IR.

Sean f1, fo funciones convexas definidas en IR™ cualesquiera. Demostrar que la
funcién f : IR™ — IR definida mediante

f(z) = max{ fi(z), f2(2)}

también es convexa, jqué puede decir acerca de la funcion

f(@) =min{f1(z), fa(x)}?
Sea K C IR™ un poliedro acotado y consideramos la funcion 6 : IR™ — IR, llamada
funcién del valor 6ptimo, definida mediante

O(u) =min{c' z4+u' (Az —b): z € K},

donde ¢ € IR™, b € IR™ y A es una matriz de orden m x n. Demostrar que 6 es
una funciéon céncava.
Sea f : IR™ — IR una funciéon convexay K C IR™ un conjunto convexo. Demostrar
que el conjunto solucién del problema
min f(z),

es un conjunto convexo.
Sea U C IR™ un conjunto abierto y xg € U, probar que zy no es soluciéon del
problema

minc' z, excepto si ¢ = 0.

zeU
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En todo este problema, se usa la definicion siguiente: dado cualquier conjunto C
en IR™, se define el cono asintotico de C' como

Cooi{velR": Jt >0t — 0, Jax € C, thk—”}}

Demostrar las afirmaciones siguientes:
) C°° es siempre un cono convexo y cerrado.
) C es un cono si, y solo si, O = C.
(¢) C™ = (C + z0)*°, para todo zg € IR".
) C1 C Cy implica (C1)>® C Cq)*.
) Sea C' un conjunto cerrado y convexo no vacio, xg € C. Entonces,

C"O:{ueJR”: xo+tueCVt>0}.

Tal cono es independiente del punto xg.
(f) Sea {C;}, i =1,...,m, cualquier familia finita de conjuntos no vacios en IR",

entonces,
m ) m
(Ue)™ = U
i=1 i=1
(9) Sea {C;}, i € I, cualquier familia de conjuntos no vacios en IR™, entonces
(oo}
(ﬂ Ci) - ﬂ(ci)oo~
iel i€l
Si ademas, cada C; es cerrado, convexo y se satisface [;.; C; # ), entonces,
o0
(Ne)™ =N,
i€l i€l
Sean A, B subconjuntos cerrados de IR™, no vacios. Si AN B> = {0}, demostrar
que A— B es un conjunto cerrado. En particular, esto es cierto si A o B es, ademas,
acotado.
Dar un ejemplo de dos conjuntos cerrados, A, B, tales que A — B no es cerrado.
Sea S = AU B, donde
A={(x1,m3) € R*: x; <0, 23 + 23 <1},
B= {(1‘1,1‘2) S R?: 120, 1<, < 1}.
Encontrar una representacion del tipo S = C + S°° con C = co(extr(S)), jes
posible elegir C' no convexo?
Encontrar los puntos extremales del conjunto determinado por las restricciones:
xr1 + o + 2$3 = 1
201+ 20+ 223 > 3
leOa .’172207 [)3'320,
y encontrar el conjunto de las soluciones 6ptimas si se desea maximizar la funcion
objetivo 3z + 2x3.
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20. Considere el problema

max{2x1 + x2}

s.a 2x;—xy < 18
201+ 29 < 5
1 >0, zo0 > 0.
Luego,
(a) Encuentre los puntos extremales de la region factible y diga si tiene direcciones
no nulas.

(b) ;Cual de los puntos extremales es solucion 6ptima? Justifique su respuesta.
(¢) {Existen soluciones Optimas que no son puntos extremales? Escriba el con-
junto solucién.
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Capitulo 3: El Método del Simplex

En este capitulo se presenta el algoritmo del Simplex, empezando primero por su
descripcion analitica, para luego escribir su formato de tabla, la cual resulta ser muy
adecuada para su manipulaciéon. Este algoritmo nos permite resolver problemas linea-
les con muchas variables con ayuda de un computador, contrariamente a los métodos
descritos en los Capitulos 1 y 2, manejables con, a lo mas, tres variables de decision.
Seguidamente, este capitulo también establece algunos resultados importantes que se
relacionan con la geometria del problema. Ademés, se menciona la regla de Bland
que, incluida en el método del simplex, evita generar ciclos: situacién que raramente
se encuentra en problemas practicos.

3.1 Resultados Preliminares y Geometria del Problema

Se considera el problema

min ez

(P) sujetoa: Ax =1b
T >0,

donde ¢ es un vector columna de IR™, b es un vector columna de IR™ y A es una matriz
de orden m x n con rango igual a m (luego, se tiene m < n). De aqui, se deduce que
A es sobreyectiva; en otras palabras,

{x e R": Az =b'} #1, para todo b' € R™.

Definicion 3.1. Se llama “matriz bésica” o simplemente “base’ a toda submatriz
cuadrada de A, de orden m x m e invertible.

El término base en la definiciéon precedente esta directamente relacionado con el
concepto de base de un espacio vectorial, en el sentido que una matriz basica o base
de una matriz de orden m x n, A, es una submatriz cuadrada de orden m, tal que sus
m columnas forman una base del espacio IR™; es decir, el conjunto formado por las
m (vectores) columnas constituyen un conjunto linealmente independiente, y generan
el espacio IR™.

Recordemos que un conjunto de vectores {vy,va,..., v} de IR™ es: (1) “linealmente
independiente’ o que los vectores vy, va, ..., v son “linealmente independientes”, si se
cumple que

tvy Ftovg + - H g =0 = t; =t = --- =}, = 0;
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(2) “generan” el espacio IR™, es decir cualquier y € IR™ se puede escribir como
y =tivg +lovy + - -+t U

para algunos ntmeros reales tq,to, ..., tk.

Como el rango de A es m, siempre se puede encontrar una base.

Dada una base B (y por ende invertible), la matriz A puede expresarse como A =
(B N) después de reordenar adecuadamente las columnas, donde N es la submatriz
de A cuyas columnas son aquellas que no estan en B. También podemos reordenar el

vector ¢ y = de la forma
c < cB )) . ( rB )
CN TN

Con esta notacion, la condicion Ax = b, se expresa como
Bxp + Nxzy = b,

y la funciéon objetivo toma la forma
z= cExB + c}xN.

Definicion 3.2.

(i) La soluciéon particular z = (xp,zy) con xp = B71b, xx = 0, se llama
solucion bdsica asociada a la base B. En este caso, B también recibe el nombre
de “matriz basica’ de x y N la “matriz no bésica”.

(i) La solucion bésica (asociada a B) se llama “solucién factible basica’, si xp >
0, es decir, B~'b > 0. En este caso, B recibe el nombre de “base factible’.
999

(#4i) Una solucion bésica factible (asociada a B) se dice que es “degenerada’™, si
alguna componente de xp es nula.

Como A es una matriz de orden m X n, el problema de optimizacién lineal corres-
pondiente tiene, a lo sumo, el combinatorio de n sobre m soluciones basicas, denotado

or [ " ) eiguala
p m gu
n!
m!(n —m)!’
Ejemplo 3.1. Se considera el sistema

—I1 + X2 +IE3

[N

r1+2T9+2T3 =
1 >0, 22 >0, 3 > 0.

Se determinaran todas las soluciones factibles/no factibles, basicas/no bésicas. Aqui,

(T -(4),
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Las tinicas matrices bésicas son:

Blz(a1a2)2<_i }),Bgz(alag):(_} 1)

Notese que el nimero de soluciones basicas no coincide con el valor
3!
213 -2)!

N o1, [ 172 1)2 1\ [ 1/2

(@1,72) = By b_< 1/2 1/2 2 )=\ 32 )
Poniendo T3 = 0, la solucién factible bésica no degenerada correspondiente es T =
(1/2,3/2,0).
Por otro lado,

N o1, [ —1/2 1)2 1\ [ 1)2

(1,73) = By b< 1/2 1/2 2 )=\ 32 )"
Poniendo Tz = 0, la solucién factible béasica no degenerada correspondiente es
(1/2,0,3/2).
En este caso, existen sblo dos soluciones factibles bésicas:

(1/2,3/2,0), (1/2,0,3/2).

Sin embargo, existen infinitas soluciones factibles no bésicas, las cuales estan deter-
minadas mediante

3.

Luego,

8|
|

{(1/2,0,3/2) + 22(0,3/2,—3/2) : 0 < xy < 1}.

En todo lo que sigue, K denotaré el conjunto factible del problema (P), es decir,
K={zeR": Az =0, x > 0}.

Teorema 3.3. Consideremos el problema de optimizacion lineal (P) con rango de A
igual a m. Si el conjunto factible K no es vacio, entonces (P) tiene al menos una
solucion factible bdsica.

Demostracion. Sea x € K, es decir, factible para el problema (P). Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que x tiene las p primeras componentes positivas y el resto nu-
las. Reordenando igualmente, sean ay,as, ..., a, las columnas de A que corresponden
a las componentes positivas de z. Entonces, Az = b se transforma en

(3.1) x1a1 + Toag + -+ + Tpa, = .

Si los vectores aj,az,...,a, de IR™ son linealmente independientes, entonces, como
el rango de A es m, se tiene que p < m. Si p = m, entonces x es soluciéon factible
basica asociada a la base B = (aj as --- a,) en virtud de (3.1). Si, por el contrario,
p < m, sabemos que se puede elegir otras m — p columnas de A, de modo que, unidos
a{a1,as,...,a,}, forman un conjunto linealmente independiente. Sea B la submatriz
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que tiene por columnas a ai,as,...,a, y las otras m — p columnas de A, elegidas
anteriormente. Entonces, no es dificil darse cuenta que tal B es una base para z
debido a la igualdad (3.1), puesto que las n — p componentes restantes de x son nulas.
Veamos el caso cuando los vectores ai,as,...,a, son linealmente dependientes. En
esta situacion existen numeros reales y1,¥2,. .., ¥p, no todos nulos, tales que

y1a1 + Y200 + - - - + ypa, = 0.

Sin perder generalidad se puede suponer que

{i DY > 0} #* 0.
Eligiendo
x; x;
a =2 = min {—Z: y¢>0}>0,
Yip  1<i<p Ly
resulta que el vector z dado por z; = x; — ay; parai = 1,...,p; z; = 0 para ¢ =
p+1,...,n, satisface Az=by z>0,ie., z€ K. Como
"y
Lig — QYiy = Tig — ﬁyio =0,
0
la solucion factible z tiene a lo mas p — 1 componentes no nulas. Si las p — 1 columnas
de A, asociadas a tales componentes, son linealmente independientes, entonces, como
en la primera parte, z sera soluciéon factible bésica. En caso contrario, después de
repetir un numero finito de veces el procedimiento anterior, se llegara a una solucién
factible bésica. |

Observacion 3.1. La demostraciéon del teorema anterior nos entrega un procedi-
miento de cémo construir una solucion factible béasica a partir de una solucién que
solamente es factible. Esto se muestra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.2. Consideremos el Ejemplo 3.1. Ahi se encontr6 que el conjunto factible
es

{1/2,$2,3/2 - 1’2) : 0 S T2 S 3/2}
Elegimos el vector x = (1/2,1,1/2) como solucién factible no basica inicial. Poniendo
ap = (—-1,1), as = (1,1), a3 = (1,1), se observa que {aj,as,as} es linealmente
dependiente, luego estamos en la situacion de la segunda parte de la demostracién del
Teorema 3.3 con p = 3, y podemos escribir

Oay + (1)az + (—1)as = (0,0),
es decir, y; = 0, yo = 1, y3 = —1. Asi, a = T—; = 1. En consecuencia, poniendo
z=(z1,22,23) conz1 =1/2—(1)(0) =1/2, 20 =1—(1)(1) =0, z3 = 1/2—(1)(-1) =
3/2, se obtiene que z es una solucion factible basica cuya base asociada es (a; as),

es decir, tal base estd compuesta de la primera y tercera columna de la matriz A,
correspondientes a la primera y tercera componentes positivas de z.

Lema 3.4. Consideremos el problema de optimizacion lineal (P) en su forma estdn-
dar. Se cumple lo siguiente:
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(a) six € K es una solucion factible bdsica, entonces x es un punto extremal de
K;

(b) six € K es un punto extremal de K, entonces las columnas de A correspon-
dientes a las componentes positivas de x son linealmente independientes v,
por consiguiente, x es una solucion factible bdsica.

Demostracion. (a): Se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que z = (x5, 0),
donde xp > 0 y B esta formado por las primeras m columnas de A, las cuales son
linealmente independientes, porque B es invertible. Sean wu,v elementos de K, tales
que

r=d+(1-XNv, 0<A<]1.
En particular, la igualdad 0 = z; = Au; + (1= Nv; i =m+1,m+2,...,m+n)
implica u; = v; =0, paracadai =m+1,m+2,...,m+n. Asi, Au=by Av=1»
se reducen a Bup = by Bvg = b. Luego, ug = vg = B~'b = zp. Por lo tanto,
x = u = v, lo cual prueba que x es un punto extremal de K.
(b) Sea x un punto extremal de K y, supongamos, que sus p primeras componentes
son positivas y el resto nulas. Si ai,as,...,a, son las p primeras columnas de A, la
condicion Ax = b se transforma en

z101 + Taaz + - - - + Tpa, = b.

Supongamos que los vectores a1, az, ..., a, son linealmente dependientes. Luego, exis-
ten nimeros reales y1, Y2, ..., Yp, N0 todos nulos, tales que

y1a1 + Y202 + - -+ + ypa, = 0.

Ponemos

= Sy £0h >0
ap = min { Y 7#0p >0,

y, eligiendo o € (0, ), resulta que
i +ay; >0, z; —ay; >0paratodoi=1,2,...,p.
Poniendo y; =0, parai=p+ 1,p+ 2,...,n, se obtiene que

1 1
rtoy €K, x:§(x+ay)+§(xfay),

lo que significa que = no seria un punto extremal de K, lo cual resulta ser una con-
tradicciéon. En consecuencia, los vectores ay,as,...,a, de IR™ deben ser linealmente
independientes. Para demostrar que = es una solucién basica se aplica el mismo ar-
gumento usado en la demostracién del Teorema 3.3. (]

Si cada punto extremal de K tiene exactamente m componentes positivas, en-
tonces existe una correspondencia uno a uno entre las soluciones factibles béasicas y
los puntos extremales de K. Si por el contrario, algiin punto extremal tiene p(< m)
componentes positivas, éste es una solucion basica degenerada (alguna componente
bésica nula). Una matriz basica asociada se puede encontrar anadiendo otras m — p
columnas linealmente independientes de A, a las ya existentes p columnas linealmente
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independientes. Obviamente, puede haber mas de un modo de anadir m — p colum-
nas linealmente independientes, por lo que a puntos extremales degenerados le puede
corresponder méas de una matriz béasica.

Juntando ambos resultados del lema anterior, se obtiene el teorema siguiente.

Teorema 3.5. Consideremos el problema de optimizacion lineal (P) en su forma
estandar con rango de A igual a m. Entonces, x € K es un punto extremal de K, si
y sdlo si x es una solucion factible bdsica.

Corolario 3.6. El conjunto convexro K tiene un niumero finito de puntos extremales.
Demostraciéon. Por el teorema anterior, el namero de puntos extremales de K coin-

n
cide con el namero de soluciones factibles basicas de (P) y éste es, a lo mas, < > O
m

El combinatorio de m sobre n es un ntmero bastante grande atn para valores de
m y n relativamente pequenos:
15
= 5005.
(5)

En muchos problemas reales, el niimero de variables suele ser del orden de 500 y de
restricciones (excluyendo las de no negatividad) 150.

Una version mas general que el resultado siguiente, estd expresada en el Teorema
2.17, puesto que si K es compacto, min(P) = min(P) € IR. La demostraciéon que se
presenta a continuacion es directa y usa igualmente el Teorema (de representacion)

2.16.

Teorema 3.7. Consideremos el problema (P). Si el conjunto factible K es acota-
do, entonces (P) tiene una solucion dptima que es un punto extremal de K y, por
consiguiente, también una solucion bdsica dptima.

Demostracion. Se sabe que K es cerrado, luego es compacto al ser ya acotado por
hipotesis, y como la funcion objetivo es continua (porque es lineal), el teorema de
Weierstrass (Teorema 2.2) asegura que (P) tiene una soluciéon optima. Denotamos

por ul, ... u* los puntos extremales de K (se sabe por el Lema 2.10 que K no posee
direcciones no nulas) y h la funcién objetivo h(z) = ¢'z. Dado cualquier x € K,
podemos encontrar \; > 0,7 =1,..., k, tales que

k

Z)\izl, yx:/\lul—i----—i-)\kuk.
i=1
Sea h(uP) = min{h(u’): i =1,...,k}. Puesto que h es lineal, se obtiene
k
h(z) = h(Aul + -+ MeuF) = Ath(ul) + .+ Meh(uF) > (O X)h(uP) = h(u?).
i=1
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Como z era cualquier elemento en K, se deduce que el punto extremal uP, de K, es

una soluciéon 6ptima de (P). O
Ejemplo 3.3.
Consideramos las restricciones
T+ < 3
—2z; 429 <
r1—2x9 < 0

120, 2220

1. Dibujar la region factible.
Solucién.

2. Después de anadir las variables inactivas (de holgura), identificar los puntos extre-
males para el nuevo poliedro y para cada uno de ellos, enumerar todas las variables
bésicas y no bésicas correspondientes.

Solucion.
Agregando las variables de holgura se obtiene,

xr1 + X9 + 23
—2x1 + 22 + 24
T — 229+ 25 =
x1 >0, z92>0, z3>0, x4 >0, x5 > 0.

Il
o v ow

Denotamos por K el poliedro en IR determinado por las restricciones anteriores.

1 110 0 3
A= -2 101 0 ],b=1]2
1 -2 0 0 1 0
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El rango de A es 3. A continuacién se enumeran las matrices bésicas y las corres-
pondientes variables bésicas. Evidentemente, cuando alguna variable es estricta-
mente negativa, la solucion basica que se origina no es factible.

0 -2/3 -1/3 3
* B = (CLl az ag) — (51,52,53) = 0 —1/3 —2/3 2 = (—4/3, —2/3,
1 1 1 0
esto da origen a una soluciéon no factible;
2/3 0 1/3 3
* By = (a1 a2 CL4) - (51,52754) = 1/3 0 —]./3 2 = (2,1,5), lo
1 1 1 0
que origina una solucion (factible) basica no degenerada;
1/3 —-1/3 0
*Bgz(al ao a5):>(f1,f2,§5): 2/3 1/3 0 1/3 8/3 5)
1
lo que origina una solucién (factible) basica no degenerada
0 0 1
* By = (a1 a3 a4) = (T1,T5,Z4) = | 1 O —1 (0,3,2), lo que da
0 1
origen a una solucion (factible) bésica pero degenerada
0 —-1/2 0
*B5:(a1 as a5):>(f1,f37f5): 1 1/2 0 2 ( 1,4, ].)
0 1/2 1
dando origen a una solucién no factible;
1 00
* Bg = (Cl,l a4 a5) — (51,54755) = 2 1 0 ) , lo que
-1 0 1
da origen a una solucién no factible;
0 0 —1/2 3
* By = (ag as CL4) — (52,53,54) = 1 0 1/2 2 0 3,2), dando
0 1 1/2 0
lugar a una solucion (factible) basica degenerada
* Bg = (ag as 115) - (fQ,fg,f5) = 0 = (271,4), lo que
origina una solucién bésica no degenerada,
1 00
* Bg = (CL2 ay Cl5) — (52,54,55) = -1 1 0 2 = (3, —1,6), el cual
-2 0 1 0
da origen a una solucién bésica no factible;
1 00 3
* Bio = (a3 aq a5) = (T3,T4,75)=| 0 1 0 2 | =(3,2,0), el cual da
0 0 1 0

origen a una solucién basica factible pero degenerada;

5),



FABIAN FLORES-BAZAN

Los puntos extremales del poliedro K son:
(2? 17 05570)7 (1/378/370707 5)’ (070737 27 O)’ (07 27170’4)'

De aqui se observa que el punto extremal (0,0, 3,2,0), el cual es una solucién
(factible) basica degenerada, se puede representar a través de tres matrices basicas
diferentes: B47 B7 y BlO-

Por otro lado, no es dificil darse cuenta que K es acotado, luego es compacto
y, por el Teorema 3.7, el problema de minimizar (o maximizar) cualquier funcion
lineal sujeto a K admite una soluciéon 6ptima que es basica. Podemos también usar
el Teorema 2.17 para encontrar una solucién 6ptima que es un punto extremal.

Teorema 3.8. Si el problema (P) tiene solucidn dptima en mds de un punto extremal
de K, entonces cualquier combinacion convexa de dichos puntos es también solucion
optima de (P).

Demostracién. Sean u', ..., u*, soluciones de (P), las cuales corresponden a puntos
extremales de K. Entonces,

¢"u' = min(P), paratodoi=1,..., k.

Luego, cualquier = Aju! + -+ \guF con \; >0, i=1,...,ky A\ +...+ )\ =1,
satisface
k
cle=cT\ul -+ b)) = AeTul + -+ MpeTuF = (Z A;)min(P) = min(P),
i=1
lo cual prueba el resultado deseado. O

Una consecuencia importante de los resultados anteriores es el corolario siguiente.

Corolario 3.9. Si (P) es tal que min(P) > —oo, entonces (P) tiene al menos una
solucion optima que es bdsica.

3.2 El Método Simplex

El método Simplex desarrollado por George B. Dantzig en 1947, funciona partiendo
desde un punto extremal del conjunto factible (solucion factible béasica) hacia otro
punto extremal adyacente en donde el valor de la funcién objetivo es menor o, en
el peor de los casos, se mantiene igual. El método contintia de esta manera hasta
que se obtenga una solucién 6ptima (con valor 6ptimo finito) o hasta encontrar un
rayo a lo largo del cual el valor de la funcién decrece indefinidamente, en tal caso
min(P) = —oo. Asi, el algoritmo del Simplex consiste de dos pasos principales: (1)
encuentra una manera de decidir si una solucion factible basica es 6ptima, y (2) una
manera de obtener una solucién factible bésica adyacente donde la funcion asume
un valor menor o igual que en el precedente. Esto no quiere decir que el algoritmo
examina todos los puntos extremales, sino, solamente algunos.
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El proposito de esta seccion es presentar el método Simplex de modo analitico
para el problema de optimizacion lineal en su forma estandar.

min c'x

(P) sujetoa: Azr =b

T >0,
donde, como en la seccién anterior, A es una matriz de orden m x n y rango igual a
m. En consecuencia, después de reordenar, si es necesario, podemos escribir

A:(BN), B:(al ag - - - &m), N:(am+1 Am+2 an).

Aqui, a; representa la j-ésima columna de A, los cuales son vectores en IR™. Por

lo tanto, siendo el conjunto {a1,as,...,an} linealmente independiente, se tiene que
para cada aj, j =m+1,m+2,...,m + n, existen nimeros reales a1, agj,. .., Umj,
tales que
aj = aljal + ozgjag + -4 amjam.
Para cada j =m+1,m+2,...,n, denotamos
aj = (a1, Q5,5 Qmy)-

Luego, la igualdad anterior se puede escribir como a; = Ba; y, por lo tanto,
o = Bilaj, paratodo j=m+1,m+2,...,n.

En consecuencia,

Aim+1  Oim42 - Qip
(32) S R
Amm+1 Omm42  °° Qmp
Ademaés, se pone
(3.3) zj = cran) + oy + -+ Cpaumy = cpay (j=m+1,m+2,... n).

Sea y = (yp,yn) cualquier otra solucién factible. Luego, Byg + Nyny = b. De donde,

(3.4) yp = B~'b— B~ 'Nyy.
Escribiendo ¢ = (¢p,cn), g = B™1b, x5 = 0, se obtiene
(3.5)

'y =chyp +eyyn = cg B — e BT Nyn + eqyn = ¢'x — (e BTN — ef)yn.
Con estas notaciones, el teorema siguiente nos entrega la relacion entre el valor

de la funcion objetivo en una soluciéon bésica factible y en otra solucion factible
cualquiera.

Teorema 3.10. Sean x = (z1,22,...,Zm,0...,0) una solucion factible bdsica, con
matriz basica B = (a1 as -+ am), ey una solucion factible del problema (P), enton-
ces,

n

cly=cla— > (z—c;)y;
Jj=m+1
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Demostracion. Por hipotesis, se tiene
zp =B ', oy =0, By + Nyy = b.
Usando las igualdades (3.2), (3.3), (3.4) y (3.5), resulta

Flm+1  Qim+42 - Oip n
T p-1 T . . . .
CBB NyN:cB : : : : YN = E Z5Yj-
Py 1
Omm+1 Omm+2 et Omn J=met

Lo cual implica

n

cly=c'z—(cgB'N—c)yy =c¢'z — Z (z; — ¢5)y;-
j=m+1

]

Veamos ahora un resultado del Algebra Lineal que se utilizara en la demostracion
del teorema fundamental de este capitulo.

Lema 3.11. Si los vectores v1,vs,...,vy de IR™ son linealmente independientes y
v es una combinacion lineal de vi,vs,...,v, con el escalar correspondiente a vi no
nulo (k € {1,2,...,m}), entonces los vectores v1,Va,...,Uk—1,Vk41,---;Um,V SON

linealmente independientes.

Demostracion. Dado
m

Z Aiv; + v =0,
i=1,i#k

debemos probar que A; = 0, para todo i = 1,2,...,m. Por hipétesis v = Z Biv; con
i=1
Br # 0. Substituyendo en la igualdad anterior, se obtiene

Z )\ + )\kﬂz v; + ABrvr = 0.

i=1,i#

Debido a la independencia lineal de los vectores v;, = 1,2, ..., m, resulta
Ni+\fBi=0i=1,2,....m, i #k, A\fBr =0.

De donde, A\, = 0 y, en consecuencia, \; = 0, para ¢ = 1,2,...,m. Esto prueba el

resultado deseado. O

El teorema siguiente muestra el camino a seguir para pasar de una solucion factible
basica a otra y la relacion entre el valor de la funcién objetivo en ambas soluciones.
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Teorema 3.12. Sean x = (z1,22,...,Zm,0...,0) una solucion factible bdsica, con
matriz basica B = (a1 ag -+ am), del problema (P); aj una columna de N tal que

m
a; = E Qia; = Baj
i=1

con alguna o;; >0y

Z; . Ty
—% = min { Doy > O}.
Qg5 1<i<m Ly
Bajo estas condiciones, se verifica que:
(a) el vector y = (y1,Y2,-..,Yn) €s una solucion factible basica de (P), donde
xi—aijafoj, si i=1,...,9g— 1,50+ 1,...,m
0
X . . .
_ Tig _
Yi = e si 1=
0, en otro caso,
y base B = (a1 a2 ... Qijg—1 Gig41 --- Gm Qj);

(b) cTy=cTz — (25 — ¢j)y;, donde zj = craqj + -+ + CQm;.

Demostracion. (a) Observamos, en primer lugar, que y > 0. Veamos a continuacion
que By = b para alguna base B, lo cual indicara que y es solucién factible basica.
Como z es factible, se verifica

x101 + X202 + -+ Ty = b, ; >0 (1=1,2,...,m).

Por hipétesis,
1
@i = —(a; — o181 — -+ = Qig—158ig—1 — *** — OmjGm).-
Qi j

Substituyendo esta expresion en la precedente, se obtiene

70 70
<£Ci — aij—)ai + (lj =b.
Z i i
i=1,isio toJ ‘ot
Por el Lema 3.11, los vectores ai,as,...,Qi,—1,Gig+1; - - -y &m, G5 son linealmente in-

dependientes. Asi, la tltima igualdad implica By = b, donde

B = (al az ... Qijy—1 Ajg41 --. Am aj),

es decir, B es una base para y.

m
s
(b)cly= Z ¢ (xi—oz,-j ai) ¢+ CigTiy —CigTiy = €' T—2;Y;+C;Y;, probando
i=1,i#io toJ
lo deseado. |
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Observacién 3.2. (Mejora del valor de la funcion objetivo) El Teorema 3.12 permite
construir otra solucion factible bésica (junto a su matriz basica) y, a partir de una
inicialmente dada, =, y ademés establece la diferencia de los valores de la funcion
objetivo en ambas soluciones. Esta es la base del método Simplex.

Si 2 no es solucién 6ptima es deseable encontrar y, tal que ¢’y — ¢’z < 0. Esto es
posible si z; —¢; > 0, pues y; > 0, gracias a (b) del teorema precedente. Por lo tanto,
eligiendo

Zjo — Cio imaf{zj —c¢; >0} J={m+1m+2,...,n},
VAS

se deduce que la solucion factible béasica y, construida por el teorema anterior (para
jo en lugar de j), es tal que ¢’y es lo mas que podemos decrecer el valor de funcién
objetivo manteniendo la factibilidad de y, siempre que oyj, > 0, para algun i.

El ejemplo siguiente ilustra el procedimiento descrito en el teorema anterior.
Ejemplo 3.4. Consideremos el problema lineal siguiente

max 10xq + 1522 + 5x3

s.a 2x1 + 22 < 6000
3r1 +3x2 +2x3 < 9000
Ty + 2x9 + 223 < 4000

Ty, T2, x3 > 0.

Después de anadir las tres variables de holgura z4,x5,xs para convertir el pro-
blema en su forma estdndar, y considerando como solucién factible basica inicial
x = (0,0,0,6000,9000,4000), encontrar una segunda solucioén factible basica siguien-
do el esquema del teorema anterior.

Solucion.

Agregando las variables de holgura para convertir el problema en su forma estandar,
se obtiene

—min —-10x; — 1529 — b5x3 — Oxy — Oxs — Oxg
s.a. 221 + + 14 = 6000
3r1 + 3z + T3 + x5 = 9000
T + 21‘2 + 21}3 + Te = 4000
z12> 0, 222> 0, z3>2 0, 4> 0, 252> 0, 26> O
Aqui,
—10
210100 6000 __12
A=(a1asasagasas)=1 3 3 1 0 1 0 |,b=1| 9000 |, c= 0
1 2 2 0 0 1 4000 0
0



La base asociada a la solucion factible basica = = (0, 0, 0, 6000, 9000, 4000) es

1 0 0 210
B=(aasas)=| 0 1 0 |, N=(a1a2a3)=| 3 3 1
0 01 1 2 2

Escribiendo a1 = 2a4 + 3as + lag, ag1 = 2, as1 = 3, agy = 1, resulta
x
L = min{ay/au, x5/ ast, 76/ ag } = min{3000, 3000, 4000}
o1
Tal minimo se alcanzo6 en dos términos, pero se eligi6 el primero, 24/ay;. Por lo tanto,

usando la Parte (a) del teorema anterior se obtiene

Y1 = xl/a41 = 3000, Ys = T5 — 0451(3000) = 0, Yo — T — a61(3000) = 1000,

y2 =y3 =y4 = 0.

En consecuencia, la nueva solucion factible basica (degenerada) es
y = (3000,0,0,0,0,1000),

con base B = (a1 as ag). El valor de la funcién objetivo del problema de minimizacion
es ¢y = —30000 y, asi, del problema de maximizaciéon es 30000.

Ejercicio 3.1. Para el problema del Ejemplo 3.4, mostrar que, partiendo con la
misma solucion factible basica z = (0,0, 0, 6000, 9000, 4000) y eligiendo as en vez de
a1, se obtiene otra solucion factible basica y, tal que ¢y = —30000.

Respuesta: la solucion asi construida es y = (0, 2000, 0, 4000, 3000, 0) con base B =
(ag a5 az).

Con ayuda del resultado anterior, se demostrara un teorema general que entrega
informacion acerca de la optimalidad de la solucién factible béasica considerada y
acerca del conjunto solucion.

Teorema 3.13. Sea © = (x1,22,...,Zm,0...,0) una solucion factible bdsica, con
matriz bdsica B = (a1 az -+ an,), del problema (P). Se cumple lo siguiente:
(a) sizj—c; <0, para todo j =m+1,...,n, entonces x es una solucion factible
basica dptima de (P); si z; —c; < 0, para todo j =m+1,...,n, entonces x
es la 1nica solucion factible bdsica dptima de (P);
(b) sizj—c; >0, para alguna j = m+1,...,n, y las correspondientes aij, . .., Qmj

son negativas o nulas, entonces la funcion objetivo decrece indefinidamente a

lo largo del rayo x +1t e_aj ), t >0, donde aj = (0, ..., 0u5) Ye; es el

j—m
vector en IR"™™ cuyas componentes son ceros, excepto la i-ésima que es 1 y

ast, min(P) = —oo;
(¢) siz es una solucion bdsica factible no degenerada y z; — c¢; = 0, para alguna
j=m+1,...,n, entonces existe un numero infinito de soluciones dptimas.
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Demostracion. (a) Esto es una consecuencia del Teorema 3.10 y del hecho que y > 0,
puesto que cTy >cla.

Veamos la segunda parte. Sea y cualquier otra solucién factible diferente de x. Luego,
existe una componente no basica y; > 0, j € {m + 1,m + 2,...,n}. Se aplica el
Teorema 3.10 para concluir con el resultado.

(b) Por hipotesis

ri1ai +x2a2+"'+$7na‘7n:b7 %20 (121,2,,771)

Como a; = ajjar + agjas + ... + aymjam, multiplicando esta expresion por cualquier
t > 0 y restando por la igualdad anterior se obtiene

(1 —tagj)ar + - - + (T — tamg)am +ta; = b.

Esta igualdad afirma que el vector

. o
yt(xltalj,:cgta2j,...,:vmtamj,O,...,O,t,O...,O):L'th( J >,

€j—m
satisface Ay, = b, y; > 0, para todo t > 0; aqui, ¢ va en la posicién j-ésima. Veamos
el valor de la funcion objetivo en y;:

m
(3.6) ¢y, = ch(xz —tag;) + et = clx— t(z; —¢j),
i=1

lo cual implica que, haciendo crecer ¢ indefinidamente, el valor de la funcién objetivo

tiende a menos infinito, es decir, min(P) = —oo.

(¢) Sitodas las ay; (¢ =1,2,...,m) son negativas o nulas, aplicando el razonamiento

de la Parte (b), podemos obtener una solucion factible basica y, tal que (ver (3.6))
cly=cla— (3 —¢ly;=c'z,

puesto que z; — ¢; = 0. Por la forma de eleccién de y, * # y y, en consecuencia, se

obtiene infinitas soluciones 6ptimas.

Supongamos, entonces, que existe al menos una o;; positiva. Usando el Teorema 3.12,

se construye una nueva soluciéon factible basica y, con y; positiva, siendo j el nuevo

indice bésico entrante e i( el antiguo indice basico saliente. Debido a la hipotesis y a la

Parte (b) del Teorema 3.12, también se tiene, ¢’ = ¢y y como  no es degenerada,

x # y. Por lo tanto, cualquier combinacién lineal convexa de x e y también seréd

solucion 6ptima del problema en virtud del Teorema 3.8. O

Observacion 3.3. En la situacion de la Parte (b) del Teorema 3.13, la direccion

- O 00
do(@j_m >€K s

(en el sentido de la Seccion 2.3), es decir, Ady = 0, dp > 0. En efecto, evidentemente
dO Z Oa y
——

Ady = (B N)( ):—aj+aj=0.

€j—m
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También se tiene

CTdo = ( Cg C; ) < Y ) = —ch_laj +cj=—2z;+c; <O0.

€j—m

Lo cual corrobora el resultado del Teorema 2.15. En realidad uno puede demostrar
que tal direccién es extremal.

Los resultados anteriores se resumiran en la subseccién siguiente.

3.2.1 El Algoritmo del Simplex

Consideramos el problema lineal siguiente en su forma estandar:

min clx
(P) sujetoa: Azxr =b
T >0,
donde A es una matriz de orden m x n y rango m. Denotamos por J = {m + 1,m +
2,...,n} el conjunto de indices no basicos.
1. Iniciamos con una solucién factible basica inicial, z = (z1,z2, ..., Zm,0,...,0)
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2a.

2b.
. Ponemos (ver Observacion 3.2)

3a.

asociada a la matriz basica B = (a1 as - - - am,) y no basica N = (apq1 - ap).
Asi, A= (B N).

. Se calcula z; — ¢; = cfa; — ¢;, para cada j € J, donde

Aim+1 Cim+42 "~ Olp
—1 . . . .
B™'N = : : : : = (am+1 am+2"'an)~
am7n+1 amm+2 tet Omn

(Test de optimalidad) Si z; — ¢; < 0, para todo j € J, entonces z es una
solucion factible basica éptima del problema (P) [Teorema 3.13(a)]. Si, ade-
mas, una de las diferencias z; — c¢; es cero y = no es degenerada, entonces
existen otras soluciones 6ptimas. Mas precisamente, cambiando la columna
correspondiente a j, por una de la matriz basica, se tiene otra solucion factible
basica 6ptima y, en consecuencia, cualquier combinacién convexa de ambas
también sera soluciéon 6ptima [Teorema 3.13(c)].

Si z; —c¢; > 0, para alguna j € J, entonces se pasa a 3.

Zjo — Cjo = max{z; —¢; > 0}.
jedJ

[Teorema 3.13(b)| Si a1, . . ., Qumj, son negativas o nulas, entonces

min(P) = —oo.
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3b. |[Teorema 3.12| Si existe ¢ € {1,2,...,m}, tal que ay;, > 0, entonces se
determina una nueva matriz basica cambiando la columna a;, de B por la
columna a;, de N, en donde % es tal que
"y
= min {—Z: Qijo >O}7

1<i<m Qg

mio
QXigjo
de forma que la nueva matriz béasica es
B = (a1 a2+ aiy—1 Qigt1 ** Qm ),
la cual genera la nueva solucion factible basica y dada en (a) del Teorema
3.12.

4. Se repite el proceso anterior para la nueva solucion factible bésica encontrada
en 3b.

Debido a que el conjunto de puntos extremales de la region factible es finito y
que tal conjunto coincide con aquel de soluciones factibles bésicas, concluimos que el
algoritmo del Simplex termina después de un niimero finito de iteraciones, siempre que
no aparezcan soluciones degeneradas. En efecto, la ausencia de degeneracion permite
construir soluciones factibles basicas diferentes en cada iteracion.

En buena cuenta se ha demostrado el teorema siguiente.

Teorema 3.14. En ausencia de degeneracion.
Si existe una solucion dptima que es un punto extremal - para un problema de mini-
mizacion lineal -, entonces existe una base asociada, para la cual se cumple

zj —¢; <0, para todo 7 =1,2,...,n.

Observacion 3.4. Por la manera cémo se present6 el algoritmo del Simplex, su ejecu-
cion requiere, en primer lugar, que el problema de optimizacion lineal esté formulado
en su forma estandar, esto no da ninguna dificultad en virtud del Lema 1.1; en se-
gundo término, se necesita contar con una solucién factible béasica, y éste si que da
trabajo, porque a veces es dificil identificar una solucién de este tipo. Sin embargo, en
los ejemplos que discutiremos a continuacién, aunque la formulaciéon involucrara de-
sigualdades “menor o igual que”, la introduccion de las variables inactivas (de holgura)
la convertira a la forma lista para aplicar el Simplex, si el vector del lado derecho, b,
es no negativo. En efecto, en tal situacion, las variables de holgura seran las variables
bésicas iniciales si b > 0, puesto que en este caso la matrix I (la identidad de orden
m) serd una matriz basica inicial:

Ar <b, x>0« Ax+Ixp, =b, x>0, z;, > 0.

Este tema se retomaré al final de este capitulo.
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Ejemplo 3.5. Consideramos las restricciones siguientes

I +25U2 S 6
X1 — Tg S 4
o < 2

x1207 xQZO

1. Dibuje la region factible.
Solucién.

2. Identifique los puntos extremales del poliedro obtenido una vez agregadas las va-
riables de holgura, ademas de las variables basicas y no basicas.
Solucién.
Denotamos por K el poliedro en IR® determinado por las restricciones anteriores
después de anadir las variables de holgura. Sea

1 210 0 6
A=1 -1 010 |,b=|4
0 100 1 2

El rango de A es 3. A continuacion se enumeran las matrices bésicas y las corres-
pondientes variables bésicas. Evidentemente, cuando alguna variable es estricta-
mente negativa, la solucion basica que se origina no es factible.

Los puntos extremales en IR? son: (0,2), (2,2), (14/3,2/3), (4,0), (0,0). Veamos
los correspondientes puntos extremales del poliedro en IR®.
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* B:(al as ag)

1 0 1 1 6 2
za |=B'=0 0 1 4 =1 2
T3 1 -1 -3 2 4
Variables Basicas: rT1=2,20=2,23=4
Variables No Bésicas : 24=0,25=0
Asi, la solucion factible basica es: (2,2,4,0,0).
* B = (a1 as a4)
1 1 0 —2 6 2
To | = 0 0 1 4 | =1 2
T4 -1 1 3 2 4
Variables Basicas: r1=2,10=2,24=4
Variables No Bésicas : r3 =0, x5 =0.

Por lo tanto, la solucion factible basica es: (2,2,0,4,0).
*B = (a1 as (L5)

a1 1/3  2/3 0 6 14/3

@ | = 1/3 -1/3 0 4 =1 2/3

s ~-1/3  1/3 1 2 4/3
Variables Basicas: x1=14/3, 29 =2/3, x5 = 4/3
Variables No Basicas : 3 =0, x4 =0.

Por lo tanto, la solucion factible basica es: (14/3,2/3,0,0,4/3).
* La matriz (a1 az a4) no es base.
* B = (a1 as CL5)

T 0 1 0 6 4

T5 0 0 1 2 2
Variables Basicas: r1=4,1r3=2, 15 =2
Variables No Basicas : zo =0, x4 =0.

Por lo tanto, la solucion factible basica es: (4,0,2,0,2).
* La matriz (a1 a4 as) es base pero no factible.
* B = (a2 as CL4)

To 0 0 1 6 2

T3 = 1 0 -2 4 | =1 2

Ty 0 1 1 2 6
Variables Bésicas: To=2,23=2,24=206
Variables No Basicas : 1 =0, x5 = 0.
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Asi, la solucioén factible basica es: (0,2,2,6,0).
* Las matrices (ag ag as) y (a2 ag as) son bases, pero no factibles.
* B = (a3 Qayq a5)

T3 1 0 0 6 6

Ts 0 0 1 2 2
Variables Basicas: x3=06,14 =4, x5 =2
Variables No Basicas : 1 =0, 29 =0.

Asi, la solucion factible basica es: (0,0, 6,4, 2).
* Las bases (a1 ag ap), (a2 as as), (a2 ag as) no son factibles; mientras que
(a1 a3 a4) no es basica.

3. Suponga que se ha movido desde el punto extremal (4, 0) al (14/3,2/3) en el espacio
(21, 22). Especifique cuél variable entra a la base y cuél sale de ella.
Solucién.
De acuerdo a lo anterior se obtiene que la base para el extremal punto (4,0) es
B = (ay a3 as) (puesto que corresponde a la solucion factible basica (4,0, 2,0,2)),
mientras que al punto (14/3,2/3) le corresponde la base B = (a1 as as).
En consecuencia, sale ag y entra as.

Ejemplo 3.6. Consideremos el problema lineal del Ejemplo 3.4. Verificar que una
base 6ptima consiste de la variable inactiva de la primera restriccion, de x; y xo.
Solucion.

Tal como ya se vio en el Ejemplo 3.4, agregando las variables de holgura para formular
el problema en su forma estandar, se obtiene

—min —10331 — 15$2 - 5.’133 — 0334 - Ol‘5 - 0336
S.a. 2:61 + T + Ty = 6000
31‘1 + 3(E2 + T3 + Ts = 9000
T + 2z 4+ 23 + T6 = 4000
12 0, 202> 0, 3> 0, 24> 0, 52> 0, mg=> 0.
Aqui,
—-10
210100 6000 __12
A=(a1asasagasag)=1 3 3 1 0 1 0 |,b=1] 9000 |, c= 0
1 2 2 0 0 1 4000 0
0
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Como la variable inactiva correspondiente a la primera restriccion es x4, se debe
considerar la matriz

1 2 1
By=(asaraz)=| 0 3 3 |,
01 2

que, en efecto, es una matriz basica con inversa

1 -1 1
Byt=0 2/3 -1
0 -1/3 1

Usaremos la Parte (a) del Teorema 3.13. Las variables no bésicas son: x3, x5, Zg.
Calculamos la diferencia z; — ¢;, para j € J = {3,5,6}.

23 —cg=ch Bylag—c3=(0 —5/3 =5)T(012)—(=5) =—20/3;

25— 5 = Bylas —cs = (0 —=5/3 —=5)T(010) — (=0) = —5/3;

26 — ¢ = ¢ By tag —cg = (0 —5/3 —=5)T(001) — (=0) = 5.

Luego, por el teorema mencionado anteriormente, la solucion factible basica asociada
a tal matriz es 6ptima. La solucién 6ptima correspondiente es:

7 = (2000, 1000, 0, 1000, 0, 0).

Por lo tanto, considerando so6lo las variables legitimas, la solucion es (2000, 1000, 0).
El valor 6ptimo del problema original es 10(2000) + 15(1000) + 5(0) = 35000.

3.3 La Tabla del Simplex

La aplicacion del Algoritmo del simplex requiere resolver en cada iteracion los sistemas
siguientes:
— . — Al

Bzp =0, Baj, = aj,, wB =cpg.
Asi, el namero de operaciones de calculo que deben realizarse es muy elevado, con la
consiguiente acumulaciéon de datos en la memoria. Veremos, en cambio, que usando
el formato Tabla del algoritmo del simplex se reducira considerablemente el nimero
de operaciones.

Con las notaciones introducidas al inicio de este capitulo se observa que el pro-
blema (P) es equivalente al problema

min z
sujetoa: z —c'xz =0
Axr =0,
T >0,
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0, equivalentemente,

min z
(P) sujetoa: z — cprp - cyry = 0
Bxp + Nxy = b

rp >0, xn > 0.
Multiplicando la tltima igualdad por B~!, resulta
zp+ B 'Nzy = B™'b.
Despejando xp de esta igualdad y reemplazandola en la primera, se obtiene
24 0xp + (cfB™IN — ¢\)zy = c; B~ 1h.

Juntando ambas expresiones formamos la tabla del simplex.

z | xp TN LD
z [ 1] 0 | efB™IN —c} [ cB™1b
zp | 0] I B~IN B~

TaBLA 3.1. La tabla del simplex

La tabla adjunta (3.1) es importante porque nos provee de toda la informacion
necesaria para continuar con el método del simplex.
La primera fila de la tabla correspondiente a la funcién objetivo la llamaremos “fila
cero” y debajo de ésta estan las filas de 1 a m. La columna derecha llamada simple-
mente el “lado derecho” (LD) muestra los valores de las variables basicas, incluyendo
aquella de la funcién objetivo.

A continuacion se describe la manera de usar la tabla del simplex. Observando la
fila cero y teniendo en cuenta que

ch_lN — c; = (Zm41 — Cmg1 ==+ Zj—Cj - 0 Zn — Cp),
donde z; = ¢, B~ ta; y (3.2), aplicamos el siguiente test de optimalidad.

e Si zj —c¢; <0, para todo j =m+1,...,n, la solucién factible basica presente
es 6ptima, pudiendo darse el caso de soluciones 6ptimas multiples si alguna diferencia
Zj - Cj =0.

® Si z; —c; > 0, para alguna j = m +1,...,n y para la misma j, a;; < 0, para
todo i = 1,...,m, entonces el valor 6ptimo del problema no es acotado, es decir, es
—00.

e Si no estamos en ninguno de los casos anteriores, se pasa a otra tabla que pro-
porciona otra solucion factible basica que mejora el valor de la funcién objetivo. Para
ello, de acuerdo a lo descrito en el algoritmo del simplex, se selecciona un elemento
de la tabla llamado pivote, como se indica a continuacion.
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Se elige jo y io tales que

zio—cCipo = max {z; —c; >0}
70 J0 m+1§j§n{ J J }

Tio _ min {?l
Qigjo  1Sism L Qg

QG > 0},

donde T = (Z1,...,Tm,0,...,0) es la solucion factible basica inicial. El elemento pi-
vote es g j, -

En virtud de lo anterior, la tabla 3.1 se escribe como:

z T Ti, Tom T Tj, LD
z 1 0 0 cee R —Cj o Zgg — Cjy . C;fB
X 0 1 0 0 Qaqj Qaqj, T
i, 0] 0 1 0 Qg . .. Ti,
Tm OO ... 0O ... 1 |... Qnj Qmjo e T

La nueva tabla se obtienedividiendo por a;,j;, los elementos de la fila pivote g,
convirtiendo el pivote en 1, y haciendo ceros el resto de los elementos de la columna
pivote jo incluyendo el elemento de la fila cero. Finalmente, en la tabla se cambia la
(variable) componente que era bésica z;, por la no bésica (que ahora seria basica)
zj,. Con esto se actualiza la base y se aplica nuevamente el test de optimalidad (ver
2a del algoritmo del simplex).

Se observa que en la columna LD de la nueva tabla, quitando el elemento de la
fila cero, aparecen los valores de la nueva solucién factible basica obtenidos en la Parte
(a) del Teorema 3.12.

De lo recién expuesto, se concluye que los procedimientos descritos en los Teore-
mas 3.12 y 3.13 equivalen a la operacion de pivotear en la tabla misma.
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Ejemplo 3.7.
min 2x; 4+ x3 — 3x3
sa. x4 + x2 + xz3 < 10
(P) 2581 + Xro — I3 S 4
-7 + 31’2 + T3 < 6
T > 0, 22 > 0, a3 > 0.

El problema esté expresado en su forma canonica, para llevarlo a su forma estandar

introducimos tres variables de holgura, una por cada desigualdad que aparece en las
restricciones. Asi, el problema equivalente en forma estandar es

min 2z; + T2 - 3xz3 + 0xy + 0xz5 + Oxg

S.a. T + Xro —+ T3 + g = 10
2r1 + x>y — 13 + x5 =4
-1 + 32 + 3 + w6 =6

z1> 0, 222> 0, 3> 0, 24> 0, z5> 0, wg> 0.

Construimos la tabla inicial del simplex manteniendo el orden de aparicién de las
componentes:

z T1 T X3 x4 x5 x¢ | LD
z |1 =2 -1 3 0 0 O 0
zg |0 1 1 1 1 0 0] 10
5 |0 2 1 — 0 1 O 4
zg |0 —1 3 @ 0 0 1 6

Obviamente el rango de la matriz A es 3. Como solucién factible basica inicial elegimos
z =(0,0,0,10,4,6), cuya matriz basica asociada es By = (a4 as ag) que es la matriz
identidad de orden 3 y, por lo tanto, la matriz no basica es Ny = (a1 a2 a3), de
modo que A = (Ny By). Se verifica, (Z4,Z5,T¢) = Tp, = Balb = (10,4, 6), donde
b= (10,4,6) y el valor de la funcion objetivo en esta solucion es 0, el cual corresponde
al primer elemento de la columna del lado derecho, L D. También se observa de la tabla
que
chBalNo—c}\—,o :( Z1—C1 29— Cy Zz3—C3 ):(—2 —-13).

De aqui se obtiene que

3=23—c3= max{z;, —c; >0
3 3 1§j§3{j J }’

luego la componente x3 se convierte en bésica para la nueva solucion factible por
determinar. Para ver cuél es la componente que deja de ser basica, calculamos el
siguiente cuociente:
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Te . T . [ T4 Te . (10 6
—— = min {— Doy > 0} = mln{—,—} = mm{—7 f} = 0.
Qg3 4<i<6 L (3 Q43 Qg3 171

Luego, z¢ sale de la base, obteniendo como elemento pivote ags = 1. Para cons-

truir la nueva tabla debemos convertir en ceros todos los elementos de la columna

correspondiente a x3 (incluyendo aquel de la fila cero). Realizando tales operaciones

y actualizando las componentes basicas resulta:

z X To T3 x4 T5 xg | LD
z |1 -10 0 0 0 -=-3|-18
x4 | 0 -2 0 1 0 -1 4
x5 | 0 1 4 0 0 1 1 10
z3 |0 -1 3 1 0 0 1 6

En esta segunda iteracion, la solucion factible basica es z = (0,0, 6,4, 10,0) asociada
a la matriz béasica By = (a4 a5 ag). Esta vez el valor de la funcion objetivo es —18.
Aplicando nuevamente el test de optimalidad, vemos que existe una sola diferencia,
zj — ¢j, que es positiva. Luego jo = 1, es decir, x; entrard a formar parte de las
componentes basicas en la proxima solucion a determinar. Ahora se calcula el siguiente
cuociente:

54 . i'l
— = min
41 3<i<5 Loy

x T 41
: ai1>0}:min{£,£}:min{f,—o}:Q
Q41 Q51 271

Luego, x4 sale de la base. Ahora el elemento pivote es ay; = 2. Como antes, a conti-
nuacién debemos convertir en ceros todos los elementos de la columna correspondiente
a 21 (incluyendo aquel de la fila cero). Obtenemos finalmente,

Z Ty X9 T3 T4 Ts Tg LD
z|1 0 -9 0 -1/2 0 -=5/2|-20
z1 |0 1 -1 0 1/2 0 -1/2 2
z5 |0 O 5 0 -1/2 1 3/2 8
z3 |0 O 2 1 1/2 0 1/2 8

Aqui observamos que z; — ¢; < 0, para todo indice no bésico j = 2,4, 6, luego esta-
mos en presencia de la tnica solucion factible bésica éptima z = (2,0,8,0,8,0) del
problema expresado en su forma canonica. En consecuencia, la tinica solucion 6ptima
del problema (P) (cuyas variables legitimas son x1, 22 y x3) es T = (2,0, 8) y el valor
optimo de la funcién objetivo es —20.

Ejemplo 3.8. Considerando los datos del Ejemplo 3.6 y el hecho que xg+B~ ' Nzy =
B~1b, se concluye que la tabla 6ptima del problema es:
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z X1 T3 T3 T4 Ts g LD
z |1 0 0 -20/3 0 —-5/3 —5|—35000
4|0 0 O -1 1 -1 1 1000
1|0 1 0 —-4/3 0 2/3 -1 2000
zo |0 0 1 5/3 0 -1/3 1 1000

Ejemplo 3.9. Resolver el problema siguiente usando la tabla del simplex:

min 3x; — 2z + T3 — T4
sa. 2xr1 — 3xy — T3 + T4 < 8
(P) -1 + 2m9 + 2w3 — 3xy < 10
—X1 + To - 4$3 + T4 S 3
12> 0, 2> 0, 23> 0, z4> 0

Luego, determinar una solucién factible donde el valor de la funcién objetivo no sea
superior a —5000.

Solucién.

Para llevar el problema a su forma estandar se introducen tres variables inactivas (de
holgura), una por cada desigualdad que aparece en las restricciones. Asi, el problema
equivalente en forma estandar es:

min 3x; — 2x9 4+ x3 — x4 4+ Oxs5 4+ 0x¢ + Oxy
sa. 2x1 — 3ry — x3 + x4 4+ x5 =8
—X + 2.%2 —|— 2333 — 3564 + T = 10
—T1 —+ X2 — 4£L'3 —+ Ty —+ Wi :3
T; > 0 Vi = 1 7
Aqui,
2 3 -1 1 1 0 0
A= -1 2 2 -3 01 0 |,
-1 1 —4 1 0 0 1

, v asi la tabla del simplex

~—

luego elegimos como matriz béasica inicial By = (a5 ag a7
inicial es:

zZ T Ta T3 x4 Ts xg x7 | LD
z |1 =3 2 -1 1 0 0 0| 0
x5 | 0 2 -3 -1 1 1 0 0| 8
6 | 0 —1 2 -3 0 1 010
z7 |0 —1 é —4 1 0 0 1| 3

Ejecutando los pasos del algoritmo del simplex en la tabla, se observa que la variable
que entra es xo y la que sale es x7. Pivoteando, se obtiene la tabla siguiente
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z xT1 T9 T3 x4 x5 x¢ X7 | LD
z|l1 -1 0 7 -1 0 0 -2| -6
rs |0 -1 0 =13 4 1 0 3] 17
xg | 0 1 0 -5 0 1 —-2| 4
x2 |0 -1 1 —4 1 0 O 1] 3

Evidentemente, ahora la variable que entra es z3 y la que sale es xg. Al ejecutar el
pivoteo resulta:

z T To T3 T4 Ts T Ty LD
2|1 —17/10 0 0 5/2 0 —7/10 —3/5| —44/5
zs|0 3/10 0 0 —5/2 1 -13/10 2/5 | 111/5
@[O0 110 0 1 -1/2 0 1/10 —1/5| 2/5
2|0 —6/10 1 0 -1 0 2/5 1/5 | 23/5
Aplicando la parte (b) del Teorema 3.13 concluimos que min(P) = —oo. Més precisa-

mente, la funcién objetivo decrece indefinidamente a lo largo de la semirecta

23 2 111 1.5
=, 2,0, — 1,5,1,2 : :
{(o, =50 ,0,0>+t<0, 5> ,2,0,()) t>0}

La cual da origen, en las variables originales, a la semirecta

23 2 1
—, = t 1,-,1): ¢ .
{(0, 57570)+ <0; a27 ) >0}

Poniendo y; = (0,23/5,2/5,0) + t(0,1,1/2,1), se tiene y, satisface las restricciones
del problema (P), para todo ¢ > 0.
Para responder la segunda pregunta se debe determinar el valor de ¢ tal que ¢y, <
—5000. Calculando se obtiene

44 5

clyy=(3 -2 1 1 )p=-% -3t

Luego es suficiente que ¢ satisfaga ¢ > 49912/25 = 1996,48. Eligiendo ¢t = 2000 una
solucion factible que cumple con las condiciones impuestas seria

10023 5002
0, ——, ——,2000 | .
< ) 5 ) 5 b )

Ejemplo 3.10. (Restricciones redundantes, soluciones degeneradas)

min —3x1 + 22

s.a. 1 — x5 < 1
—r1 4+ w < 4
41‘1 + X9 S 4
T1 > 0, z2 2 0
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Aunque este problema se puede resolver a través del método geométrico descrito en

el Capitulo 1, se usara el simplex con el objeto de analizar su funcionamiento (ver
Figura 3.1).

1)
A
! b
: gl
' [a¥0)
<
N\
%
<
X
g
A
= by
59
_______________________________ >» I

Figura 3.1. Conjunto factible, Ejemplo 3.10

Introducimos tres variables de holgura, una por cada desigualdad que aparece en
las restricciones. Asi, el problema equivalente en forma estandar es

min —3x1 + X9

s.a. L1 - X2 + x3 =1
T + T2 + T4 =
4.’111 + To + Ty =4
T > 0, To > O, I3 > 0, Ty > 0, Is > 0
Aqui,
1 -1 1 0 0
A= -1 1 010 ,
4 1 0 0 1
luego elegimos como matriz bésica inicial By = (a3 a4 a3), y asi la tabla del simplex

inicial es:
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z X Tro x3 x4 x5 | LD
z |1 -1 0 0 0| O
z3 | 0 é -1 1 0 0| 1
s |0 = 1 0 1 0| 4
z5 | 0 @ 1 0 0 1| 4

La cual da lugar a la solucion factible basica T = (0,0, 1,4, 4). Ejecutando los pasos
del algoritmo del simplex en la tabla, se observa que la variable que entra es z1, sin
embargo, tenemos dos posibilidades para elegir la variable que sale: z3 o 5.

Caso 1: sale z3.
Pivoteando, se obtiene la tabla siguiente

z T To X3 T4 x5 | LD

z |1 2 -3 0 0] -3
z1 |0 é -1 1 0 0] 1
z4 |0 O 0 1 1 0| 5
z5 |0 O 5 —4 0 1] 0

De aqui se origina la solucion basica factible Z = (1, 0,0, 5,0). Ahora, la variable que
entra es o v la que sale es x5. Al ejecutar el pivoteo resulta:

zZ X1 Ta T3 T4 x5 | LD
z |1 0 0 -7/5 0 -2/5| -3
z1 |0 1 0 1/5 0 1/5] 1
x4 |0 0 0 1 1 0] 5
zo |0 O 1 —4/5 0 1/51 0

De donde se observa que mantenemos la misma solucion factible basica® = (1,0, 0, 5, 0),
pero representada con una matriz (bésica) diferente a la anterior. Ahora, como z; —
¢; <0, para todo indice no basico j (j = 3, 5) resulta que tal T es solucién 6ptima.
CoNCLUSION. Es posible que mediante el método simplex se detecte una solucion (de-
generada), a posteriori 6ptima, sin satisfacer la condicién de optimalidad z; —¢; < 0,
para todo j no bésico en una primera instancia. Sin embargo, continuando con el
simplex, éste en alguna instancia posterior nos da una representaciéon bésica para la
cual se verifique dicha condicion de optimalidad. Esto se expresa formalmente en el
Teorema 3.15.
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Caso 2: sale z5.
Aqui resulta,

z I ro x3 x4 x5 | LD
z |1 3 -1 0 0 0| O
rz3 |0 1 -1 1 0 0| 1
z4 |0 = 1 0 1 0| 4
x5 | 0 @ 1/4 0 0 1/4| 1

Considerando que x1 entra, después de pivotear se obtiene

z T To X3 T4 x5 | LD
z |1 0 =7/4 0 0 -=-3/4| -3
z3 |0 0 =5/4 1 0 -=1/4| 0
zs |0 O 5/4 0 1 1/41 5
1 |0 1 1/4 0 0 1/4] 1

De donde obtenemos immediatamente la solucion basica 6ptima Z = (1,0,0,5,0). Es
decir, con esta eleccion alcanzamos el éptimo en una sola iteracion.

En general, cuando estamos frente a soluciones basicas degeneradas, el punto
extremal correspondiente resulta ser la interseccion de demasiados hiperplanos. Por
ejemplo, en IR?, aparecen soluciones degeneradas cuando tales puntos extremales son
la interseccién de tres o mas rectas; en IR?, cuando éstos son la interseccién de cuatro
o mas planos, y asf sucesivamente.

T

F1GURA 3.2. Solucion bésica degenerada
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3.4 El Método del Simplex y Formaciéon de Ciclos

Si durante el curso de ejecucién del método simplex no aparece ninguna solucién
basica degenerada, entonces, el valor de la funcién objetivo disminuye efectivamente
yendo de una solucién béasica a otra solucion bésica adyacente o, si uno desea, de un
punto extremal a otro punto extremal adyacente. Como el nimero de tales puntos es
finito, el método del simplex termina: encontrando una solucién 6ptima o afirmando
que min(P) = —oo: en este ultimo caso se encuentra un rayo a lo largo del cual la
funcion objetivo decrece indefinidamente.

En cambio, si se encuentra una soluciéon degenerada, cuya componente bésica es
nula y es la que va a salir, entonces, el valor de la funcién objetivo no cambia en
virtud del Teorema 3.12. Por lo que es posible que después de varias iteraciones del
método simplex, pueda aparecer una soluciéon basica ya encontrada. En tal caso se
dice que el método produce ciclos y nunca terminara de ejecutarse.

La formacion de ciclos se produce so6lo en presencia de soluciones degeneradas,
pero muchos ejemplos con soluciones degeneradas no presentan ciclos, tal como lo
ilustra el Ejemplo 3.10.

Es muy dificil construir ejemplos que muestren existencia de ciclos y es muy ra-
ro que ocurra en la préctica, principalmente debido a los errores de redondeo. Sin
embargo, Kotiah y Steinberg descubrieron un problema de programacion lineal que
surge en modelos de colas que produce ciclos. Por otro lado, también Beale construyo
el ejemplo siguiente que presenta ciclos después de pocas iteraciones.

Ejemplo 3.11. (Soluciones degeneradas y formacion de ciclos)

min —10x;1 + 57xo + 9z3 + 2414
s.a. 1/2371 — 11/21‘2 — 5/2.133 + 914 + Ty =
1/21‘1 - 3/2I2 - 1/2I3 + Ty + Teg = 0
T + zr =1
1> 0, 2020, 23>0, 242>0, z5>0, zg>0, x7>0.
Aqui,
1/2 —11/2 —5/2 9 1 0 0
A= 12 -3/2 -1/2 101 0 |,
1 0 0 0 0 0 1

luego, elegimos como matriz basica inicial By = (a5 ag ay) vy, asi, la tabla del simplex
inicial es la Tabla 3.2.

Repetimos el procedimiento dando lugar a la siguiente sucesion de tablas de simplex,
donde ya quitamos la columna correspondiente a z.
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z T To T3 x4y x5 x¢ x7 | LD
z |1 0 =57 -9 —-24 0 0 0] O
x5 | 0 -11/2 -5/2 9 1 0 0] 0
x6 |0 1/2 -=3/2 —1/2 1 0 1 0 0
z7 | 0 1 0 0 0O 0 0 1|1
TABLA 3.2
X1 To I3 XTq Irs Teg X7 LD
z 0 53 41 -204 -20 0 0 0
T 1 =11 -5 18 2 0 0 0
Tg 0 @ 2 —8 -1 1 0 0
Ty 0 11 5 —18 -2 0 1 1
TABLA 3.3
T To T3 Ty 5 e x7 | LD
z| 0 0 29/2 —98 —27/4 —53/4 0] 0
T 1 0 @ —4 —3/4 11/4 0 0
To 0 1 1/2 -2 —1/4 1/4 0 0
i 0 0 —1/2 4 3/4 —11/4 1 1
TABLA 3.4
1 X9 I3 Ty Is Te X7 LD
z | =29 0 0 18 15 —-93 0 0
Ts 2 0 1 = —3/2 11/2 0 0
z| -1 1 0 @ 1/2 =5/2 0| 0
7 1 0 0 O 0 0 1] 1
TABLA 3.5

Se observa que la ultima tabla (Tabla 3.8) coincide con la primera y, por lo tanto, las
iteraciones se repiten, si no introducimos cambios en la eleccién del pivote.

En la practica, tal como se dijo al inicio de esta seccion, es dificil que se formen
ciclos debido a errores de redondeo, por lo que simplemente optamos por suponer que
no van a existir ciclos. Pero también existe la opcién de usar la regla de Bland, que
permite elegir las variable que entra y aquella que sale, sin que ocurra ciclos.



La regla de Bland

1. Eleccidén de la columna pivote. Se elige la columna con el subindice mayor
entre aquellas columnas con elementos positivos en la “fila cero” o “fila costo”,
en lugar de elegir la columna con el elemento positivo mas grande.

. Eleccion de la fila pivote. Si existen dos o mas filas donde se alcance el
minimo de los cuocientes entre los elementos del lado derecho y los elementos
positivos de la columna elegida en 1, se elige aquella fila con subindice mayor

en lugar de elegirlo arbitrariamente.

Ejemplo 3.12. En referencia al ejemplo anterior, y aplicando la regla de Bland, se

T1 Ty T3 T4 Ts reg x7 | LD
z -20 -9 0 0 21/2 -—141/2 0| O
T3 —2 4 1 0 -9/2 0| 0
xg | —1/2 1/2 0 1 1/4 —-5/4 0| O
Ty 1 0 0 O 0 0 1 1
TABLA 3.6
T To T3 x4 Ts xg 7| LD
z 22 —-93 21 0 0 24 0] O
zs | —4 8 2 0 1 = 0] O
x4 | 1/2 =3/2 —1/2 1 0 é 0] O
T7 1 0 0O 0 O 0 1 1
TABLA 3.7
T To I3 Ty X5 Tg X7 LD
z 10 =57 -9 -24 0 0 0| O
x5 | 1/2 —11/2 —5/2 9 1 0 0] O
x| 1/2 =3/2 -—1/2 1 0 1 0} O
T7 1 0 0 0O 0 O 1 1
TABLA 3.8

observa que la variante se produce justo en la primera Tabla 3.2.
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T To I3 Ty IT5 Tg T7 LD

z | 10 —57 -9 -24 0 0 0] O

zs | 1/2 —11/2 =5/2 9 1 0 0] 0

T @ -3/2 —1/2 1 0 1 0] 0

7| 1 0 0 0 0 0 1|1
TABLA 3.9
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Pivoteando, resultan la dos tablas siguientes:

T ) I3 Ty Ty Teg X7 LD
z 0 -27 1 —44 0 =20 0] O
Ts5 0o -4 =2 8 1 -1 0| O
T 1 -3 = 2 0 2 0] 0
T7 0 3 -2 0 -2 1 1
TABLA 3.10
T To I3 T4 Ty s x7 | LD
z 0 -30 0 —42 0 —-18 —-1| -1
Ts5 0 2 0 4 1 -5 2|1 2
T 1 0 O 0 O 0 1 1
T3 0 3 1 -2 0 -2 1 1
TaBLA 3.11

Se observa que llegamos a la tabla optimal evitando encontrar ciclos.

En virtud de la regla de Bland, aunque no lo hemos demostrado rigurosamente,
podemos inferir el teorema siguiente.

Teorema 3.15. (aun en presencia de degeneracion) Si existe una solucidn dptima
que es un punto extremal - para un problema de minimizacion lineal - entonces existe
una base asociada para el cual se cumple

zj —¢; <0, para todo 7 =1,2,...,n.

El Ejemplo 3.10 (caso 1) muestra una situacion donde se tiene una solucion bésica
optima tal que z; — c¢; > 0, para algun indice j no bésico, pero continuando con el
método simplex se puede llegar a una base para la cual se tenga z; —c¢; < 0 para todo
ji=12....,n.

Terminamos este capitulo complementando la discusion iniciada en la Observacion
3.4. Sea A una matriz de orden m x n, b € IR™, ¢ € IR™. Si el problema esta escrito
en la forma

min c'x

(Py) sujetoa: Axr <b

117



se introducen las variables de holgura z,,+1 > 0,...,Zn4+m > 0, una por cada restric-
cion, obteniéndose la formulacién estandar:

min cTe+0Tzy,
(P) sujeto a : Az + Izp, =b
x>0,z > 0.
Aqui, z, = (Tpt1,- - Tntm) € I es la matriz identidad de orden m. De modo que

si b > 0 estamos listos para ejecutar el método Simplex, eligiendo como base inicial
By = I, la identidad de orden m, la cual da origen a la soluciéon basica factible x5, =
b(>0), xn, =0, con N; = A. En cualquier otro caso se puede suponer siempre que
el problema tiene la forma (después de manipular las restricciones adecuadamente):

min c'x

(P) sujetoa: Axr =b
T >0,

con b > 0. En tal situacion, si (P,) no contiene una submatriz identidad de orden m, se
introducen m variables “artificiales’, una por cada restricciéon de igualdad, denotadas

por Zp41 > 0,...,Zp4m > 0. De este modo, se considera el problema
min 17z,
(Py) sujeto a : Ax + Iz, =b
x 20,24 >0,

donde 1 es el vector columna en IR™ con todas sus componentes iguales a 1 y
Za = (Tpt1,-- -, Tntm). Aqui, también la matriz bésica inicial es By = I la iden-
tidad de orden m, la que origina la solucién basica factible xp, = b, xn, = 0, con
N; = A, y, por lo tanto, el simplex ya puede aplicarse al problema (FP,). Para evitar
casos de degeneracion, supongamos b; > 0, parai = 1,...,m. Sea (T,Z,) la solucién
encontrada por el simplex aplicado al problema (P,).

Caso 1: 7, = 0.

En este caso se obtiene AT = b, T > 0, es decir, ya contamos con una solucién basica
factible para el problema (P») y continuamos aplicando el simplex.

Caso 2: 7, # 0.

En esta situacion el problema (P») no tiene soluciéon factible, pues si xg es tal que
Azxg = b, 2o > 0, el vector (x¢,0) seria una soluciéon factible para (P,). Pero 170 =
0 < 17Z,, lo que no puede suceder.

Ejercicio 3.2. Aplicar el método anterior al problema

min €1 + T2 + T3 + o
s.a. 2Ty + T3 = 2
T + ) + 51‘3 = 12
I —+ QCCQ —+ 61’3 —+ Ty = 13
z1 >0, T2 > 0, 3 > 0, x4 >0

(Sugerencia: la 24 puede ser considerada como “artificial”.)
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Notas adicionales

Existe abundante literatura sobre la historia del simplex y de su creador George B.
Dantzig, parte de ella se puede encontrar en [BJS, BChD, DT, F, KB, S]|. El
método simplex es para la optimizacién lineal, lo que el método de eliminaciéon de
Gauss es para el algebra lineal.

El lector, usando cualquier buscador en internet, encontrara muchas paginas de-
dicadas a la optimizacion lineal y al método simplex. Por ejemplo: una historia sobre
los personajes que tuvieron influencia en el desarrollo de la Optimizaciéon Lineal se
puede encontrar en:
www.isftic.mepsyd.es/w3/eos/MaterialesEducativos/mem2003 /programacion/
También se recomienda:
www.programacionlineal.net/

Una herramienta online que permite resolver problemas de optimizacién lineal es el
PHPSimplex, cuyo uso es libre y gratuito:

www.phpsimplex.com/

www.phpsimplex.com /simplex/simplex.htm

3.5 Problemas

1. Considere el sistema de ecuaciones Ax = b, donde

2 3100 1
A= -1 102 1 |,6=|1],
0 6 1 0 3 4

y diga si los vectores siguientes son soluciones basicas, en tal caso determinar la
matriz basica respectiva:

(17 Oa _17 17 0)’ (05 27 _5a 07 _1)7 (Oa 07 17 ) 0? 1)

2. Considere el problema de la mochila:

max 2rx1 +3zo +4x3 +x4 +5r5 Hxg
sujeto a : 3r1 +bzy +3x3 +x4 +4xs +4rg < 63
T Z 0, e 5 Te 2 0.

Encuentre todas las soluciones béasicas asociadas al problema y encuentre la so-
lucién 6ptima, aplicando el Teorema 3.7. Compare con la soluciéon encontrada en
el Ejemplo 1.6.

3. Iniciando con la solucion factible bésica (1, x2, x3,24) = (20/7,6/7,0,0), resolver
el problema siguiente por el método simplex sin el formato tabla.

min(2z1 + x2)
s.a. 3x1 +4xo +x3 =12
X1 — To+ x4 =2
2 >0, i=1,2,34.
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Resolver el mismo problema anterior pero usando la tabla del simplex, escribiendo
las tablas en cada iteracion. Identifique la inversa de la matriz bésica en la tabla
para cada iteracion.

Resolver el problema siguiente por el método simplex:

max(—x1 + 3z2 — 2x3)
s.a. 3r1 — T2 + 223 <7
—2x1 + 4o <12
4y + 3x9 + 8x3 <10
z; >0,1=1,2,3.
Resolver mediante el simplex el problema de produccion de la Secciéon 1.2.
(Respuesta: el restaurante, con el fin de obtener la mayor ganancia, debe producir
1000 empanadas y nada de hamburgesas, optando por comprar 21 kg de carne
adicional. La ganancia es $ 87960).
Resolver el problema de transporte descrito en la Seccién 1.2, usando el método
simplex.
Después de formular matematicamente los problemas propuestos del 2 al 7 del
Capitulo 1, resolverlos, usando el simplex.

9. Usar la regla de Bland si es necesario para romper cualquier ciclo en los problemas
siguientes (debido a K.T.Marshall y J.W.Suurballe):

min -z + Txo + T3 + 214

S.a. X1 —+ To —+ T3 —+ Tq —+ T5 = 1
1/2%1 — 11/2%2 — 5/21’3 + 91’4 + T — 0
1/2z1 —  3/2x — 1/2x5 + Ty + 7 =0
1 > O, ] > 0, T3 > 0, T4 > 0, Is > 0, L6 > 0, Ty > 0.

min —2/5z7 — 2/5x9 + 9/5z3

sa.  3/bxy  — 32/5x, + 24/5x3 + Ty =0
1/5£E1 — 9/51‘2 + 3/5563 + Iy =
2/5501 — 8/51’2 + 1/51’3 + Te =0

To + T7 =1

10.
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Usar el método descrito al final del capitulo para resolver el primer problema de
la dieta, presentado en la Secciéon 1.2.
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Capitulo 4: Dualidad y Condiciones de Optimalidad

La teoria de dualidad en optimizacion lineal estudia las posibles relaciones simétricas
entre un problema de optimizacién lineal dado, el cual se llama “primal” y otro pro-
blema de optimizacion lineal asociado a él, llamado problema “dual”. A través de este
problema, obtenemos informacién valiosa acerca de las soluciones 6ptimas del primal.
Como motivacion para la consideracion del dual, se presentaran tres ejemplos clasicos
junto con su interpretacién econémica. En este capitulo también se incluye el lema
de Farkas y las condiciones de optimalidad de Karush, Kuhn y Tucker. Finalmente,
se dard una interpretacién econémica del problema dual como contraparte del primal
en un contexto mas general.

4.1 Motivacion del Problema Dual

Dado un problema primal, a continuacién veremos alguna interpretaciéon que se pue-
de asociar a un problema que resulta ser la contraparte del problema primal. Lo
llamaremos “problema dual”. En realidad, tal problema dual puede tener varias inter-
pretaciones econdémicas, las que dependen del punto de vista y del contexto que se
quiera dar. Se elegiran tres problemas clasicos como ejemplos de interpretacion.

El problema de transporte.
Recordamos el problema de transporte del Capitulo 1.

Una empresa productora de zapatos tiene tres plantas situadas en Santiago, Con-
cepcién y Valdivia, con una demanda de 400, 300 y 200 cientos de kilogramos de cuero
especial, respectivamente. Tal material se provee desde Talca y Temuco donde se dis-
ponen de 550 y 350 cientos de kilogramos, respectivamente. Los costos de transporte,
en miles de pesos por cientos de kilogramos, estéan reflejados en la tabla siguiente:

Santiago | Concepcion | Valdivia
Talca 3 5 6
Temuco 4 3 5
TABLA 4.1
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A la productora de calzado le interesa determinar la cantidad del material que
debe adquirirse en cada uno de los dos lugares, para ser trasladados a las diferentes
plantas, de manera que el costo de transporte del material incurrido sea el menor
posible. La formulacién desde este punto de vista se present6 en la Seccién 1.3.

Ahora veamos la contraparte de este problema. Supongamos que la empresa pro-
ductora desea contratar los servicios de una agencia que le abastezca del material
para la confeccion de los zapatos. Dicha agencia, a la luz de los datos del problema y
tratando de convencer a la empresa que el costo de sus servicios son mas que justos
(competitivos), le plantea el razonamiento siguiente:

Si 7r; representa el precio-costo del material que la agencia compra en el lugar i (i =
1,2) y n; es el precio de reventa a la empresa para la planta j (j = 1,2, 3) del mismo
material, la diferencia de ellos, es decir, lo que gane por la reventa, no debe superar
el costo ¢;; de transporte del material del lugar ¢ a la planta j. Mateméticamente lo
ultimo queda expresado como

T — T Scijv 1:1721]:17273

Asi, la agencia desea encontrar los precios que cobraria a la empresa de tal manera
que su beneficio sea el maximo. Luego, el problema de optimizacion lineal formulado
por dicha agencia es

(Dy)
max 400m; + 300me + 200m3 — 550m; —  350ms
sujeto a : m — m<3
2 — w1 <H
N3 — 7w <6
m — m<4
2 — m<3
N3 — m<9
m= 0, 7220, n3 =20, =w >0, m =>0.

El problema de la dieta.

Este problema responde a la interrogante de saber cual es la dieta diaria nutricional-
mente adecuada, cuyo costo sea minimo. La formulacién general de este problema se
puede encontrar en el Capitulo 1. Consideramos ahora una situaciéon muy particular.
Supongamos por simplicidad que tenemos 2 alimentos y que una dieta diaria consiste
en un vector de 2 componentes x1, 2, donde x; corresponde a la cantidad, en gramos,
del alimento j.

Sea 22 el costo (en pesos) por un gramo del alimento 1 y 26 el costo (en pesos)
por un gramo del alimento 2; luego, el costo total de la dieta es

22x1 + 26x2,

el cual deseamos minimizar.
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Ahora veamos las restricciones dadas por los elementos nutrientes de cada alimen-
to. Se consideraran solo tres nutrientes: grasa, carbohidratos y proteina. Cada uno
de éstos estan identificados por ¢ = 1,2,3. Se sabe que a;; (en la formulacién general
del Capitulo 1) es el nimero de unidades del nutriente ¢ presente en un gramo del
alimento j Para este ejemplo, a1 = 2, a1 = 3, a1 = 1, a9 = 3, azy = 4, aza = 3.
Por lo tanto, a;;z; es el ntmero de unidades del nutriente 4 en la componente x; (ali-
mento j) de la dieta. Luego, considerando la dieta completa, se tendra que la cantidad
total de grasa, carbohidratos y de proteina presentes en la dieta es, respectivamente,
21 + 3z, 1 + 3z2 y 41 + 3x2. Por otro lado, se acepta que el ser humano requiere
diariamente las cantidades siguientes de grasa, carbohidratos y proteinas: 18, 12 y 24.
Por lo tanto, la formulacion del problema de la dieta es:

min 22z + 26z,

s.a. 21 + 3zo > 18
(Pd) I1 + 3562 Z 12
4z + 3xa > 24

I Z 0, i) Z 0.

Para formular la contraparte del problema primal (P;), se introduce un cocinero que
es capaz de preparar tres comidas ficticias CFy, CFy y CF3, con la propiedad que
1 gr. de C'F; contiene 1 unidad del nutriente i, (i = 1,2,3). Sean y; el precio que
el cocinero desea colocar a la comida ficticia C'F; (i = 1,2,3). Tales precios deben
satisfacer:

2y1 + y2 + dyz < 22

3y1 + 3y2 + 3ys < 26.

Es decir, los precios para las comidas ficticias deben ser tales que al considerar éstas
en las cantidades necesarias para entregar la misma nutriciéon que los alimentos 1 y 2;
el costo del substituto (ficticio) para el alimento 1 no sea mayor que el costo de dicho
alimento, el cual es 22; y el costo del substituto para el alimento 2 no sea mayor que
el costo del mismo alimento, que es 26. Asi, estos precios serdn muy razonables para
el nutricionista que decidira adquirirlos. Por otro lado, como se requiere 18 unidades
de grasa (de C'Fy), 12 unidades de carbohidratos (de C'Fy) y 24 unidades de proteina
(de CF3), la ganancia del cocinero es:

18y + 12yo + 24ys,

la cual desea maximizar.
Por lo tanto, el problema propuesto por el cocinero es:

max 18y; + 12yo + 24ys
sa. 2y1 +  y2 + 4y

D
(Da) 3y1 + 3y2  +  3ys
y1 =20, yo >0, y3 2=>0.

22
26

INIA

123



En consecuencia, los precios ficticios de los nutrientes 31, y2 € y3 son aquellos precios
que el cocinero debe colocar a su comida ficticia para maximizar su ganancia, mante-
niendo los precios competitivos con los alimentos 1 y 2. Por eso, estos precios ficticios
representan “precios competitivos’ o “precios marginales’.

El problema de la mochila modificado.

Existe un explorador A el cual, considerando solo el peso de los objetos a elegir (por
ejemplo, el volumen no se tiene en cuenta, digamos que la mochila es elastica pero no es
infinitamente resistente), el problema consiste en determinar la cantidad de n objetos
o productos que se deben transportar dentro de una “mochila”, con el objetivo de
obtener la mayor ganancia posible. La ganancia por llevar un kilogramo del producto
iesc (1 =1,...,n) miles de pesos. Se sabe que una unidad del producto i pesa a;
kgs v lo més que puede transportar la mochila es b kgs. Se asume que cada producto
puede dividirse.

Si x; representa la cantidad de kgs del producto i que debe llevarse en la mochila,
la formulacion del problema es:

max Cc121 + e + CnTn
(Pm) sujeto a : ary  + - + antn < b
r1 >0, ... ,  xp >0,

Veamos la contraparte del problema. Supongamos que existe otro explorador B
quien desea alquilar la mochila de A para que transporte los mismos n tipos de objetos.
El explorador A esta interesado en alquilar su mochila a un precio razonable y por
determinar, el cual debe compensar la pérdida por dejar de llevar sus propios objetos.
A plantea el razonamiento siguiente: por cada kg. menos que traslado del objeto j
pierdo c; miles de pesos, pero tendria una disponibilidad de a; kgs para llevar los de
B. Por esto percibirfa a;y miles de pesos, cantidad que al menos debe cubrir lo que
estaria perdiendo al dejar de llevar un kg, es decir, ¢;. Desde el punto de vista del
explorador B, éste tendria que minimizar el producto by que se obtendria al ocupar
toda la capacidad de la mochila.

Por lo tanto, el precio por el alquiler de la mochila, que debe cobrar el explorador
A, satisface:

min by
sujetoa: a1y >
ay = ¢
(Dm) :
any 2= Cn
y = 0.

En cualquiera de los tres problemas expuestos se observa que las variables dua-
les, es decir, las variables de los problemas duales tienen relaciéon con precios, razéon

124



FABIAN FLORES-BAZAN

por la cual, reciben el nombre de “precios sombra” o “precios marginales’. Para una
interpretacion del problema dual, en un contexto mas general, referimos a la Seccion
4.5.

4.2 Dualidad

Tal como se mencioné al inicio del capitulo, el dual de un problema de optimizacion
lineal es otro problema de optimizacion lineal, el cual se obtiene a partir del primero y
cuya resoluciéon permite obtener informacion valiosa del problema primal. La palabra
“primal” fue sugerida por el padre de George B. Dantzig, Tobias Dantzig (quien tam-
bién fue matemético), como el anténimo a dual, con el objeto de substituir la frase
“el problema original cuyo dual es”.

Considerando que las formulaciones de los problemas de la secciéon anterior fueron
en su forma canonica, se empezara por definir el problema dual asociado a un problema
primal en su forma canénica. Mas adelante se vera que esto no es restrictivo. En otras
palabras, no sera necesario introducir definiciones de problema dual de acuerdo a la
forma expresada del primal: bastaré con dar una sola y para un problema formulado
en cualquiera de sus formas.

Definicién 4.1. Dado el problema primal de optimizacién lineal en su forma cano-
nica:
T

min c'x
(P) sujetoa: Ax > b
z > 0,

se define como el problema dual a (P), al problema lineal siguiente:

max by
(D) sujetoa: ATy < ¢
y = 0,

donde, como antes, A es una matriz de orden m xn, ¢ € R"*, b € R™, x € R" e
y € R™, y AT es la transpuesta de A. Recordamos que los elementos de IR" o IR™
son considerados vectores columnas en tales espacios.

Ejemplo 4.1. Considerar los problemas de transporte y de la dieta de la seccion
anterior. Deducir a partir de la Definicion 4.1 que efectivamente el problema dual
asociado al problema de transporte es (D;) y que el problema (Dg) es el dual al
problema (P).

Ejemplo 4.2. Si el problema primal es:

min 8xy + Tx2 + 3z3
s.a. 2x; + T9

X1 + 21‘2 + T3
z1 20, z2 >0, z3 >0,

VIV
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entonces, el problema dual resulta

max 1+ Y2
s.a. 2y + Yo < 8
Y1+ 290 < 7
Y2 < 3

Y1 > 07 Y2 > 07

Observamos que, mientras el problema primal tiene alguna dificultad para ser resuel-
to geométricamente, debido a que el conjunto factible es un subconjunto de IR3, el
problema dual, cuyas variables son bidimensionales, se puede resolver graficamente,
tal como se describi6 en el Capitulo 1. Veremos mas adelante que las soluciones del
dual conducen a soluciones del primal.

Proposicion 4.2. El problema dual del dual considerado en la Definicion 4.1 es el
problema primal.

Demostraciéon. Teniendo en cuenta que max b’y = —min — by, se observa que el
problema dual se puede escribir de modo equivalente como
—min —bTy
sujetoa: —ATy > —c
y =0,
Por lo tanto, el dual de acuerdo a la definicién anterior es
—max —c'z
sujetoa: —Ar < -—b
x >0,
0, equivalentemente,
min 'z
sujetoa: Ax >0
T >0,
lo que corresponde al problema primal. O

La proposicién siguiente muestra que la Definiciéon 4.1 también sirve para obtener
el problema dual de uno primal, escrito en su forma estéandar.

Proposicion 4.3. Dado el problema primal en su forma estindar:

min clz
(P.) sujetoa: Ax =b
z >0

el problema dual asociado a (P.) se expresa como:

max by
(D) sujetoa: A'y <c
Y sin restriccion
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y el dual de (D.) es el primal (P.).

Demostracion. Como

Az > b
Axb<:>{ Az > —b,
el problema (P,) se puede escribir de modo equivalente como
min ¢z
. A b
sujeto a : < A ).1:2 ( —b)
x>0,
luego, usando la Definicion 4.1, se concluye que el problema dual es:
max bTwy, —bTwsy
sujetoa: (AT —AT) ( w1 > <c
w2
wy > 0, wy > 0

Poniendo y = wy — wo, se obtiene lo deseado.
Veamos que el dual de (D,) es (P.). Se observa que el problema (D,) se puede escribir
de modo equivalente como

—min —bTyt +bTy~
+
sujetoa: (—AT AT) ( ZZj_ ) > —c
yt =0,y >0

Asi, el dual de acuerdo a la Definicion 4.1 es
T

—max —c'z
sujeto a : < _AA >x§ ( _bb )
x> 0.
Simplificando tal expresion, resulta exactamente el problema primal (P,). |

Observacion 4.1. Uno pudo haber elegido definir el dual para un problema dado,
escrito inicialmente en su forma estandar de acuerdo a la Proposiciéon 4.3. Sin embargo,
se ver4 a continuacion que la Definicién 4.1 también se puede obtener a partir de dicha
proposiciéon. En efecto, el problema primal, escrito en su forma canonica, tiene como
formulacion estandar a:

min cTx+0Ta

x
sujeto a: (A —I)(x,) =b
0
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Luego, el problema dual dado por la Proposicion 4.3 es

max b:_y
. A c
: <
sujeto a (—I)y _(O>
Y sin restriccion,

Simplificando, se obtiene la forma esperada para el problema dual dado por la Defi-
niciéon 4.1.

En virtud de lo anterior, se trabajara con la forma canénica del problema primal.
También se concluye que, en particular, cualquier problema de maximizacion se puede
considerar como el problema dual de algin problema de minimizacion; igualmente,
cada problema primal es el dual de algin otro problema.

Ejemplo 4.3. Si el problema primal es:

min z; 4+ 2z + 314
sa. 2rp — 229 + x3 = 8
T + 3z + 2x4 = 5

gy 20, 22 20, z3 >0, 242>0

entonces, el problema dual resulta

max 8w +  Sws
s.a. 2wq + Wa < 1
7211)1 + 311)2 S 2
w; <0, wp < %
Ejercicio 4.1. Demostrar que el problema dual de
min  cfx; + cgmy  +  c3a3
sa. Anry +  Apprs + Aisws > b1
Ay +  Axxs 4+ Asszs < by
Azizy +  Azews  +  Aszzxs = b3
r; >0, z9 <0, T3 sin restriccion
es
max  biyr  +  byiya + biys
sa. Al + Aqiye + Aqiys < €
ALyt +  Apye  + Adys > 2
Alsyr  + Ay + Adgys = €3
y1 >0, y2 <0, Y3 sin restriccion

Denotamos los conjuntos factibles de los problemas (P) y (D) dados en la Defi-
nicion 4.1, mediante

X={zcR": Az >b, 2>0}, Y ={yc R™: ATy <ec, y>0}.
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Recordamos que min(P) denota el valor 6ptimo del problema primal (P), es decir:
min(P) = minc' z.
zeX

Similarmente, denotamos

D) =maxb'y.
max(D) maxby

El siguiente lema, debido a John von Neumann (1957), establece una relacion entre los
valores 6ptimos de los problemas (P) y (D). Méas adelante se vera que dicha relacion
también nos sugiere un método simple para encontrar soluciones aproximadas de (P)
o (D).

Lema 4.4. (Dualidad débil) Sean x € X,y €Y, entonces ¢’ x > b'y. En consecuen-
cia, min(P) > max(D).

Demostracion. Como =z € X, y € Y, el resultado esperado se obtiene de la desigual-
dades siguientes
cle=ae>az"ATy>b"y.

\

FIGURA 4.1. Valores 6ptimos del primal (P) y dual (D)

El lema anterior nos dice como podemos determinar cotas inferiores (resp. cotas
superiores) para el valor 6ptimo del problema primal (P) (resp. problema dual (D)),
siempre que X # (), Y # 0. En efecto, cualquier elemento yy en Y (resp. zp en X),
satisface de acuerdo al Lema 4.4,

min(P) > b o (resp. max(D) < chO).

Del mismo modo, también nos provee de una cota de error para la diferencia del valor
de la funcion objetivo en una solucion factible de (P) y el valor 6ptimo de (P): dados
xg € X, Yo € Y,

(4.1) 0 <c'zg—min(P) < ¢'zg—max(D) < ¢'zg—byo.
(4.2) 0 < max(D) — bTyo < min(P) — bTyo < c'xg—bTyp.

En este caso, se puede considerar a x( (resp. yg) como una soluciéon aproximada de
(P) (resp. (D)) con un error de, al menos, c'xg — b yq.

129



Ejemplo 4.4. Encontrar una cota superior para el valor 6ptimo del problema

max —7y1 + 9y + 16y3

s.a. Y1 + 2y + 9y3 < 7

-y — 2y2 — Y9yz < =2

v =20, y2 20, y3 =>0.
Se observa que no es facil resolver el problema (D) geométricamente, pero no es dificil
ver que yo = (1, 3,0) es factible para (D), y su valor objetivo es —7(1)+9(3)+16(0) =
20. Por otro lado, su formulacién dual deberé tener dos variables y tres desigualdades
como restricciones y, por lo tanto, podria ser resuelto graficamente. Méas precisamente,
el problema dual de (D) es

(D)

min Tx — 2z
s.a. T — To > =7
(P) 2,:E1 — 21‘2 Z 9
9%1 — 91’2 > 16

120, 2o >0.

Notese que la primera y tercera desigualdad son redundantes, pues se obtienen de la
segunda. Es facil chequear que o = (5,0) es un punto factible para el dual de (D),
que es (P) y, en consecuencia, su valor objetivo es 7(5) — 2(0) = 35. Luego, por el
Lema 4.4, se tiene que 35 es una cota superior para el valor 6ptimo del problema
original, (D). Obviamente, no es la mejor: la cota exacta sera el valor éptimo de (P),
que en este caso se puede determinar geométricamente. Después de graficar la region
factible de (P), se obtiene que la solucion 6ptima es T = (9/2,0) y asi, el valor 6ptimo
es 7(4,5) — 2(0) = 315.

En consecuencia, el punto yo = (1,3,0) se puede considerar como una soluciéon apro-
ximada del problema (D) con una cota de error de (ver (4.2))

max(D) —b'yo = min(P) — b yo = 31,5 — 20 = 11,5,
esto es demasiado con relaciéon a lo esperable.

Un modo de encontrar una soluciéon 6ptima del problema (D), se propone en el Ejer-
cicio 4.3.

El Lema 4.4 implica dos resultados importantes que a continuacién se indican.

Corolario 4.5. Las afirmaciones siguientes son verdaderas:
(a) SeanT € X, g€ Y. Sic'T=0b"7, entonces T es solucion dptima de (P) e 7
es solucion optima de (D).
(b) Simin(P) = —oo (resp. max(D) = +00), entonces Y = (resp. X = 0).

Demostracién. (a): Del lema anterior obtenemos ¢'Z = b’y < c¢'x, para todo
z € X, lo que nos dice que T es solucion 6ptima de (P); similarmente, se tiene
by =c"Z >b"y, para todo y € Y, lo que prueba que 7 es soluciéon 6ptima de (D).
(b): Si Y # (), entonces, fijado y € Y, el lema anterior implica ¢'z > b'y, para todo
2z € X. Luego min(P) > —o0, lo que no puede suceder. O
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El reciproco de (a) del Corolario 4.5 también se cumple. Tal resultado es parte

del Teorema 4.11: su demostracion requiere el lema de Farkas que se discutira en la
seccion siguiente.
Por otro lado, el reciproco de la Parte (b) no siempre es cierto (esta implicancia
también tiene que ver con el Ejemplo 4.11). En efecto, el ejemplo siguiente muestra
que se puede tener Y = ) y X = ) y, por lo tanto, min(P) # —oo; mientras que el
segundo ejemplo muestra una situacion en la cual la Parte (b) se cumple.

Ejemplo 4.5. Se considera el problema primal:
min —x; — 2x9
s.a. I — 219 >
—I + 2x9 > 1
T Z 0, To >0

(P)

cuyo dual es:

max Y1 + Y

s.a. Y1 — Y2 S —1
-2y + 2y < -2
y1 >0, y2 2>0.

(D)

Aqui, X =Y = 0.

Ejemplo 4.6. Dado el problema primal:

min —-z; — 22 — I3
s.a. —r1 — To + T3 > -1
(P) —r1 + X2 > —4
Z1 Z Oa Z2 Z 07 Zs3 Z Oa
el dual es:
max  — — 4y
s.a. —11 - Yo < -1
(D) -y o+ |
Y1 < -1
y120, y2 20, y3 =0.
Evidentemente, Y = () y aplicando el método del simplex, se obtiene min(P) = —oco.

Ejemplo 4.7. Sea A una matriz simétrica de orden n x n 'y ¢ € IR", y consideramos
el problema
T

min c'z
(P) sujetoa: Az > ¢
r > 0.

Si existe g tal que Axg = ¢, g > 0, entonces demostrar que zg es una solucién
Optima para (P).
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Solucién.
Considerando que A es simétrica, el problema dual a (P) es:

max cly
(D) sujetoa: Ay < ¢
y > 0.

Luego, x es también factible para (D) y, como el valor de las funciones objetivos de
(P) y (D) coinciden, el Corolario 4.5 implica que x es tanto solucion 6ptima de (P)
y (D), {como explicaria este resultado desde el punto econémico?

Ejercicio 4.2. Sea A una matriz simétrica de orden n x n y ¢ € IR", y consideramos
el problema

min c'z
(P.) sujetoa: Az = c
z > 0.

Si existe xq factible para (P.), es decir, Azg = ¢, ¢ > 0, entonces demostrar que
es una soluciéon optima para (P.).

Para obtener el resultado de dualidad fuerte como contraparte al Lema 4.4, se
necesita el lema de Farkas. Su estudio se realizara en la seccion siguiente.

4.3 El lema de Farkas y condiciones de optimalidad

Esta seccién se dividiré en dos partes: la primera se dedica a establecer principalmente
el lema de Farkas, el cual se utiliza para establecer las condiciones de optimalidad
(debido a Karush, Kuhn y Tucker) en la segunda parte.

4.3.1 El lema de Farkas y relacionados

Este gran resultado debido a Julius Farkas juega un papel importante en optimizacion
lineal, de la misma forma que la alternativa de Fredholm (también conocido como el
teorema fundamental) lo hace en algebra lineal. Por lo que ambos son resultados del
tipo alternativo, pero demostraremos que la alternativa de Fredholm es una conse-
cuencia del lema de Farkas.

En lo que resta de esta secciéon, A sera una matriz de orden m X n, b un vector
de R™ y cen IR™.

Lema 4.6. (Julius Farkas, 1902) Uno y sdlo uno de los sistemas siguientes tiene
solucion:

(I) Az >0, c'z <0;
(II) ATy =c, y>0.
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Demostracion. Si tanto (I) como (II) tienen solucién x e y, respectivamente, en-
tonces y' Az >0y ax' ATy = 2"¢ = ¢ 2. Luego, ¢"x > 0, contradiciendo el hecho
que ¢’z < 0.
Ahora supongamos que (I) no tiene soluciéon. Esto quiere decir que ¢’z > 0, para
todo x tal que Ax > 0. Asi, el problema
(P) min c'z

sujetoa: Az >0
tiene como solucién 6ptima al vector nulo y su valor 6éptimo es cero. Escribimos el
problema (P) en su forma estandar, obteniendo

min clat —cTz= +0Txy,
ot
(P) sujetoa: (—A A I)[ 2~ =0
Th
[E—"_ZO,QT_ZO, CEhZO7

donde I es la matriz identidad de orden m. Vamos a representar los datos del pro-
blema (P) por la matriz A de orden m x (2n + m), el vector costo ¢ € IR*"™™. En

consecuencia,
c

A=(-A A 1),é=| —c
0
Se observa que T = (Ty,T5) = (0,0) es una solucion béasica 6ptima del problema
(P), correspondiente a la base B = 1. Asi, podemos aplicar el Teorema 3.15 para
obtener eventualmente otra base (continuaremos denotando por B), para el cual se
tenga Z; — ¢; < 0, para todo indice j. Teniendo en cuenta que

s xT o =Th—1s.
Zj = cgay =B~ ay,
donde a; es la j-ésima columna de A, se obtiene Z; — ¢; = &EB’IELJ- —¢;. Por lo tanto,
de la desigualdad anterior se desprende

~T p—1 T ~T p—1 T ~T p—1
—cpB A—c' <0, cpB A+c' <0, cgB™ <0.

Entonces, poniendo y = —(Egé_l)T, las desigualdades precedentes se reducen a
Aly=c, y>0,
y, por lo tanto, el sistema (II) tiene solucion. a
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Interpretacion geométrica del lema de Farkas

Se ilustra en las Figuras 4.2 y 4.3. La primera se refiere a la existencia de un elemento
x que forme un 4ngulo menor de 90 grados con las filas a’ (i = 1,2, ...,m) de la matriz
A, pero que forme un angulo estrictamente mayor que 90 grados con el vector c. La
segunda, tiene que ver con el hecho que ¢ pertenezca al cono positivo generado por los
vectores dados por las transpuestas de las filas de A (ver la Seccion 1.5). Recordemos
que, en esta monografia, los vectores son considerados vectores columnas.

(a')" (a®)"
FiGurA 4.3. Sistema I no tiene solucion y II tiene

Una forma equivalente (ver la observacion mas abajo) muy util del lema de Farkas
es la siguiente:
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Lema 4.7. Uno y solo uno de los dos sistemas siguientes tiene solucion:
(I) Az>0,2>0, c'z<0;
(IT) ATy <e¢, y>0.

Demostraciéon. Esto es una consecuencia del lema de Farkas, después de escribir los
sistemas (I) y (II), respectivamente, como:

<?>x>0, e <0;

() (L) =e = 00
]

Observacioén 4.2. En realidad los Lemas 4.6 y 4.7 son equivalentes, en el sentido
que uno puede ser demostrado a partir del otro. En efecto, ya vimos que el Lema 4.6
implica el Lema 4.7; probaremos que el ultimo implica el primero: para ello simple-
mente observamos que (I) del Lema 4.6 se puede escribir en la forma de (I) del Lema
4.7 como

(AT — AT )(if ) >0, (¢ —c' )(if)<07 (z+,27) > (0,0).

Ejemplo 4.8. Encontrar el sistema alternativo dado por el lema de Farkas a la
afirmacion siguiente: el sistema

2 31
5 6 4 To =c
8 9 7

tiene solucién x5 > 0, x3 > 0.
Para dar respuesta, se debe escribir la afirmacion en la forma del sistema (1) del
lema de Farkas. Para ello ponemos 2y = xf — 2] con zj > 0, 27 > 0. Luego, el
sistema dado se expresa como

+
2 —2 3 1 1
5 -5 6 4 i_l =c, 2 >0, 27 >0, 29 >0, x3 >0.
8 -8 9 7 2

X3

Entonces, aplicando el lema de Farkas, el sistema alternativo que no tiene solucién es:

2 5 8
73 72 73 y>0, ¢ y<0,ye R
1 4 7



Ejemplo 4.9. Sea A una matrix de orden mxn 'y ¢ € IR™. Suponiendo que el sistema
Az =0,2>0, ¢ >0

no tiene solucién, encontrar otro sistema que si tenga.

SOLUCION.
Reescribiendo el sistema dado en la forma (I) del lema de Farkas, se obtiene:
A
—A |z>0, (—¢)Tz <0.
1
Luego, el sistema que debe tener soluciéon es
u
( AT —AT T ) v | =—¢ (u,v,w)>(0,0,0).
w

Poniendo y = u — v, lo anterior se reduce a que el sistema
ATy < —c

tiene solucién, o equivalentemente, que el sistema ATy > ¢ tiene solucion. Notar que
algunas componentes de y pueden ser positivas y otras negativas.

Teorema 4.8. (Paul Gordan, 1873) Uno y sdlo uno de los dos sistemas siguientes
tiene solucion:

(Iy) Az >0;
Demostracion. Se recuerda que 1 es el vector columna con todas sus componentes

iguales a 1. Primero nos damos cuenta que (I1,) tiene solucion, si y solo si el sistema

T, _ T, _

(1) Aly=0,1"y=1,y>0

tiene soluciéon. Tal sistema es equivalente a
AT 0

(4 )u=(1).vz0

el cual tiene la forma (I7) del lema de Farkas. Luego, el sistema (I) del mismo lema

se convierte en:
(A 1)<§,>>0,(0 1)(5,><0.

Esto implica 2’ < 0y, en consecuencia, Az > 0, que es el sistema (I,). |

Ejemplo 4.10. La alternativa de Fredholm en &lgebra lineal.
Este resultado expresa lo siguiente (la matriz A de orden m xn y b € IR™ son dados):

(Io) Ax = b tiene solucion, o,
(IIo) ATy =0, b"y # 0 tiene solucion.
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En el contexto del algebra lineal, lo anterior significa que b esta en el espacio columna
de A o existe un vector y en el nicleo de AT, tal que by # 0. Mas precisamente, la
alternativa de Fredholm es otra manera equivalente de escribir el teorema fundamental
del &lgebra lineal que dice (ver seccion 3.2.4 de [G])

(4.3) R(A) = (ker(AT))*,

donde R(A) es la imagen de A, el cual coincide con el espacio columna de A. Recor-
demos que el nucleo de una matriz de orden p x ¢, M, denotado por ker(M), es el
subespacio vectorial {y € IR?: My = 0}. Dado un subespacio vectorial K C IR™, se
define el subespacio ortogonal a K, como el subespacio vectorial dado por

Kt ={zeR™: 2"y =0, para todo y € K}.

Para demostrar la alternativa de Fredholm, se aplica el lema de Farkas. Con
este fin, debemos escribir (Iy) en la forma de (IT) del Lema 4.6. Para ello, ponemos
x=u—v,u>0,v>0,luego, (Iy) queda expresado como

(A—-A) ( 15 ) =0, (u,v) > (0,0) tiene solucion.
Asi, Farkas afirma que la anterior relaciéon se cumple o que

AT T . s
AT Y >0, b’y <0 tiene solucion.
Es decir, ATy =0, b"y < 0 tiene solucién. En otras palabras, existe un vector y que
es ortogonal a cada fila de A y que forma un &ngulo obtuso con el vector b. También
se concluye que el sistema ATy =0, b'y > 0 tiene solucion.

Ejemplo 4.11. Demostrar que si el problema primal
T

min c'x
(P) sujetoa: Ax > b
z > 0,

no tiene solucion factible y si su dual (D) tiene una solucion factible, entonces

sup(D) = +c0.
Solucién
El dual asociado es
max by
(D) sujetoa: ATy < ¢
y = 0.

Por hipétesis, sea yo una solucion factible para (D). Si X = (), o equivalentemente, el
sistema Ax > b, x > 0, no tiene solucién, entonces por el Lema 4.7, existe 7 tal que

AT5<0,5>0,b'5>0.
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Luego, y = yo + ty es factible para (D), para todo ¢t > 0. En efecto, para cada t > 0
se tiene, yo + 17 >0y AT (yo +1y) = ATyy +tA"y < c. Por otro lado,

sup(D) > b (yo +t7) = b yo +tb' 5§ — +o0, cuando t — +oo0.
De donde se concluye que sup(D) = +oo.

4.3.2 Condiciones de Optimalidad de Karush, Kuhn y Tucker

Las condiciones de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker son condiciones necesarias y
fueron formuladas originalmente para problemas de optimizacién no lineal bajo hip6-
tesis de diferenciabilidad. En nuestro caso, es decir, para problemas de optimizacién
lineal, tales condiciones también son suficientes, como veremos mas adelante.

Estas condiciones fueron establecidas primero por W. Karush (1939) en su tesis de
Maestria, e independientemente por Harold W. Kuhn y Albert W. Tucker en 1950.
Atn se puede encontrar en algunos libros de los afios cincuenta, sesenta o setenta,
que las mencionadas condiciones se deben sb6lo a Kuhn y Tucker, desconociendo la
contribucién de W. Karush.

Consideremos el problema

min cla
(P) sujetoa: Ax >0
T > 0.

Sea T factible para (P), es decir, AT > b, T > 0. Definimos los conjuntos
I={i:adz=b}, J={j: 7; =0},

donde a’ es la fila i-ésima de la matriz A. Al conjunto I U .J se le llama el conjunto

de los indices activos asociados a la solucién factible T, es decir, es el conjunto de los

indices donde las restricciones se convierten en igualdad al ser evaluadas en 7.

Por a! denotamos la submatriz de A formada por las filas a’ con i € I; y por e}

la matriz que tiene por filas e;r con j € J, donde e; es el vector en IR", cuyas

componentes son todas cero excepto la j-ésima que es 1. Sea ahora

o-(%7)

El teorema siguiente expresa las condiciones de optimalidad de Karush, Kuhn y Tuc-
ker.

Teorema 4.9. Sea T factible para (P). Entonces, T es solucion dptima de (P), siy
solo st existe y € IR™, v € IR™ tales que

(4.4) Aly+v=c, y>0, v>0;
(4.5) y (AT —b) =0, v'T=0.
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Demostracion. Si Z es solucion de (P) no es dificil demostrar que el sistema
Apd >0, ¢'d<0

no tiene solucion (en efecto, suponiendo que el sistema tenga solucion, se demuestra la
existencia de soluciones factibles de la forma T + td, para ¢ suficientemente pequeno,
donde el valor de la funcion objetivo es menor que el minimo). Luego, por el lema
de Farkas, existe z € IR™ tal que AJ z = ¢, z > 0. Poniendo z = (y,v), y € R,
v € R (], |J| denotan los cardinales de I y J), y desarrollando obtenemos

(4.6) Z yi(a))" + Z vjej; = c.
i€l jed
Si aftladimos las condiciones
yi(a'T —b;) =0, i€{1,2,...,m}\ I;
v;T; =0, j€{1,2,...,n}\ J,
podemos completar las sumas en (4.6), resultando en forma matricial (4.4) y (4.5).

Reciprocamente, supongamos que (4.4) y (4.5) se cumplen para alguna y > 0 y alguna
v > 0. Entonces, para cualquier z factible se tiene

clr—c"T=wW A+ )a-T) =y Az -T)+v (z-7) =y (Az—b)+v 2z >0,
puesto que Az —b >0,z >0,y >0, v > 0. Esto prueba que T es solucion de (P). O

La hipotesis T € K indica la “factibilidad primal’; la expresion (4.4) expresa las
condiciones de optimalidad de Karush, Kuhn y Tucker (KKT), e indica la “ factibilidad
dual” porque tiene que ver con la region factible del problema dual (D) dada en la
Definicion 4.1 y, por la misma razon, a y también se le conoce como variable dual;
mientras que (4.5) expresa las “condiciones inactivas de complementariedad’ y (y,v)
son los llamados “multiplicadores de Lagrange’.

En conclusion, se tiene lo siguiente: si (P) tiene solucion 6ptima, entonces el proble-
ma dual (D) asociado tiene una solucion 6ptima que es el multiplicador de Lagrange,
dado por el Teorema 4.9. Esto es una consecuencia del Corolario 4.5(a).

Observacion 4.3. Geométricamente, la igualdad 4.6 afirma que el vector costo ¢ se
puede escribir como una combinacién positiva de los vectores (a?) T, e;, con i € I,
j € J. Esto se ilustra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.12. Consideremos el problema:

min —2r; — 3x2
s.a. —I — To > —8
(P) 211 - 3z = 12
zg 20, z2 20
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1. Graficar la region factible y determinar sus puntos extremales.
2. Verificar la validez o no de las condiciones KKT en cada uno de los puntos
extremales.

SOLUCION.

1. La Figura 4.4 ilustra la region factible y sus puntos extremales, los cuales son:
u' =(0,0), u? = (0,4), v = (22, 28), u* = (8,0)

2. Vamos a usar la Observacion 4.3. Escribimos AT = ((a)" (a?)") donde (a!)" =
(—1,-1), (a®>)T = (2,—-3), y denotamos por L; la recta determinada por x1 + 2o = 8
y Lo la recta determinada por 2z; —3ze = —12. Los vectores (considerados s6lo como
direcciones) apenas mencionados se grafican en las Figuras 4.4 y 4.5 y, en general,

representan solamente direcciones.

FIGURA 4.4. Condiciones KKT para (0,0) y (0,4)

Al analizar en u! = (0,0), se obtiene I = 0, J = {1,2}, y la Figura 4.4 muestra
que efectivamente ¢ = (—2, —3) no puede ser escrito como una combinacion positiva
de e = (1,0) y ea = (0,1), pues ¢ = —2e; — 3ea; al considerar u? = (0,4) se tiene
I = {2}, J = {1} y tampoco ¢ puede ser escrito como una combinaciéon positiva de
()T =(2,-3) y e1, yaque ¢ = (a®)" — de;.

Observando ahora la Figura 4.5 y considerando u® = ( %, 2—58), se obtiene I = {1,2},
J = 0 y se concluye que c si es una combinacién positiva de (a')", (a?)T, pues
c=22(@a")T" + 1(a®)"; mientras que en u* = (8,0) los indices activos son I = {1},

J = {2}, y ¢ no pueder ser escrito de la forma (4.4), ya que ¢ = 2(a') " — es.
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FIGURA 4.5. Condiciones KKT para (,2) y (8,0)

Observacion 4.4. En virtud del teorema anterior, el problema de encontrar una
solucion x para (P) es equivalente a encontrar (z,y) € IR™ x IR™ tal que

Ax > b, x > 0;
ATy <e, y>0;
y (Az —b) =0, 2" (c— ATy)=0.
Esta formulaciéon corresponde a una clase de problemas llamados de “complementarie-

dad lineal”, estudiadas en optimizacion cuadratica. Tales problemas consisten, dada
una matriz M de orden k x k y un vector g € IR*, en encontrar z € IR, tal que

z2>0, Mz+q >0,
2" (Mz+q) =0.
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Teorema 4.10. Consideremos el problema en su forma estdndar:

min ez

(P.) sujeto a: Axr =b
z >0

Sea T factible para (P.). Entonces, T es solucion de (P.), si y sdlo si existe y € R™,
v € IR™ tales que
ATy+v=c¢, v>0;
T =0.
Demostracion. Es una consecuencia del teorema anterior después de escribir Az = b
como Az > by —Ax > —b. O

4.4 Teorema de Dualidad Fuerte

El teorema siguiente (cuando el problema primal esta escrito en su forma candnica)
o el Teorema 4.14 (si esta formulado en su forma estandar), resume el gran resultado
que nos entrega la teoria de dualidad y que es muy ttil para la elaboraciéon de otros
algoritmos del tipo simplex para problemas de optimizacion lineal (ver Observacion
4.5).

Recordemos que

X={zcR": Az>b, >0}, Y={ycR": ATy<e¢, y>0}.
Se demostro anteriormente que para cualesquiera x € X, y € Y, se tiene (Lema 4.4),
'z > bTy.
Este es el resultado que expresa el resultado de dualidad débil. Una consecuencia que
también se vio es que, siz € X, 7 €Y y ¢'Z = b' 7, entonces T es solucion éptima
de (P) e ¥ es solucion 6ptima de (D). Ahora, haciendo uso de las condiciones de

optimalidad demostradas en el Teorema 4.9, veremos que el reciproco de la implicacion
anterior también es cierto.

Teorema 4.11. Sean T € X, y € Y. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

(a) T es solucion éptima de (P) e g es solucion dptima de (D);

(b) 7T (AT —b) =0, 7" (ATg— ) =0;

(c) c'z=0b"7.
Demostracion. Evidentemente, (b)) = (¢) y, por el Corolario 4.5, (¢) = (a).
Veamos (a) = (c): por el Teorema 4.9, existe y > 0 tal que ATy <cyy' (AT —b) =
0=7"(ATy—c). Luego, 0 =y (AT —b)=c'T—y b>c"T—b"5 >0, por el Lema
4.4.
(¢) = (b): Esto resulta de la igualdad

0=c'Z2-b'5=Z"(c— A7) +7' (AT —b)
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y del hecho que AT —b>0,7>0,c— ATy >0,7>0. O

Teorema 4.12. Teorema de dualidad fuerte.
Si uno de los dos problemas, (P) o (D), tiene solucidn dptima, entonces el otro tam-
bién tiene solucion optima y sus valores dptimos coinciden.

Demostracion. Por simetria, basta probar el resultado, suponiendo que (P) tiene
solucién 6ptima.

Si T € X es solucion optima de (P) entonces (ver Teorema 4.9) existe 7 > 0 tal que
ATy <cyy" (AZ—b) =0=72"(AT7—c). De aqui, ¢'T = b'7. Luego, por el teorema
anterior, 7 es soluciéon 6ptima de (D). O

El teorema fundamental de dualidad, que a continuacién se enuncia, presenta las
diferentes situaciones que verifican cualquier par de problemas de optimizacién lineal.
La version original de dicho resultado se debe a John von Neumann, después de escu-
char las ideas béasicas de George B. Dantzig en Octubre de 1947 sobre optimizacion
lineal. Tal teorema es el analogo al teorema del mismo nombre, debido a von Neu-
mann, en teoria de juegos. Sin embargo, su demostracion fue publicada en 1950 por
Albert W. Tucker y sus estudiantes David Gale y Harold W. Kuhn.

Teorema 4.13. Teorema fundamental de dualidad.
Dados los problemas primal (P) y dual (D), una y sdlo una de las afirmaciones
siguientes es cierta:
(a) tanto (P) como (D) poseen soluciones dptimas y min(P) = max(D);
(b) uno de los problemas tiene valor dptimo ilimitado y el otro problema tiene
conjunto factible vacio;
(c) ambos problemas tienen conjunto factible vacio.

Demostracion. Este es una consecuencia del teorema anterior, la Parte (b) del Co-
rolario 4.5 y los Ejemplos 4.5 y 4.6. a

Ejemplo 4.13. Dado el problema siguiente

min 2xq +  1bzy +  bx3 + 6x4
s.a. X1 + 629 +  3x3 + Ty > 2
211 — 5xo + T3 — 34 > 3

T 2 07 €2 2 07 T3 2 07 Ty Z 07

escribir el problema dual, resolverlo geométricamente y finalmente, usando el teorema
de dualidad, resolver el problema primal.
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Solucién.
No es dificil ver que el problema dual asociado es

max 2y +  3ys

s.a. U1 + 2y < 2
6y1 - 5y < 15
3y + oy < 5
Y1 - 3y < 6

Y1 Z 07 Y2 2 0.

Graficando el conjunto factible del dual en el plano (la segunda y cuarta restric-
cion son redundantes), se encuentra que la solucién 6ptima y el valor 6ptimo son,
respectivamente, (3;,%,) = (2,%) y 3,8. Para tal § = (3;,7,), (b) del Teorema 4.11
se reduce a

To=T4 =0, T +3T3 =2, 2T + T3 = 3,

donde T = (T1,T2,T3,T4) €8 una solucion 6ptima del primal. Resolviendo el sistema
anterior se obtiene, T = 7/5, T3 = 1/5 y, por consiguiente, se ha encontrado una
solucion 6ptima del primal que es: T = (7/5,0,1/5,4) cuyo valor 6ptimo es 3,8, el
cual ya se esperaba.

Ejercicio 4.3. Considerar los problemas (P) y (D) del Ejemplo 4.4 donde se encontrd
que T = (9/2,0) es una soluciéon optima de (P). Usando el Teorema 4.11, encontrar
una soluciéon 6ptima de (D).

Aun cuando, todo problema en su forma estandar puede llevarse a su forma
canonica para aplicar el teorema anterior, es preferible enunciar el resultado analogo
a dicho teorema para el problema escrito en su forma estandar, ver Proposiciéon 4.3.
Su demostracion se deja como ejercicio para el lector.

Teorema 4.14. Sean T factible para (P.), § factible para (D.). Las afirmaciones
stguientes son equivalentes:

(a) T es solucion de (P.) e g es solucion de (D.);
(b) T (ATg — ) =0;
(c) c'z=0b"7.

Ejercicio 4.4. Demostrar el Teorema 4.14.

Observacién 4.5. (Base del algoritmo del simplex dual)

Ante la posibilidad de resolver el problema dual dado el primal, usando el algoritmo
del simplex (primal) expuesto en el Capitulo 3, también tenemos la opcion de resolver
el dual, aplicando un algoritmo llamado “algoritmo del simplex dual’ directamente al
problema primal.
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Por cuestiones de simplicidad, se considera el problema primal escrito en su forma
estandar:

min clx
(P.) sujetoa: Ax =1b
T > 0.

Las condiciones de optimalidad son (ver Teorema 4.10):

(4.7) AT =b, T>0;
(4.8) ATy <e
(4.9) 7' (c—ATg) =0.

Tal como se vio en el capitulo anterior, en cada iteracion el algoritmo del simplex
(primal) determina una base B de A, es decir, se determina una descomposicion
A= (B N) y se calcula (ver Seccién 3.2)

Z = (Tp,0), Tg =B 'b>0

yT = CEB -1

Estos vectores satisfacen las condiciones (4.7) y (4.9), y en la tltima iteracion, si el
problema tiene soluciéon 6ptima, también se satisface (4.8). En efecto, si el problema
tiene solucién optima, se tiene (a; representa la columna j-ésima de A) z; —¢; =
c;B_laj —c; = yTaj —c; <0, paratodo j =1,2,...,n, el cual es equivalente a decir
que (4.8) se cumple.

Por tanto, se puede concluir que en cada iteracion el algoritmo del simplex (pri-
mal) determina un vector T de modo que verifique la factibilidad primal, calcula un
vector i de tal manera que se satisfaga la condicion inactiva de complementariedad, y
se detiene cuando la factibilidad dual se cumple. En este instante, los vectores genera-
dos T e 7 son soluciones 6ptimas de (P.) y (D), respectivamente, debido al Teorema
4.14. El algoritmo del simplex dual construye vectores T e i que satisfacen la con-
dicion inactiva de complementariedad y la factibilidad dual, y se detiene cuando la
factibilidad primal se verifica.

4.5 Interpretacion econémica del problema dual

Veamos ahora una interpretacién econémica del problema dual, cuando el primal
consiste en minimizar el gasto de fabricar m bienes a partir de n insumos que se deben
adquirir en el mercado, para satisfacer una cierta demanda. La matriz tecnologica A,
cuyos elementos a;; (¢ = 1,...,m, j = 1,...,n) representan la cantidad del bien ¢
que se obtiene al emplear 1 unidad del insumo j. Se desean producir los m bienes
para satisfacer la demana de b; unidades del bien i. Mateméticamente, tal problema

145



se formula como:

min c'x

(P) sujetoa: Axr >b
z >0.

Cada componente c; del vector c indica el costo del insumo j a adquirir; mientras
que cada componente x; del vector x indica la cantidad del insumo j a adquirirse,
para la producciéon de los m bienes.

Supongamos ahora que una fabrica competidora le desea vender los m bienes en
las cantidades previstas para satisfacer la demanda. Méas precisamente, sea y; el precio
de venta del bien i ofrecida por la competencia.

Esta claro que y; > 0, pues de lo contrario la competencia no vende. Por tanto,

y=>0.

Otra condicion es que los precios deben ser tales que si compramos algunas unida-
des de los bienes requeridos, el gasto obtenido con esta compra debe ser compensado
por una necesidad menor de la producciéon (ahorro). Considerando la soluciéon 6ptima
7 del problema (P). Si una variable z; asumiese una unidad mas que el valor en la so-
lucion 6ptima, es decir, ; = Z; + 1, mientras que los valores de las otras componentes
se mantienen (es decir, ¢ = T+ ¢;, donde e; es el vector columna con n componentes,
en cuya posicion j-ésima esta el uno y el resto son ceros), entonces tendriamos un
costo adicional de ¢; pesos en el costo de la produccién, pues cle=c'z+ cj.

Con esta compra adicional podriamos satisfacer una demanda mayor, concreta-
mente, la demanda podria ser aumentada en a; unidades en los m bienes (recordar que
a; representa la columna j-ésima de la matriz A), pues Az = AT + Ae; = AT +a; >
b + a;. Si esta demanda adicional de a; unidades se compra a la competencia, se
incurre en un gasto de a;y pesos. Dicho gasto no debe superar al costo adicional que
si lo hubiese producido la fabrica misma, usando el insumo j, c;, es decir,

T .
a;y<cj, j=12,...,n

La fabrica competidora tratara de maximizar su ganancia al vender los m bienes,
es decir, la competencia debe maximizar b' y. En consecuencia, el problema planteado
por la segunda fabrica es

max by
(D) sujetoa: Aly <c
y =0

Ahora, continuando con la interpretacién econémica, analizamos las condiciones
inactivas de complementariedad en las soluciones 6ptimas T e g de (P) y (D) respec-
tivamente. Dichas condiciones son:

7' (AT —b) = 0.

Si en la soluciéon 6ptima Z se tiene a’T > b;, para algin bien i (a’ representa la
fila i-ésima de la matriz A), entonces su precio justo debe ser gy, = 0, puesto que aun
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la compra de los n productos en la solucion 6ptima seria suficiente para una demanda
menor que b; unidades. Por otra parte, si el precio justo del bien i es estrictamente
positivo, y; > 0, es porque efectivamente conviene satisfacer exactamente la demanda
b;, es decir, a'Z = b;.

Un anélisis similar se realiza respecto de la condicion:

7' (c—ATg) =0.
Notas adicionales

El lector interesado en el desarrollo del algoritmo del simplex dual u otros relacionados
puede consultar el libro [BJS]. Una interpretacion econémica del problema dual, desde
otro punto de vista a la entregada en la Seccion 4.5, puede encontrarse en [EGSMW],
[BJS], al igual que material suplementario sobre dualidad.

4.6 Problemas
1. Consideremos los problemas siguientes:

min z

wmin (@) i
(Po) { sujeto a: =z € K, (Py) sujeto a:  f(x) <z,
z e K,

donde K C IR™ es un conjunto no vacio, y f : K — IR es cualquier funcién. Dado
T € K, demostrar que:
(a) siT es solucion 6ptima de (Py), entonces (T, f(Z)) es solucion optima de (P).
(b) si (T,Z) es solucion optima de (Py), entonces Z = f(T), y asi, T es solucion
optima de (P).
2. Usando el resultado de problema anterior, escribir la formulacién canénica y es-
tandar del problema

min{|3z; 4+ 4as — 7| : (21, 22) € R?}.

También escribir su problema dual.
3. Se considera el problema siguiente:

min{5|3z; + 4xy — 7| + 2|221 + 3xo — 5| + 8] — 21 + 4wy — 9] : (21, 22) € R?}.

(a) Escribir tal problema como uno de optimizacién lineal en su forma canoénica
y estandar.

(b) Encontrar su dual reduciéndolo a su minima expresion en ambos casos.

(Sugerencia: aplicar un razonamiento parecido al Problema 2).

4. Escribir el problema siguiente en su forma canénica y luego, formule su dual:
min  c'u + d'v
s.a. Au + Bv < b

u >0, wvsin restriccion
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Encontrar el dual del problema siguiente, reduciéndolo a la minima expresion,

max 7r

m
s.a. Zyl =1
i=1

ATy >1r
y =0
Aqui, A es una matriz de orden m xn y 1es el vector (columna) en IR™ con todas

sus componentes iguales a 1.
Resolver el problema siguiente

max 3ri1 + 3xy + 2lzs
s.a. 6x1 + 925 + 2bxz < 25
3351 + 21‘2 + 25583 S 20

zy >0, zp >0, 23 >0.

(Sugerencia: usar el problema dual).

Después de formular mateméaticamente los problemas del 2 al 7 del Capitulo 1;
entregue una interpretaciéon econémica del problema dual asociado.

(Sugerencia: reflexionar en base a la interpretacion hecha en la Seccion 4.5).
Muchos problemas concretos no requieren que las variables de decisiéon sean no
negativas y, por lo tanto, adquieren la formulacién siguiente:

{ min clx

sujetoa: Ax >0b.

(P1)
Sea T factible para (P;). Demostrar que T es soluciéon 6ptima de (Py), si solo
si existe y € IR™, y > 0, tal que
Aly=c¢
y' (AT —b) = 0.
(Sugerencia: reescribir (P;), usando x = zT—xz~, 27 > 0, 2~ > 0y, luego, aplicar

el Teorema 4.9).

Teniendo en cuenta lo anterior, escribir las condiciones de optimalidad de KKT
para el problema del tipo “Aproximacion de Chebyshev”

min Tp41
s.a.
n
—Tpt1 < E ai;jz; — by <xpi1, 1=1,...,m
j=1
x; sin restriccion, j=1,...,n+ L.
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10. (Estados de equilibrio en procesos de Markov) Supongamos que una particula
puede estar en un estado u otro, los que son enumerados por i = 1,2,...,n. Sea
pi; la probabilidad de transicién del estado j al ¢. Se impone que

n
pii =0, ) py=1(j=12...,n).
i=1

En un cierto instante, sea x; la probabilidad que la particula esté en el estado j.

Entonces,
n
z; >0, ij =1
j=1
El vector x = (21,2, -+ ,x,) recibe el nombre de vector estado (de probabilidad).

Después de una transicion la particula estara en el estado ¢ con probabilidad
Yi = pin1 + Pia®2 + - + Pintyn (1 =1,2,...,n).
De donde y; > 0y > I, y; = 1. Se observa que el nuevo vector de estado verifica

y = Pz, donde P es la matriz de transicién de probabilidades P = (p;;).
Un estado de equilibrio es un vector de estado que satisface

n
x =Pz, x; >0, szzl,
j=1
Por ejemplo, si la matriz P es simétrica, el estado de equilibrio es

<1 1 1)
r=|—— ..., — .
nn n

Pero si la matriz de Markov no es simétrica, no es facil probar la existencia del
estado de equilibrio.

Probar la afirmacion siguiente usando el lema de Farkas :

Cualquier matriz de Markov P admite un estado de equilibrio.

Encontrar el estado de equilibrio para la matriz

1 2 4
P=-10 2 4
7 4 0

Para mayor informacién sobre procesos de Markov, el lector puede consultar el
Capitulo 5 de [G].
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Capitulo 5: Optimizacion Lineal Multiobjetivo

En la vida real muchas veces para tomar una decision, se debe optimizar varias fun-
ciones objetivo de manera simultanea. Tales funciones podrian estar en conflicto unas
con otras, en el sentido que la mejora en alguna de ellas hara que otra empeore. Por
ejemplo, en la compra de una casa, uno quiere la “mejor” pero al menor precio. En
base al sentido comiin parece razonable aceptar como “mejor casa’, aquella que es la
més amplia, la que resulte méas confortable, la que tenga mejor ubicacion (por ejemplo,
se puede considerar aquella que esté méas cerca del centro de trabajo) y ciertamente la
que minimice el costo de mantencion. Si a estas funciones objetivo agregamos la del
costo de la casa, la cual queremos minimizar, se tiene un problema con cinco objetivos
o multiobjetivo en general. Como es imposible encontrar una casa que satisfaga todos
los requerimientos mencionados de modo optimal, debemos hacer ciertos compromi-
sos, ya que de todas formas se debe tomar alguna decisiéon. Se observa que, mientras
para algunas funciones objetivo se debe minimizar, para otras queremos maximizar.

Tal como se mencion6 en el Capitulo 1, después de anteponer un signo menos
se puede suponer que estamos interesados en minimizar todas las funciones objetivo.
Luego, un vector que minimice, simultdneamente, todas las funciones objetivo es muy
dificil de encontrar: si éste fuese el caso, tal vector recibe el nombre de “solucion
ideal” o “solucion fuerte” del problema de optimizacion multiobjetivo. Por lo que
deben adoptarse otros conceptos de solucion.

En este capitulo solo se tratara con soluciones en el sentido de Pareto (o solucién
eficiente), también conocido como “Optimo Paretiano”, “optimo de Pareto” o “Pareto
optimal”. El nombre deriva de su creador Vilfredo Federico Damaso Pareto, quien
naci6 el 15 de julio de 1848 en Paris y falleci6 el 19 de agosto de 1923 en Ginebra, y
fue un socidlogo, economista y filésofo italiano. Técnicamente, un vector es 6ptimo de
Pareto cuando no se puede encontrar otro vector que “mejore” alguna funcion objetivo
sin “perjudicar” a otra funcién.

Pareto también es famoso por introducir el concepto de la regla 80:20. En Italia,
él observo que dentro de su sociedad la gente se dividia en dos grupos: el minoritario,
que consistia en el 20 % de la poblacién que poseia el 80 % de algin bien; y el grupo
mayoritario, formado por el 80 % de la poblacion restante que ostentaba el 20 % de
ese mismo bien.

Una vez enunciado este principio segiin el cual el 20 % de una accion producira el
80 % de los efectos; mientras que el 80 % restante solo origina el 20 % de los mismos
efectos, se ha descubierto que éste es aplicable a diversos 4mbitos, por ejemplo, en el
comercio, logistica, control de calidad, entre otros.
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Este capitulo se inicia presentando un par de modelos de aplicacién en optimiza-
cion multiobjetivo: el problema de la compra de una casa y aquél de la dieta, ambos
en el caso discreto, es decir, cuando se cuenta con un numero finito de alternativas.
Luego se formula el problema general de un problema de optimizacién lineal multiob-
jetivo, estableciendo cudndo un punto dado es solucién eficiente. Finalmente, se dan
caracterizaciones algebraicas de la no vacuidad/acotacion del conjunto solucién.

5.1 Un par de ejemplos de motivacion: caso Discreto

A continuacion se describen un par de situaciones que se modelan a través de un
problema de optimizacion multiobjetivo.

Problema de la compra de una casa.

Imaginemos que una pareja desea comprar una casa, la cual se debe elegir entre
los cuatro modelos que les interesan y que ofrece el mercado immobiliario: casa A,
B, C y D. La decisiéon que se tomara serda hecha considerando el precio, gastos de
mantenciéon (consumo de agua, gas, electricidad) y la distancia de la casa al lugar de
trabajo, aqui se refleja el consumo por el transporte desde la casa al trabajo. Luego,
se tiene un problema con cuatro alternativas y tres criterios o tres funciones objetivo
a considerar. Como usualmente los gastos de mantencién van en directa relaciéon con
la zona de ubicacion de la casa, y ésta con el precio de ella, no se puede esperar que
exista una casa cuyo precio sea el menor, con gastos de mantenciéon minima y cuya
distancia al lugar de trabajo sea la menor posible. Observamos que, eligiendo s6lo uno
de los criterios, siempre es posible encontrar la casa deseada sin mayores dificultades,
por ejemplo, la casa mas barata, o la casa que gasta menos en mantencién, o la
casa que estd ubicada més cerca al lugar de trabajo. La tabla siguiente muestra las
caracteristicas de las cuatro casas.

‘ casa A casaB casa C casaD

Precio (1 millon Pesos) 45 50 60 55
Mantencion (100.000 Pesos)/mes 3 4 5 3.5
Distancia (1 km) 15 12 13 14

Para introducir un concepto de solucién a nuestro problema, se debe distinguir cuando
una casa es “mejor’ que otra. Para simplificar nuestro razonamiento en un primer
instante, ignoramos el criterio correspondiente a mantencioén (por ejemplo si tales
gastos son cubiertos por los papéas de la pareja o reciben algtn tipo de subsidio por
parte del gobierno regional por ser la pareja méas joven, por ejemplo) y nos quedamos
con los criterios relacionados con el precio y la distancia.

Se dice que una casa X es “mejor” que otra Y, si el precio de X es estrictamente
menor que el precio de Y y la distancia de Y al lugar de trabajo es mayor o igual
que la distancia de X al mismo lugar; o, si la distancia de X al lugar de trabajo es
estrictamente menor que la distancia de Y al mismo lugar y el precio de la casa Y es
mayor o igual que el precio de X.
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Luego, se elige como solucién del problema a aquella casa tal, que no existe otra
“mejor”, en el sentido apenas descrito. En otras palabras, la casa elegida sera aquella
tal que cualquier otra casa o es mas costosa o la distancia al lugar de trabajo es
estrictamente mayor. Parece bastante razonable aceptar este concepto de solucién, el
cual por supuesto, no garantiza que exista solucién tnica.

La figura siguiente ilustra la ubicacién de las cuatro casas considerando los (dos)
criterios: precio de la casa y distancia entre la casa y el lugar de trabajo.

Distancia
A
20 -
; A D
15 - ° °
: o
| . C
10 ﬂ:— B
5 4
Precio
R R [------- {------- bomoome-- A REEEEEEEEEE >
' 30 40 50 60

FIGURrA 5.1. Problema de la Casa: Precio - Distancia

Luego, se deduce que las casas A y B son soluciones del problema, es decir, las
casas A y B son mejores que las casas C y D, pero A no es mejor que B, ni B es mejor
que A. Para la familia es indiferente elegir entre A y B.

Si ahora consideramos los tres criterios, también es posible definir cudndo una
casa es mejor que otra. Se dice que una casa es “mejor’ que otra, si sus valores
correspondientes a los tres criterios es menor o igual que aquellos correspondientes
a la segunda, pero existe un criterio cuyo valor correspondiente a la primera casa es
estrictamente menor que la correspondiente a la segunda.

Por lo tanto, se elige como solucién del problema a aquella casa tal, que no existe
otra casa “mejor” tal como fue introducido en el parrafo anterior, es decir, aquella
casa tal que cualquier otra o es mas costosa o es mas lejana o su gasto de mantencion
es mayor.
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Problema de la dieta.

En un restaurante se ofrecen cuatro posibles menties (por un menu se entiende un
plato de comida principal, un plato de entrada, un postre, pan y un vaso de jugo)
y se plantea el problema de elegir el menti menos costoso y que contenga el menor
niamero de calorias. Se sobrentiende que los cuatro menties cumplen con los requeri-
mientos nutricionales minimos para el ser humano, establecidos por algin organismo
competente. La tabla a continuaciéon muestra los datos asociados a cada ment.

‘ mend 1 mend 2 ment 3 menud 4
Precio (1 mil Pesos) 3 4 4.5 3.5
Calorias 2000 1900 1800 1850

Luego, el grafico siguiente muestra la ubicaciéon de los cuatro menties considerando
los dos criterios.

Caloria
A M1
2000 + .
E M2
1900 - .
M4
1850 - . M3
1800 ¢
Precio
S poemmegemeees R Jommmeetea >
: 3 35 4 4,5

FIGURA 5.2. Problema de la Dieta: Precio - Caloria

Nuevamente se dice que un ment es “mejor” que otro, si el primero cuesta menos y
no contiene més calorfas que el segundo men o si el primero contiene menos calorias y
no es mas caro que el segundo. Asi, como soluciéon (ment 6ptimo) del problema se elige
aquel mena tal, que no existe otro mend mejor en el sentido descrito anteriormente.
Por lo tanto, el grafico anterior nos permite concluir que tenemos tres soluciones de
nuestro problema: el ment 1, 4 y el 3.

Hasta aqui hemos visto dos modelos de problemas de optimizacién multiobjetivo
del tipo discreto, es decir, cuando el niimero de alternativas es finito (cuatro casas en
el primer problema y cuatro mentes en el segundo).
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Sin embargo, en los capitulos anteriores se ha tratado el problema de optimizacion
(escalar) del modo continuo, es decir, cuando el nimero de alternativas o soluciones
factibles forman un continuo en IR™. Desde este punto de vista se formulara el pro-
blema de optimizacion multiobjetivo en la seccién siguiente.

5.2 El Problema revisado de la Dieta: caso Continuo

Retomamos el ejemplo del problema de la dieta del Capitulo 1, tal como ahi fue
planteado. Nos interesa una dieta nutritiva (bajo ciertas condiciones) cuyo costo sea
el menor posible, es decir, se tenia una sola funcién objetivo: el costo de la dieta.
Se anade como segunda funciéon objetivo aquella que mide la cantidad de calorias
presentes en la dieta. Dicha funcién también se desea minimizar. En tal situacion
se quiere encontrar una dieta nutritiva cuyo costo sea menor y que permita perder
peso. Obviamente sabemos que un asado, que eventualmente puede tener bajo costo
(también se puede pensar en un ment en base a comida rapida), no es el méas indicado
para ser incluido en la dieta si se quiere perder peso o una dieta en base a pescado
puede ser nutricionalmente adecuada, pero no siempre se puede contar con él porque
es mas caro.

Vamos a recordar la formulacion del problema de la dieta. Se supone que la
dieta es elaborada en base a ciertos alimentos elegidos de una lista de n productos
preestablecidos, los cuales poseen m nutrientes. Sea a;; la cantidad de unidades del
nutriente ¢ (i = 1,2,...,m), presente en el producto j (j = 1,...,n). Por ejemplo,
entre los nutrientes podemos tener, vitamina B1, proteinas, grasa, carbohidratos, etc.,
por lo tanto, a;; puede ser: el nimero de unidades de vitamina Bl en un gramo de
trigo o el nimero de unidades de protefna en un gramo de arroz o el ntimero de
unidades de grasa en un gramo de carne de pollo, etc. También se supone conocido
la cantidad minima del nutriente i que la persona debe consumir por comida, dicha
cantidad se denota por b;.

Sea ahora z; (que debe ser no negativo) la cantidad en gramos del producto j
presente en la dieta. Se debe satisfacer

;171 + ;272 + ++ + QinTy > by
Poniendo A = (aj)mxn, b = (b1,ba, -+ ,by,), lo anterior se escribe como
Ax >b, x >0,

donde también se anadi6 la condicién de no-negatividad sobre z.
Si c1; representa el costo en pesos del alimento j por gramo, entonces el costo
total de la dieta es

n

E C1;T5 = €11%1 + C12%2 + *+* + C1nTn-
Jj=1
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Si ademas co; representa el nimero de calorias presente en 1 gramo del alimento
7, entonces el ntimero total de calorias contenidas en la dieta es

n
E C2jTj = C21T1 + C22%2 + - + ConTn.-
=1

Sea C' la matriz costo de orden 2 x n dado por C = (¢;5)2xn, donde

i1 Ciz2 €l
C= "o,
€21 C22 -+ C2p

luego, la funcién biobjetivo que se debe considerar es

h(w) = (Y eijws, Y cajj)
j=1 j=1

sujeto a

Arx > b, x> 0.
Este es un problema de optimizacion lineal biobjetivo.
Para introducir un concepto de solucién a nuestro problema, se debe distinguir cuando
una dieta es mejor que otra. Se dice que la dieta (factible) x’ es “mejor” que (preferida
a) la dieta (factible) z, si 2’ cuesta menos y no contiene maés calorias que la dieta z, o

si ' contiene menos calorias y no es més caro que x. Mateméaticamente, z’ es “mejor”
que z, si

n n n n
/ P < )
€125 < CcLT;y C2; x5 < C2; Ty,
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

n n n n
ZCij;- < Zczja:j y chjx; < chjxj.
j=1 j=1 j=1 j=1

Ambas relaciones pueden escribirse matricialmente como

(5.1) Cz' < Cz, C1’' # Cu,

0 equivalentemente,

Cz — C2’ € R\ {0}.

Si esto sucede, se dice que la dieta = es “ineficiente’, en otras palabras, x es “inefi-
cient€’, si existe otra dieta (factible) 2’ que es mejor; es decir, que satisfaga (5.1). Si
no existe ninguna tal z’, se dice que x es “eficiente’. Este es el concepto de solucion
que se asociara al problema de optimizacién multiobjetivo.
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5.3 El Problema de Optimizaciéon Lineal Multiobjetivo

Ahora se va a formular matematicamente el problema general de optimizacion lineal
multiobjetivo.

Sean A una matriz real de orden m x n, C' una matriz de costos de orden k£ x n
y b un vector (columna) en IR™. El problema de optimizacion lineal multiobjetivo (k
funciones objetivo) se puede formular como

min Cx
(PV) sujetoa: Ax >0b
z >0,
donde, como en capitulos anteriores, x = (x1,23,...,Z,) es vector columna con n

componentes. Se debe senalar que la elecciéon de la forma del conjunto factible no es
restrictiva, puesto que un conjunto de la forma {x € IR" : Ax = b, x > 0} se puede
escribir como {2’ € R™ : Az’ > b, ©’ > 0}. Este caso se discutira méas adelante.
Poniendo

K={zeR": Az >b, z > 0},
se va a considerar el siguiente concepto de solucion asociado a (PV), el cual proviene
de (5.1).

Definiciéon 5.1. Se dice que T € K, es una “solucion eficiente” (también se conoce
como “Pareto optimal” ) del problema (PV), si no existe x € K, tal que

(5.2) Cx < C7Z, Cx # C7,
o equivalentemente,
(5.3) Cr — CT ¢ —IR" \ {0, } para todo = € K.

Por E se denota el conjunto de soluciones eficientes del problema (PV'). Cuando
k =1 la nocién de solucion eficiente no es otra cosa que el minimo de una funciéon a
valores reales. Se debe notar que la forma del conjunto K no interviene en absoluto
en la definicién de solucion eficiente. En particular, si K es un conjunto finito, la
definicién apenas dada coincide con aquella presentada en la Seccién 5.1.

El caracter geométrico de (5.3) se refleja en la siguiente expresion equivalente:

(5.4) (C(K) - Cz)n (—IRY) = {0},

o lo que es igual,

(5.5) C(K)n(Cz — RY) = {Cz},

donde C(K) = {Cz € IR*: x € K }, es decir, C(K) es la imagen de K a través de la
matriz C. Evidentemente, la expresion (5.5) es ttil si conocemos el conjunto imagen

C(K), porque de ella se deduce la imagen del conjunto de soluciones eficientes. Lo
anterior se ilustra en la figura siguiente.
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C(K)N(Cz-R2)={Cz}

FIGURA 5.3. Imagen del conjunto factible, C(K)

A continuacion tenemos una caracterizacion de las soluciones eficientes mediante
problemas de minimizacién asociadas a sus escalarizaciones, la cual es muy importante

para el célculo de ellas. Para tal fin, dado w = (wy,ws, ..., w;,) € IR*, se considera el
problema de minimizacion lineal escalar:
min (CTw) Tz
(Py) sujeto a : Az >b
T > 0.

Tal problema (P,) se dice que es una escalarizacién del problema (PV) con peso
w > 0. Por X(w) se denota el conjunto de soluciones optimas del problema (P,),
cuyo dual es:

max by
(Dy) sujetoa: Aly < CTw
y = 0.

El conjunto de las soluciones 6ptimas del problema (D,,) se denota por Y (w).

El teorema siguiente nos entrega varias condiciones necesarias y suficientes para que
un punto T € K sea una solucion eficiente del problema (PV'). La parte (d) da una
técnica de escalarizacion para resolver el problema (PV), dando lugar al “método de
la ponderacion ”.
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Teorema 5.2. Sea T € K. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
(a) T € E;
() Iwe RF, w>0, Iy R™, 5>0:

Cn)'w=b"y, A'y<Clw;
(c) Iwe RF, w>0, 3ge€R™, §>0:
T e X(w), ye€Y(w);
(d)3weRF, w>0: 7€ X(w).
Demostracion. (a) = (b): Se considera el problema de optimizacion lineal

max 0Tz+0Tu+1"z

. (A —I, 0 A
(5.6) sujeto a : <C’ 0 Ik> Z = ( C:p)

>0, u>0, 2z2>0,

donde 1 es el vector en IR*, cuyas componentes son todas 1, I,,, es la matriz identidad
de orden m, e I la matriz identidad de orden k. Teniendo en cuenta que T es una
solucion eficiente de (PV), no es dificil chequear que (%, AT — b, 0) es solucion optima
del problema (5.6) (ver Ejercicio 5.1) y, por lo tanto, su valor éptimo es cero. En
consecuencia, el problema dual de (5.6) es

min b (—y) + (CZ) Tw
AT COT 0
(5.7) sujeto a : —-I, O < Y ) > 0
0 I v 1

también tiene soluciéon 6ptima, digamos (w,7), y cuyo valor 6ptimo coincide con el
del problema (5.6), es decir,

(Ccz)"w+b" (~7) =0.
Ademas, se tiene ATy < CTw y w > 1, lo que demuestra (b).

(b) = (¢): Veamos ahora que T es solucion 6ptima del problema (Pg). En efecto, si
x es cualquier solucién factible de (Pg), es decir, € K, entonces por (b) se obtiene
W Cr=(Cz) w=z'C'u>z'ATg=(Az)'5>b'5=(Cz) ' w=w'Cx7,
lo que demuestra T € X (w). Se usa el Teorema 4.11 y (b), para concluir que § € Y (w).

(¢) = (d): Es directa.

(d) = (a): Si T no es solucion eficiente para (PV'), entonces existe x € K, tal que
Cx—C7 <0y Cx—CT # 0. Esto implicaw ' (Cx—CZ) < 0, contradiciendo el hecho
que T € X(w). O
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Observacién 5.1. De la Parte (b) del Teorema 5.2 se desprende que
z (ATg—C'w) =0,

de donde,

(5.8) 7;(ATg-CTw); =0, j=1,2,...,n.

Otra manera de escribir la equivalencia entre (a) y (d) se expresa en el corolario
siguiente, el cual afirma que todas las soluciones eficientes de (PV') se pueden encon-
trar resolviendo (P,), para algin w > 0. La manera de construir w > 0 aparece en la
demostracion del Teorema 5.2 y tiene que ver con el Ejercicio 5.1 de mas adelante.

Corolario 5.3. Dado el problema (PV) con K # (. Se tiene
E= U{X(w) cw >0},

es decir, cada solucion eficiente del problema (PV') es solucion dptima del problema
(Py), para algin w > 0, y que cada solucion dptima de (Py), w > 0, da lugar a una
solucion eficiente de (PV).

Ejercicio 5.1. Dado & € K, demostrar que Z es una solucion eficiente del problema
(PV), siy solo si (Z, AT — b,0) es una solucion 6ptima del problema de optimizacion
lineal escalar (5.6).

Sugerencia: Una implicaciéon aparece en la demostracion del Teorema 5.2. Para el otro
sentido, suponer, por el contrario que Z ¢ E; luego, existe x € K, tal que Cx—CZz <0
y Cx — CZ # 0. Llegar a un absurdo probando que (z, Az — b, CT — Cz) es factible
para (5.6).

El teorema anterior nos provee de un método para resolver el problema lineal

multiobjetivo, estudiando problemas de optimizacion lineal escalar (donde podemos
emplear toda la maquinaria desarrollada en los capitulos anteriores). Debido a la for-
ma del conjunto K = {& € R™ : Az > b, x > 0}, suponiendo que no es vacio, se
tiene garantizada la resolucion de cada problema (P,), en el sentido que éste tiene
solucion 6ptima o posee valor 6ptimo —oo, tal como afirma el Teorema 2.17.
En la practica se elige un conjunto de valores para w = (wy, ws, ..., wy) y se resuelve
el problema correspondiente (P, ), generando de esta manera un subconjunto de so-
luciones eficientes. Sin embargo, no se puede asegurar, a priori, que cada valor de w
entregue diferentes soluciones eficientes del problema (PV'), tal como el ejemplo de
maés adelante lo muestra.

Cuando estudiamos el problema de minimizacién en los capitulos anteriores nos
damos cuenta que el valor 6ptimo es tinico, es decir, el valor de la funcién objetivo en
cualquier solucion éptima es el mismo, e igual al valor minimo. Esto no ocurre en el
caso de problemas de optimizaciéon multiobjetivo. En virtud de esto, se introduce la
“linea de eficiencia” del problema (PV), la cual se define como el conjunto:

L ={C7 € IR": 7 es solucion eficiente de (PV) }.
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Para el estudio de esta linea es conveniente tener presente la expresion (5.5):
— k —
C(K)n(CT — R}) = {C7}.

Ejemplo 5.1. Resolver el problema

min Cz
sujetoa: Ax >b
z >0,

con
31 6
A=[11|,b=| 4 c(i’é)
1 3 6

El conjunto factible K = {z € IR?> : Az >b. z > 0} se ilustra en la Figura 5.4

F1GURA 5.4. Conjunto factible

mientras que su imagen a través de C, es decir, C(K) se muestra en la Figura 5.5
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FigurA 5.5. Imagen del conjunto factible

Luego, teniendo en cuenta (5.5), se concluye que
E = co({(0,6), (1,3)}) Uco({(1,3), (3, )}).
Por lo tanto, la linea de eficiencia asociada es
L = co({(6,12),(8,7)}) Uco({(8,7),(16,5)}).

Se va a encontrar ahora los valores de w para los cuales la solucion eficiente (0,6) es
soluciéon optima de (Py).
De las igualdades de la Parte (b) del Teorema 5.2, y teniendo en cuenta (5.8), resulta

6w, + 12w, = 67, + 47, + 673,
SW1 + Wy 2 3Yy + T + Ys,

w4 2wy =Y, + Yy + 3@3,
conw; >0,i=1,2,yy; > 0,7 =1,2,3. De las dos igualdades precedentes, se obtiene

Yo =93 =0.
Luego, y; = w1 + 2ws. Esto, junto a la desigualdad anterior, nos da
(5.9) 2w1 > 5wo.

En consecuencia, el conjunto de w € IR?, para los cuales (0, 6) es solucién 6ptima de
(Pg), es
{(ﬁl,EQ) S R2 Wy > 0, Wo > 0, 2w, > Hwy }
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Ejercicio 5.2. En referencia al Ejemplo 5.1, encontrar todos los valores w para los
cuales (2,2) es solucion 6ptima de (P, ). Hacer lo mismo para las soluciones eficientes
(1,3) ¥ (3,1).

Respuesta: use también (5.8); para (2,2) se obtiene el conjunto

{(w1,ws) € R?: wy >0, wy >0, 4wy = wo }.

A continuacién se establece una caracterizaciéon de la no vacuidad del conjunto
(eventualmente no acotado) de las soluciones eficientes del problema (PV), la cual
reduce el problema de existencia de solucién para el problema (PV) a un problema
algebraico. Escribimos

ch=(ehHr (@ ... ("),
donde C? representa la fila i-ésima de la matriz C.

Teorema 5.4. Dado el problema (PV) con K # (), las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

(a) E#0;
(b) d>0, Ad>0,Cd<0= Cd=0;
() d>0, Ad>0,Cd<0= (C*'+C?+---+CF)d=0.

Demostracion. (a) = (b): Si E # (), entonces X (w) # (), para algin w > 0,
por el corolario anterior. Luego, aplicando el Teorema 2.17, y teniendo en cuenta la
Observacion 2.5, se obtiene

(Cd)"w = (CTw)"d>0VYd>0, Ad> 0.
Puesto que w > 0, lo anterior implica
d>0, Ad>0, Cd< 0= Cd=0.

(b) = (¢): Esto es inmediato.
(¢) = (a): (c) puede escribirse de modo equivalente como

d>0, Ad>0, Cd<0, (C'4+C*+.-- +C"d<0= (C' +C?+ ...+ C"d =0,

puesto que la desigualdad (C* + C? 4 --- + C*)d = 0 es una consecuencia de C'd < 0.
Fijado x¢ € K, es decir, Azg > by xg > 0, por el Teorema 2.17, el problema
min (S5, e
sujeto a : Ax >b
(Q-LO) T Z 0’
Czr < C.T(),

tiene una solucién 6ptima Z. Se demostrarda que T es solucion eficiente del problema
(PV). En efecto, si no lo fuese existiria z € K, tal que

(5.10) Cx—Cz<0, yCzx—Cx+#0.
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Como C7Z < Cxg, entonces Cxz < Czq y, por lo tanto, = es factible para el problema
(Quz,)- Ademas, de (5.10), es facil deducir que

k k
O Chz< (D CHz
i=1 i=1
Esto no puede suceder si T es solucion optima de (Q,). En consecuencia, T € E. O

Se denota por Z(zg) el conjunto de las soluciones 6ptimas del problema (Q,), con
zog € K, donde

K={xecR": Az >b, z > 0}.
La demostracion del teorema precedente permite enunciar el resultado siguiente, que

es analogo al Corolario 5.3.

Corolario 5.5. Dado el problema (PV') con K # (). Se tiene:
E =|J{Z(x0): x0 € K},

en otras palabras, x es una solucion eficiente, si y sdlo si x es una solucion dptima
de (Qz,), para algin xo € K.

Ejercicio 5.3. Probar que E # (), si y solo si existe w € IR*, w > 0, tal que
w'Cd > 0, para todo d € K.
Sugerencia: use resultados del Capitulo 2.

El proximo resultado presenta una condicion (algebraica) necesaria para que el
conjunto soluciéon del problema (PV') no sea vacio y acotado.

Corolario 5.6. Dado el problema (PV) con K # 0, considere las afirmaciones si-
gquientes:

(a) E #0 y acotado;

(b) d>0,Ad>0,Cd<0=d=0;

(¢) Z(zo) # 0 y acotado, para todo xg € K.
Se tiene (a) = (b) <= (c).
Demostracion. (a) = (b): Sea d > 0, Ad >0, Cd < 0. Por el teorema anterior se
tiene C'd = 0. Fijamos T € F, luego T + Ad € K, para todo A > 0. Se demostrara que
T+ Ad € E, para todo A > 0. En efecto, supongamos que existe xz € K, tal que

Cr—C@T+ M) <0y Cx—C(@T+ ) #0.
Como Cd = 0, lo anterior se reduce a
Cx—Cz<0yCx—CzT#0.

De donde se concluye que T no seria una solucion eficiente para el problema (PV).
Por lo tanto, T 4+ Ad € E, para todo A > 0, lo que no puede suceder si d # 0, puesto
que E es acotado.
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(b) <= (c): Esto es una consecuencia del Corolario 2.20 aplicado al problema (@, ),
considerando que la expresion

d>0, Ad>0, Cd<0=d=0
es equivalente a
d>0, Ad>0, Cd<0, (C'4+C*+.-.+C"d<0=d=0.
O

El ejemplo siguiente muestra que la implicacion (b) = (a) es falsa en general.

Ejemplo 5.2. Se considera el problema

min Czx
(5.11) sujetoa: Axr >0
z >0,
eon 1 1 1 0 0
c=(1 7 )a=( 1) = (0)
Es decir,

K = {(x1,29) € R*: 21 >0, 29 > 0}.
Asi (ver Figura 5.6),

C(K)

Cz
Cz

Cz-IR%
Cz-IR?

F1GURA 5.6. Conjuntos K y C(K) del Ejemplo 5.2

O(K) = {(Il — 2,21 +l‘2) € IR?: x1 >0, x9 > O}



Teniendo en cuenta (5.5), no es dificil deducir que la linea eficiente es
L ={(~z9,22) € R*: 75 >0},
y, por lo tanto, el conjunto de las soluciones eficientes del problema multiobjetivo es:
E={(0,22) € IR*: x5 >0},
el cual no es un conjunto acotado. Sin embargo, al resolver el sistema de desigualdades
d>0, Ad>0, Cd<0

se obtiene que necesariamente d = 0, es decir, la expresion (b) del Corolario 5.6 se
cumple, pero no (a). El mismo corolario permite concluir que el problema (Q,) posee
solucién 6ptima, para todo xy > 0; mas concretamente, el conjunto solucién de dicho
problema es acotado y no vacio para cualquier xy > 0.

Este ejemplo también ilustra una situaciéon en la que

min(P,) = —co

para muchos valores w > 0. En efecto, dado w > 0, el problema (P,,) correspondiente
a (5.11) se escribe como:

0

0

el cual tiene valor 6ptimo finito, si y so6lo si w; < wo. Concretamente, si w; = wq > 0,
el conjunto de soluciones 6ptimas de (5.12) es {(0,22) € IR2 : x5 > 0};810 < wy < wy
el conjunto solucion de (5.12) se reduce al origen, mientras que si w; > we > 0, el
valor 6ptimo es —oo.

min (w1 + we)xy + (we — wy)xs

(5.12) sujeto a : < 0 1 ) ( . ) >

SUlZO» m2207

Ejemplo 5.3. Vamos a aplicar el Teorema 5.4 para determinar si el problema del
Ejemplo 5.1 tiene solucion. El lado izquierdo de la Parte (b) de dicho teorema se
escribe como

dy >0,dy >0, 3dy+dy >0, dy+dy >0, di +3dy >0, 5dy +do <0, dy 4+ 2dy <O0.

De donde se deduce que d; = do = 0. En consecuencia, el problema del Ejemplo 5.1
tiene solucion y, por el Corolario 5.6, el conjunto de las soluciones del problema (Q,)
es acotado y no vacio, para todo zg € K.

Analizamos ahora el problema

min Cx
(PVo) sujetoa: Ax =b
z >0.

Sea el conjunto factible
Ko={x € R": Ax=b, x > 0}.
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De modo anélogo al problema (PV), dado w = (wy,ws,...,wy) € IRF, se considera
el problema de minimizacién escalar:
min (CTw) Tz
(PY) sujeto a : Ax =b
T > 0.

También al problema (P?) se le conoce como una escalarizacion del problema (PVj)
con peso w > 0. Por Xo(w) se denota el conjunto de soluciones del problema (P?),
cuyo dual es:

max by
(DY) sujetoa: Aly < CTw

Y sin  restriccion.

El conjunto de las soluciones 6ptimas del problema (DY) se denota por Yp(w).
El teorema siguiente es el analogo del Teorema 5.2 para el problema (PVj).

Teorema 5.7. Sea T € K. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
(a) T € E;
(b) 3we R*, w>0, Ige R™:

Cz)'w=0b"y, ATy <C'w,
() 3w e RF, w>0, Ige R™:
T € Xo(w), y € Yo(w);
(d) 3w e RF, w>0: T € Xo(w).

Demostracion. (a) = (b): Se considera el problema de optimizacion lineal

max 0Tz +172
. A 0 T b
(5.13) sujeto a : ( oI ) ( p ) = ( % )
z >0, z>0,

donde 1 es el vector en IR* cuyas componentes son todas 1, Ij, la matriz identidad
de orden k. Teniendo en cuenta que T es una solucion eficiente de (PVp), no es dificil
chequear que (Z,0) es solucion 6ptima del problema (5.13) y, por lo tanto, su valor
6ptimo es cero. Luego, proseguir con el mismo razonamiento del Teorema 5.2. (]

Ejercicio 5.4. Dado T € K{, demostrar que Z es una solucion eficiente del problema
(PVp), si y soblo si (Z,0) es una solucion 6ptima del problema de optimizacion lineal
escalar (5.13).

Ejercicio 5.5. Enunciar y demostrar los resultados analogos al Teorema 5.4 y al
Corolario 5.6 para el problema (PVp).
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Notas adicionales

Esta es una disciplina que atin esta en desarrollo y actualmente esta recibiendo un
fuerte impulso de los investigadores. Una buena referencia es el libro de Ehrgott [E],
donde se presenta un estudio sistematico de la teoria de existencia de soluciones para
problemas de optimizacién multiobjetivo (no necesariamente lineales) y caracteriza-
cion de las soluciones eficientes. Ahi también existen capitulos dedicados al estudio
del método simplex en optimizacién multiobjetivo lineal. Ademas, se puede consultar
el libro [F| para una interpretacion sobre el problema escalarizado (P,) asociado a
un problema lineal. El libro [N] tiene un capitulo sobre optimizacién multiobjetivo
convexo donde ademaés se establecen algunas condiciones de optimalidad. En los dos
primeros libros el lector encontrara ejemplos suplementarios.

Los interesados podrédn encontrar numerosa literatura sobre la vida y obra de
Vilfredo Pareto en internet: simplemente escribir tal nombre en cualquiera de los
buscadores conocidos.

5.4 Problemas

1. Una pareja recien casada desea comprar un auto nuevo y tiene que decidir entre
cuatro modelos que el mercado les ofrece: un Toyota, un Hyundai, un Nissan, y
un Peugeot (éstos ya satisfacen sus gustos). La pareja acordé considerar las tres
siguientes caracteristicas para tomar la decisién: precio, consumo de combustible
y mantenimiento. La tabla adjunta ilustra tales caracteristicas en detalle para
cada auto (los datos numéricos no necesariamente obedecen a la realidad).

‘Toyota Hyundai Nissan Peugeot

Precio (10° Pesos) 7.5 7.2 7.8 8.0
Rend. (km/litro) 14 15 14.5 13
Mant. (10* Pesos/semestre) 6 5.2 5.8 6.2

Determinar un auto eficiente para la familia, en base a sus preferencias si:
(a) los padrinos de matrimonio les prometen regalar el auto;
(b) el tio millonario del marido, quien posee una gasolinera, les dona el combus-
tible por el resto de sus vidas;
(¢) ellos deciden comprar y mantenerlo por su cuenta.
2. Encontrar todas las soluciones eficientes del problema (PV') con

31 6
A= 11 |,0=| 4 ,C:(fé),
13 6

y los valores correspondientes de w para los cuales tal solucion eficiente es 6ptima
para (Py).
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3. Sean f1, fa,..., fr, funciones cualesquiera definidas en un conjunto K C IR". Se
dice que T € K es una solucion eficiente del problema
min (fl(x)af2(z)7 7fk(x))
(PVy) { sujeto a : re K

si no existe x € K, tal que:
fi(z) < f;(%), paratodo j =1,2,...,k, y
fi(z) < fi(T), para algtn .
(a) Probar que si T es solucion 6ptima del problema

k

min Z; w; fi(x)
1=
para w; > 0,7=1,2,...,k, entonces T es una solucion eficiente de (PV).
(b) Probar quesiw > 0,w # 0,y T € K es la tnica solucion 6ptima del problema

en (a) con w = W, entonces T es una solucién eficiente de (PVj).
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