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MANUEL LLADSER

Presentacién de la Coleccion

La coleccion de monografias que presentamos es el resultado del generoso esfuerzo de
los autores, quienes han dedicado su tiempo y conocimiento a la tarea de escribir un
texto de matematica. Pero este esfuerzo y generosidad no se encuentra plenamente
representado en esta labor, sino que también en la enorme capacidad de aprendizaje
que debieron mostrar, para entender y comprender las motivaciones y necesidades de
los lectores: Futuros profesores de matemaética.

Los autores, encantados una y otra vez por la matemaética, sus abstracciones y
aplicaciones, enfrentaron la tarea de buscar la mejor manera de traspasar ese encanto
a un futuro profesor de matematica. Este también se encanta y vibra con la matemati-
ca, pero ademds se apasiona con la posibilidad de explicarla, ensenarla y entregarla
a los jovenes estudiantes secundarios. Si la tarea parecia facil en un comienzo, esta
segunda dimensién puso al autor, mateméatico de profesion, un tremendo desafio. Tu-
vo que salir de su oficina a escuchar a los estudiantes de pedagogia, a los profesores,
a los formadores de profesores y a sus pares. Tuvo que recibir criticas, someterse a
la opinién de otros y reescribir una y otra vez su texto. Capitulos enteros resulta-
ban inadecuados, el orden de los contenidos y de los ejemplos era inapropiado, se
hacia necesario escribir una nueva versiéon y otra mas. Conversaron con otros autores,
escucharon sus opiniones, sostuvieron reuniones con los editores. Escuchar a los es-
tudiantes de pedagogia significd, en muchos casos, realizar eventos de acercamiento,
desarrollar cursos en base a la monografia, o formar parte de cursos ya establecidos.
Es asi que estas monografias recogen la experiencia de los autores y del equipo del
proyecto, y también de formadores de profesores y estudiantes de pedagogia. Ellas
son el fruto de un esfuerzo consciente y deliberado de acercamiento, de apertura de
caminos, de despliegue de puentes entre mundos, muchas veces, separados por falta
de comunicacién y cuya union es vital para el progreso de nuestra educacion.

La coleccion de monografias que presentamos comprende una porciéon importante
de los temas que usualmente encontramos en los curriculos de formacién de profeso-
res de matematica de enseianza media, pero en ningin caso pretende ser exhaustiva.
Del mismo modo, se incorporan temas que sugieren nuevas formas de abordar los
contenidos, con énfasis en una matematica més pertinente para el futuro profesor, la
que difiere en su enfoque de la matematica para un ingeniero o para un licenciado en



matematica, por ejemplo. El formato de monografia, que aborda temas especiificos
con extensién moderada, les da flexibilidad para que sean usadas de muy diversas
maneras, ya sea como texto de un curso, material complementario, documento basico
de un seminario, tema de memoria y también como lectura personal. Su utilidad cier-
tamente va mas alla de las aulas universitarias, pues esta coleccién puede convertirse
en la base de una biblioteca personal del futuro profesor o profesora, puede ser usa-
da como material de consulta por profesores en ejercicio y como texto en cursos de
especializacién y post-titulos. Esta coleccion de monografias puede ser usada en con-
cepciones curriculares muy distintas. Es, en suma, una herramienta nueva y valiosa,
que a partir de ahora estara a disposicién de estudiantes de pedagogia en matematica,
formadores de profesores y profesores en ejercicio.

El momento en que esta coleccién de monografias fue concebida, hace cuatro anos,
no es casual. Nuestro interés por la creacion de herramientas que contribuyan a la
formacion de profesores de matemaética coincide con un acercamiento entre matemati-
cos y formadores de profesores que ha estado ocurriendo en Chile y en otros lugares
del mundo. Nuestra motivacién nace a partir de una creciente preocupacién en todos
los niveles de la sociedad, que ha ido abriendo paso a una demanda social y a un in-
terés nacional por la calidad de la educacion, expresada de muy diversas formas. Esta
preocupacion y nuestro interés encontré eco inmediato en un grupo de matematicos,
inicialmente de la Universidad de Chile, pero que muy riapidamente fue involucrando
a matemadticos de la Pontificia Universidad Catdlica de Chile, de la Universidad de
Concepcién, de la Universidad Andrés Bello, de la Universidad Federico Santa Maria,
de la Universidad Adolfo Ibanez, de la Universidad de La Serena y también de la
Universidad de la Reptblica de Uruguay y de la Universidad de Colorado de Estados
Unidos.

La matematica ha adquirido un rol central en la sociedad actual, siendo un pilar
fundamental que sustenta el desarrollo en sus diversas expresiones. Constituye el ci-
miento creciente de todas las disciplinas cientificas, de sus aplicaciones en la tecnologia
y es clave en las habilidades bésicas para la vida. Es asi que la matematica actual-
mente se encuentra en el corazén del curriculo escolar en el mundo y en particular
en Chile. No es posible que un pais que pretenda lograr un desarrollo que involucre
a toda la sociedad, descuide el cultivo de la matematica o la formacién de quienes
tienen la misién de traspasar de generacion en generacién los conocimientos que la
sociedad ha acumulado a lo largo de su historia.
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Nuestro pais vive cambios importantes en educacién. Se ha llegado a la convic-
cién que la formacién de profesores es la base que nos permitird generar los cambios
cualitativos en calidad que nuestra sociedad ha impuesto. Conscientes de que la tarea
formativa de los profesores de matematica y de las futuras generaciones de jévenes
es extremadamente compleja, debido a que confluyen un sinntimero de factores y dis-
ciplinas, a través de esta colecciéon de monografias, sus editores, autores y todos los
que han participado del proyecto en cada una de sus etapas, contribuyen a esta tarea,
poniendo a disposicién una herramienta adicional que ahora debe tomar vida propia
en los formadores, estudiantes, futuros profesores y jovenes de nuestro pais.

Patricio Felmer y Salomé Martinez
Editores
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Prefacio

El objetivo general de esta monografia es desarrolllar una discusién rigurosa de los
aspectos méas destacados de la teoria de probabilidades, pero sin el formalismo propio
de la teoria de la medida. Junto a esto se busca desarrollar la intuiciéon probabilistica
del lector y ayudarle a apreciar de forma mas holistica algunos de los conceptos mas
importantes de las Probabilidades.

La monografia es auténoma y puede utilizarse, tanto como material de estudio y
profundizacién acerca del tema, como texto en un curso avanzado del mismo. Esté en
su mayor parte dirigida a estudiantes de Pedagogia en Matematicas, que hayan tenido
un curso basico de probabilidades. También serd de utilidad para aquellos profesores
de Ensenanza Baésica o Media, interesados en un estudio més avanzado pero ad hoc
de las probabilidades. La monografia es un punto de transicion entre dos niveles de
aprendizaje de probabilidades: un nivel bésico e intuitivo abordado de forma muy ori-
ginal y didactica en Probabilidades Doctas con Discos, Arboles, Bolitas y Urnas [4], y
una teorfa mucho més general y abstracta abordada en textos como [5, 6]. Un curso
de estadistica bdsica al nivel de Introduccion a la Estadistica [3] es recomendable
aunque no esencial para un uso provechoso.

A lo largo de la monografia se han incluido una variedad de ejemplos y ejercicios
relacionados con el quehacer diario de un profesor de matematicas. También han sido
incluidos ejemplos relacionados con otras areas de la ciencia o incluso con la vida
cotidiana. Una vez finalizado el estudio de la monografia el lector podra entre otras
cosas:

(a) determinar la probabilidad que no hayan suspensiones de clases en un periodo de
una semana, cuando generalmente ocurren e.g. cuatro suspensiones en ese lapso
de tiempo;

(b) explicar por qué el promedio de notas de un alumno, se usa como una medida
objetiva de su comprensién en la materia de un curso y decidir si es o no razonable
aprobar a un estudiante cuyo promedio final de notas es un 3,91;

(c) determinar la cantidad minima de agua necesaria para un paseo de curso, a mo-
do de estar 99 % seguro que habra suficiente liquido para beber durante toda la
jornada.

La monografia se concentra principalmente en los siguientes temas: (i) los axio-
mas y el cdlculo de probabilidades, (ii) la igualdad en distribucién e independencia de
variables aleatorias, (iii) la interpretacion frecuentista de probabilidades y su conexién
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con el célculo de esperanzas y varianzas, (iv) las distribuciones probabilisticas mds
destacadas y el Teorema Central Limite y (v) métodos bésicos de simulacién. Estos
contenidos se desarrollan en un orden no convencional, que a la vez permite una dis-
cusion auténoma y concisa de los temas seleccionados. Se da énfasis a los conceptos
de igualdad en distribucién e independencia de variables aleatorias, que son luego in-
terpretados en el contexto de variables aleatorias discretas y continuas. La definicién
de esperanza es motivada a partir de la interpretacién frecuentista de probabilida-
des. Esto permite definir la esperanza y estudiar sus propiedades generales, sin la
necesidad de distinguir entre variables aleatorias discretas y continuas. Por otro lado,
también son proporcionadas; cotas para el error en la aproximacion de Poisson de la
distribucién binomial y para el Teorema Central Limite. Los tépicos de simulacién
permitiran al lector desarrollar sus propios algoritmos para simular el lanzamiento de
dados, monedas, o incluso la selecciéon de un punto al azar en una cierta region del
plano. Enfatizamos que para un estudio exitoso de este tema no es imprescindible el
uso de un computador. Sin embargo, aquellos lectores con un entrenamiento basico
en computacién, podran simular los experimentos de esencialmente cualquier ejemplo
o ejercicio propuesto en esta monografia. Con relacién a la lectura y estudio de la
misma, el autor ha puesto entre paréntesis la pregunta “;por qué?”’, donde ciertos
detalles ya discutidos, y que debieran ser mas familiares para el lector, han sido omi-
tidos. Para un buen uso de la monografia, se invita al lector a reflexionar sobre estos
detalles y, en lo posible, completarlos.

Aunque muchos otros temas podrian haber sido considerados, los cinco tépicos
abordados en esta monografia, uno por cada capitulo, son los fundamentales, para
cualquier estudiante que aspire a una comprension genuina de esta materia. Por otro
lado, debido a limitaciones de espacio, algunas demostraciones han sido dejadas como
ejercicio y las demostraciones de ciertos teoremas técnicos han sido completamente
omitidas. Sin embargo, en un primer estudio riguroso de cualquier tema, es mucho
mas importante entender las implicaciones de los resultados més técnicos, que sus
demostraciones.

El autor estd muy agradecido a su ex-profesor Dr. Patricio Felmer (U. de Chile)
y a su amiga y colega Dra. Salomé Martinez (U. de Chile) por haberlo considerado
en este interesante proyecto, y por su constante dedicacién y numerosas sugeren-
cias a lo largo de los casi tres anos que tomé completar esta monografia. El autor
también agradece a la Dra. Javiera Barrera (U. Técnica Federico Santa Marfa), Dra.
Gladys Bobadilla (U. de Santiago), Dr. Rail Gouet (U. de Chile) y el Dr. Ernesto San
Martin (Pontificia U. Catdlica de Chile) por sus valiosos comentarios y sugerencias
como evaluadores de la monografia. Un especial agradecimiento al comité editorial, y
en especial al Dr. Servet Martinez (U. de Chile), por la revisién cuidadosa y comenta-
rios finales sobre la monograffa. También quisiera agradecer al Dr. Juan Restrepo (U.
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de Colorado), Dr. Pierre-Paul Romagnoli (U. Andrés Bello), Amrik Sen (U. de Colo-
rado), y la Dra. Marfa Soledad Torres (U. de Valparaiso) por sus comentarios sobre
versiones preliminares de la monografia, y al Proyecto Nicleo Milenio Informacién y
Aleatoriedad que facilité una visita a Chile.

Para finalizar el autor sélo puede esperar que las sorpresas y desafios que el lector
encontrara a lo largo de la monografia sean gratificantes y marquen un hito en su
exploracién del fascinante mundo de las probabilidades.

Manuel E. Lladser B.
Boulder - Colorado
Octubre 2010
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Capitulo 1: Axiomas de Probabilidades

En este capitulo revisaremos las nociones de suceso y de espacio muestral, y enfati-
zaremos la importancia de la sigma aditividad y del concepto de independencia entre
sucesos, para modelar probabilisticamente una variedad de experimentos. Las sec-
ciones 1.1-1.4 revisardn material ya discutido en la monografia [4], aunque con un
énfasis diferente. La Seccién 1.5 introduce material no cubierto en [4]. El resultado
principal en esta seccién caracterizara la probabilidad de una unién contable y cre-
ciente de sucesos como un valor limite de probabilidades. Aplicando esta herramienta
podremos e.g. determinar la probabilidad que, al tirar indefinidamente una moneda,
observemos solamente caras a partir de un cierto momento, o también la probabilidad
que el apellido Gonzélez desaparezca algin dia.

1.1 Relaciones y operaciones entre sucesos

Imagine un experimento cuyo resultado es incierto. Un suceso asociado con dicho ex-
perimento es una afirmacién o propiedad acerca de su resultado, que puede cumplirse
o no dependiendo de lo que suceda una vez llevado a cabo el experimento. Representa-
remos sucesos usualmente como conjuntos de resultados. Diremos que un cierto suceso
ocurrio si el resultado del experimento pertenece a dicho suceso. En caso contrario,
diremos que el suceso no ocurrid. Usaremos generalmente las letras A, B, C, etc o a
veces Ay, As, Az, etc para denotar sucesos.

Para establecer ideas, considere el experimento que consiste en registrar la nota
final de un alumno en un cierto curso. Los resultados de este experimento son nimeros
decimales entre 1 y 7 con un unico digito significativo. Ejemplos de sucesos asociados
con este experimento son:

A = “el alumno aprobard el curso”,
B = “el alumno aprobara el curso con una nota menor o igual a 5.5”,
C = “el alumno reprobard el curso con la peor nota posible”.

Si el alumno en cuestién obtiene un 6.4 al final del curso, entonces solamente el suceso
A habré ocurrido, pero no asi los sucesos B y C'. Por otro lado, si el alumno obtuviera
un 4.9 entonces los sucesos A y B habran occurrido pero no el suceso C.

Una manera conveniente de representar un suceso, es como el conjunto de resul-
tados del experimento que garantizan su ocurrencia. Reservaremos la letra griega )
para denotar el conjunto de todos los resultados posibles en un cierto experimento.
Nos referiremos a este conjunto como el espacio muestral. Este suceso siempre ocurre
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y, por lo mismo, rara vez lo mencionaremos explicitamente. Otro suceso especial es
el suceso vacio que denotaremos como (). jEste suceso nunca ocurre sin importar el
resultado del experimento!

Por ejemplo, si representamos los sucesos anteriores como subconjuntos del espa-

cio muestral Q = {1,1.1,...,6.9,7} obtenemos las siguientes identidades
A = {4,41,...6.9,7},
B = {4,41,..54,55},
c = {1}

Al representar sucesos como conjuntos de resultados, podemos comparar dos de
ellos usando las relaciones de inclusién (C) o de igualdad (=). De acuerdo a la teoria
de conjuntos, A C B si y solo si w € A implica w € B. Por otro lado, A = B siy
solo si w € A es equivalente a w € B. Al pensar en la variable w como el resultado
del experimento, y en términos de la ocurrencia de sucesos, podemos definir estas dos
relaciones como sigue:

Definicién 1.1. Dados dos sucesos A y B, diremos que A estd incluido (o contenido)
en B si la ocurrencia de A siempre asegura la ocurrencia de B. Si ademds de esto, la

ocurrencia de B siempre asegura la ocurrencia de A entonces diremos que A es igual
(o idéntico) a B.

Una consecuencia directa de la definicién es la siguiente equivalencia légica:
(1.1) A=B<= (ACByBCA).

En otras palabras, A = B solamente cuando cada vez que A ocurre B también lo
hace, y cada vez que B ocurre A también lo hace.

Retomando el ejemplo anterior, vemos que A no esta incluido en B. Esto se debe
a que si la nota final del alumno es e.g. un 5.7, entonces A habréd ocurrido pero no
asi B. Por otro lado, B C A ya que la ocurrencia de B siempre garantiza la de A.
Claramente, C' no estd incluido ni en A ni tampoco en B. En particular, C' no puede
ser igual a ninguno de estos sucesos.

Una ventaja al identificar sucesos como conjuntos de resultados es que podemos
usar las operaciones usuales sobre conjuntos i.e. complementacién (), unién (U) e in-
terseccion (N) para definir sucesos elaborados a partir de sucesos simples. Recordemos
que de acuerdo a la teoria de conjuntos, se definen

A = {welwé¢g A},
AUB = {weQ|weAowe B},
ANB = {weQ|weAdywe B}.
En términos de la ocurrencia de sucesos, podemos reescribir las definiciones an-

teriores como sigue.

Definicién 1.2. Considere dos sucesos A y B. El complemento de A es aquel suceso
que ocurre solamente cuando A no ocurre. La union A con B es aquel suceso que
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ocurre sélo cuando al menos uno de los sucesos ocurre. Finalmente, la interseccion
de A con B es aquel suceso que ocurre solamente cuando ambos sucesos ocurren
simultaneamente.

Retomando el experimento, que consiste en registrar la nota final de un alumno,
tenemos lo siguiente. El complemento de A es el suceso “el alumno reprobard el
curso”. En particular, A = {1,...,3.9}. Por otro lado, el complemento de B es
{1,...,3.9,5.6,...,7} i.e. el suceso “el alumno reprobard el curso o lo pasard con al
menos un 5.6”. Por otro lado, usando que A C B tenemos que (AU B) = B. Sin
embargo, note que (AUC) = {1,4,4.1,...,6.9,7}. Finalmente, como B C A entonces
(AN B)=B.

Diremos que dos sucesos son disjuntos cuando no pueden ocurrir simultaneamen-
te. Esto es equivalente a decir que su interseccién es el suceso vacio. Por ejemplo, los
sucesos A y C del parrafo anterior son disjuntos. En particular, (AN C) = 0.

Ejemplo 1.1. Para fijar ideas considere el siguiente experimento: se escogen dos
ninos al azar y se les pregunta su ntmero favorito entre 1 y 5. Un espacio muestral
posible para este experimento es el conjunto Q = {1,2,3,4,5} x {1,2,3,4,5} i.e. el
conjunto de todos los pares ordenados de la forma (z,y), con 1 < z,y < 5 nidmeros
enteros. Aqui, x denota el nimero favorito del primer nino e y el del segundo.

Ejemplos de sucesos asociados con este experimento y su representacion como
subconjuntos de €2 vienen dados por

A = “el nimero favorito de ambos ninos es par”,
{(z,y) € Q| z,y €{2,4}},
— {(2,2),(2,4),(4,2),(4,9)},
B = “los nifios comparten el mismo nimero favorito”,
{(z,y) € Q|z =y},
{(1,1),(2,2), (3.3), (4,4), (5,5},
C = “el namero favorito del primer nino es menor que el del segundo”,
{(z,y) € @]z <y},
= {(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5), (4,5)}.

En particular, obtenemos que

A° = “el numero favorito de al menos uno de los ninos es impar”,
= {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,1),(2,3),(2,5), (3,1),(3,2),
(3,3),(3,4),(3,5),(4,1),(4,3),(4,5), (5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5)},

(AUB) = “el ndmero favorito de ambos ninos es el mismo o es par”,
= {(1, 1)7 (27 2)7 (27 4)7 (33 3)» (47 2)7 (47 4)7 (57 5)}7
(AN B) = “el numero favorito de ambos ninos es el mismo y es par”,

= {(2’ 2)7 (474)}
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Finalmente, observe que B y C no pueden ocurrir simultdneamente; en particular, B
y C son sucesos disjuntos.

1.2 Sigma aditividad

La probabilidad de un suceso en un cierto experimento es un nuimero entre cero y
uno. Este nimero representa la certeza que se tiene que el suceso ocurra y depende de
la informacion disponible sobre el experimento. La probabilidad asignada a un cierto
suceso A serd usualmente denotada como P(A).

De acuerdo a la interpretacion frecuentista de probabilidades, la probabilidad de
un cierto suceso representa su fraccién de ocurrencia asintética al repetir indefini-
damente y bajo circunstancias similares el mismo experimento. Desde este punto de
vista, cuando decimos que un cierto suceso A tiene probabilidad P(A), de alguna ma-
nera estamos diciendo que si repitiéramos el mismo experimento un ntimero grande n
de veces, entonces el suceso A ocurrird aproximadamente en n-P(A) de los experimen-
tos. Por ejemplo, si P(A) = 1/2, entonces esperamos que A ocurra aproximadamente
en la mitad de los experimentos. Por otro lado, si P(A) = 1/10, entonces esperamos
que A ocurra aproximadamente en uno de cada diez experimentos.

Tan pronto se asuma la interpretacion anterior, la funcion P definida sobre sucesos
debe satisfacer tres propiedades fundamentales. Especificamente, diremos que una
funcién P que asigna a cada suceso A un numero real, es una medida de probabilidad
cuando las siguientes propiedades son satisfechas:

(1.2) P(Q) =1,
(1.3) para todo suceso A, P(A) > 0,

(1.4) si Ay, Aa, ... es una secuencia contable de sucesos disjuntos entonces
P(U;Ai) = Y P(4).

En (1.4), U;A; denota la unidn de los sucesos Ay, As, ... Como es de esperarse de la
Definicién 1.2, este suceso ocurre solamente cuando al menos uno de los sucesos que
participa de la unién ocurre. En términos matemaéticos, esto significa que:

wE UAi < existe 7 tal que w € A;.

3

Cuando el nimero de términos que participan en la unién es finito, ), P(A4;) es una
suma comun y corriente. Sin embargo, cuando el nimero de términos es infinito, esta
suma corresponde al limite de una serie.

La primera propiedad en la definicién de medida de probabilidad se basa en
el hecho que el suceso ) ocurrird en cada una las realizaciones del experimento. En
particular, su frecuencia de ocurrencia serd siempre igual a uno. La segunda propiedad
incorpora el hecho que la frecuencia con que un suceso serd observado es una cantidad
no negativa.
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La ultima propiedad en la definicién entregada es lo que se llama sigma aditi-
vidad y es una de las propiedades m&s importantes de la definicién, aunque para
desarrollar la teoria las tres propiedades son necesarias. Esta propiedad incorpora la
siguiente idea: cuando los sucesos Aj, Ao, ... son disjuntos la frecuencia con que su
unién sera observada corresponde a la suma de las frecuencias con que cada uno de
estos sucesos serd observado. (Si los sucesos en cuestién no son disjuntos, entonces la
suma de sus frecuencias usualmente excedera la frecuencia con que su unién ocurre
(spor qué?).)

Cuando decimos que Aq, Ao, ... es una secuencia contable queremos decir que
el conjunto de indices asociado a estos sucesos es contable. Un conjunto I se dice
contable si es finito o tiene la misma cardinalidad de los ntimeros naturales. En este
iltimo caso el término enumerable es cominmente utilizado. Esto es equivalente a la
existencia de una transformacién h : I — N que es inyectiva. Ejemplos de conjuntos
contables no finitos incluyen N, Z y Q. Sin embargo, R y, mas generalmente, cualquier
subconjunto de los ntimeros reales que contiene un intervalo de largo estrictamente
positivo, no es contable. En particular, por ejemplo, el intervalo [0, 1] no es contable.

Ejemplo 1.2. Considere el experimento donde se escogen dos ninos al azar y se les
pregunta su niimero favorito entre 1y 5 (Ejemplo 1.1). Asociaremos a este experimento
el espacio muestral Q = {1,2,3,4,5} x {1,2,3,4,5}, el cual consta de 25 elementos.
¢ Cudl es la probabilidad de cada uno de los siguientes sucesos?

A = “el nimero favorito de ambos ninos es par”,
= {(272)7(2a4)?(472)a(4a4)}7
B = “los nifos comparten el mismo nimero favorito”,
= {(1»1)7(232)»(373)3(4»4)7(5;5)},
C = “el ntmero favorito del primer ninio es menor que el del segundo”,

{(1,2),(1,3), (1,4),(1,5),(2,3), (2,4), (2,5), (3,4), (3,5), (4,5)}.

Para determinar la probabilidad del primer suceso observe que

A={(22)}u{Z9}u{(42)}u{(44)}
y que los sucesos que participan de esta unién finita son disjuntos. En particular,
debido a la sigma aditividad, tenemos que

P(A) =P({(2,2)}) + P{(2,4)}) + P({(4,2)}) + P({(4,4)}).
Para computar el lado derecho de lo anterior basta con determinar la probabilidad de
cada uno de los sucesos {(x,y)}, con (x,y) € §. Pero observe lo siguiente: como los
ninos han sido escogidos al azar es razonable asumir que cada uno de los 25 sucesos
{(z,y)} es igualmente probable que cualquier otro i.e. existe un nidmero p tal que

P{(z,9)}) = p,

para cada (z,y) € Q. Més atin, p = 1/25. Esto se debe a que P(2) = 1y, por otro lado,
P(Q) = 25p, debido a que Q corresponde a la unién finita y disjunta de 25 sucesos de
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la forma {(z,y)}. Por lo tanto, concluimos que
P(A) = dp = 4/25.
Similarmente, tenemos que P(B) = 5p =1/5 y P(C) = 10p = 2/5.
El ejemplo recién discutido es un caso particular del siguiente.

Ejemplo 1.3. Considere un cierto experimento que tiene asociado un espacio mues-
tral contable. Por ejemplo, si el experimento consiste en lanzar un dado entonces
0 ={1,2,3,4,5,6} es finito. Por otro lado, si el experimento consiste en lanzar un
dado hasta observar la cara 6 por primera vez, entonces una posibilidad de espa-
cio muestral es 2 = {(6), (1,6), (2,6), (3,6), (4,6), (5,6),(1,1,6),(1,2,6),...}. En este
caso e.g. el elemento (1,1,6) representa el resultado donde un 6 fue observado por
primera vez en el tercer lanzamiento, habiendo visto un 1 en el primer y segundo
lanzamiento.

Para cada w € € denotaremos como p,, la fracciéon asintética de veces con que
w serd observado al repetir el experimento indefinidamente. Una vez que la fraccion
asintotica de ocurrencia de cada elemento en el espacio muestral ha sido especificada,
es natural definir la probabilidad de cada suceso A C €2 como

P(A) = Z Pw-

w€eA

Sip, >0y ) ,cqPw = 1 entonces P es una medida de probabilidad. En efecto, el
lector podré verificar fécilmente que las condiciones dadas en (1.2) y (1.3) aplican en
este caso. Para demostrar (1.4) observe que si A, Ao, ... es una secuencia contable y
disjunta de sucesos entonces

]P(UiAi) = Z Pw = Z Z Puw = ZP(Al)

wEU; A; i w€EA;
Esto demuestra la sigma aditividad y, por lo tanto, P es efectivamente una medida de
probabilidad.
Si Q es finito y si cada uno de los resultados del experimento es igualmente
probable a otro (e.g. el caso discutido en el Ejemplo 1.2) entonces

1
1.5 =
(1.5) P =g
donde || es la cardinalidad de € i.e. el nimero de elementos diferentes del espacio
muestral. En este caso, es obvio que p,, > 0y > o P = 1. De hecho, uno encuentra

que
1 1 |A]
]
2T e
En palabras: cuando el espacio muestral es finito y cada resultado es tan probable
como otro, la probabilidad de un suceso se calcula como la razén entre el numero

de casos favorables para el suceso y el numero total de casos posibles. Por ejemplo,
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si Q@ = {1,2,3,4,5,6} es el espacio muestral asociado al lanzamiento de un dado
equilibrado entonces p,, = 1/6. Bajo este modelo, la probabilidad del suceso “la cara
lanzada es mayor o igual a cuatro” es |{4,5,6}|/6 = 1/2. Por otro lado, la probabilidad
del suceso “la cara lanzada es un nimero primo” viene dada por |{1,2,3,5}|/6 = 2/3.

Si 2 es enumerable la discusién en el parrafo anterior no tiene sentido ya que
1/19] = 0. Otras consideraciones son necesarias para definir los coeficientes p,, en
este caso. Por ejemplo, si Q = {(6),(1,6),(2,6),(3,6),...} es el espacio muestral
asociado al lanzamiento de un dado equilibrado hasta observar por primera vez un 6,
justificaremos en el Ejemplo 1.15 que

(16) n=(1)"

donde n(w) denota el nimero de coordenadas de w. Por ejemplo, n(1,1,6) = 3 y
D(1,1,6) = (1/6)% = 1/216. Claramente, p,, > 0. Por otro lado, debido al principio de
multiplicacién (ver Capitulo 4 en [4]), hay 5! elementos en Q tal que n(w) = k.
Como p,, = (1/6)* en este caso, obtenemos que

0o k [ee] k—1
1 1 5 11
_ 5]671 - ——— —_ — . =1
wzeﬂp“’ kzzl <6) 6;(6) 6 1-5/6

La pentltima identidad anterior se justifica debido a la serie geométrica:
= 1

1.7 zF = — para |z| < 1.

(17) > oot = =g b el s

Los coeficientes en (1.6) inducen la medida de probabilidad dada por la férmula

para cada A C Q. Asi, por ejemplo, la probabilidad del suceso
A = “un 6 sale por primera vez en el cuarto lanzamiento del dado”
viene dada por

SO LR ) R R

w€eA
Por otro lado, el suceso
B = “un 6 sale por primera vez después del tercer lanzamiento”

corresponde a la unién de los sucesos Bp="“un 6 sale por primera vez en el k-ésimo
lanzamiento del dado” con k£ > 4. Un argumento similar al recién utilizado muestra
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que P(By) = (5/6)k=1 - (1/6). Como estos sucesos son disjuntos, la sigma aditividad
implica que

P(B) =3 B(Bi) = ;g(g)’“
B é(2)3i<2)k:é(2)3'1—15/6:52'

k=0

Es importante que el lector no olvide que la sigma aditividad requiere uniones
contables. El siguiente ejemplo aclarara este punto.

Ejemplo 1.4. Considere un experimento que consiste en escoger un ntimero al azar
en el intervalo © = [0, 1]. Veremos diversas situaciones como ésta en la monografia y,
por lo mismo, no explicaremos el mecanismo como el punto es escogido. Para cada
x € [0,1], considere el suceso A, definido como “el ntimero escogido es z”. Observe
que si i # j entonces (4; N A;) = 0.

Claramente el suceso B definido como “el nimero escogido es racional” corres-
ponde a la unién de los sucesos A;, con i € QN [0,1], i.e. B = Ujegnio,1]4i- Como Q
es contable, también lo es el conjunto de indices QN [0, 1]. En particular, sea cual sea
la medida de probabilidad P que usamos para modelar este experimento, y como los
sucesos que participan de la unién son disjuntos, la sigma aditividad implica que

P(B)= Y P(4).

i€QNI0,1]

Por otro lado, si consideramos el suceso C'=*“el niimero escogido es mayor o igual
a cero y menor o igual a uno” entonces C' = U;¢[o,1)4;. Como el conjunto [0, 1] no es
contable, no podemos usar la sigma aditividad para concluir que P(C) corresponde a
> iefo,1] P(Ai). iDe hecho esta sumatoria no tiene sentido! Sin embargo, observe que
P(C) =1 debido a que C = ) en este caso.

Las propiedades (1.2)-(1.4) que definen una medida de probabilidad implican una
serie de propiedades satisfecha por cualquier medida de probabilidad. Entre las que
mas usaremos se encuentran las siguientes:

(1.8) P(0) = 0,

(1.9) P(A°) =1—-P(A),

(1.10) 0<P(A4) <1,

(1.11) Si A C B entonces P(B\ A) =P(B) — P(A),
(1.12) Si A C B entonces P(A) < P(B),

(1.13) Si P(A) = 1 entonces P(AN B) = P(B).

En las propiedades, el suceso B\ A denota lo que se llama la diferencia de B con A,
0 a veces B menos A. Este suceso ocurre solamente cuando B ocurre y A no lo hace.
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Como A° ocurre precisamente cuando A no lo hace, la identidad B\ A = (B N A°)
aplica.

Ejemplo 1.5. La demostracién de las propiedades en (1.8)-(1.12) aparecen como
ejercicio al final del Capitulo. En este ejemplo, veremos cémo aplicar las propiedades
en (1.9) y (1.12) para demostrar la propiedad en (1.13). En efecto, observe que (gpor
qué?):
B=(ANB)U(A°NB).

Como (AN B) y (A° N B) son sucesos disjuntos, la sigma aditividad implica que
P(B) = P(AN B) + P(A° N B). Pero observe que (A° N B) C A€y, por lo tanto,
0<PA°NB) <P(A°) =1—-P(A) =0 i.e. P(A°N B) = 0. Concluimos de este modo
que P(B) = P(AN B), lo que demuestra la propiedad en (1.13).

Otra identidad importante que usaremos con frecuencia es la siguiente.

Teorema 1.3. (Formula de Probabilidades Totales.) Si A1, As, ... es una secuencia
contable de sucesos disjuntos y 2 = U; A; entonces para todo suceso A aplica que

P(A) =) P(ANA4).

Demostracién. Observe que A = ANQ = AN(U;4;) = U;(ANA4;). Como los sucesos
Aq, Ag, ... son disjuntos, entonces también lo son (AN A7), (AN As),... El teorema
es ahora una consecuencia directa de la sigma aditividad. O

1.3 Probabilidades condicionales e independencia

Dados dos sucesos A y B, la probabilidad condicional de A dado B es la cantidad
definida como

P(AN B)
P(B)

siempre y cuando P(B) > 0. Esta cantidad representa la posibilidad del suceso A
cuando se tiene la certeza que el suceso B ha ocurrido en el experimento. La defini-
cién resulta natural de la interpretacion frecuentista de probabilidades: si el mismo
experimento se repitiera un numero grande n de veces, entonces el suceso B debiera
ocurrir alrededor de n - P(B) veces, mientras que el suceso (AN B) debiera ocurrir
alrededor de n-PP(AN B) veces. En particular, la fraccion de veces que esperamos que
A ocurra cada vez que B ocurre estd dada por la razén

n-P(ANB) P(ANB)

n-P(B) _ P(B)
La probabilidad condicional de A dado B representa, por lo tanto, la fraccién de
experimentos en los que esperamos que el suceso A ocurra, cuando sélo consideramos
aquellos experimentos donde B ocurrira.

(1.14) P(A| B) =
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Ejemplo 1.6. Sien un cierto experimento los sucesos A y B ocurren simultdneamente
1 de cada 13 veces, mientras que B ocurre 4 de cada 13 veces, entonces la posibilidad
de A cuando B ocurre estd dada por la probabilidad condicional

P(ANB) 1/13 1
P(B)  4/13 4

P(A| B) =

Una situacion especifica del caso anterior, es el experimento donde se escoge una carta
al azar de una baraja inglesa y los sucesos A="*“la pinta de la carta es trébol” y B="*el
nimero de la carta es A, J, Q o K”. Es intuitivamente claro que la pinta de la carta
escogida sera trébol sélo 1 entre 4 veces que ésta tenga marcado el niimero A, J, Q o
K. jEl calculo anterior corrobora esta intuicién!

Ejemplo 1.7. Para fijar ideas considere el experimento que consiste en lanzar un
dado equilibrado y los sucesos

A = “la cara lanzada es un ntimero par”,

B = “la cara lanzada es menor o igual a cinco”.

Claramente P(A) = 1/2, debido a que sélo tres de las seis caras del dado son nimeros
pares. Veremos, sin embargo, que P(A | B) = 2/5; en particular, A es menos probable
cuando B ha sucedido. Una manera intuitiva de ver que éste es el caso, es notar que
sblo dos de las caras menores o iguales a cinco son pares. Como ninguna de estas
cinco caras es mas probable que otra, la posibilidad de A cuando sabemos que la cara
lanzada es menor o igual a cinco debiera ser 2/5. Esta intuicién es consistente con
la definicién dada. De hecho observe que (AN B) = {2,4} y B = {1,2,3,4,5}. En
particular, tenemos que
P(ANnB) 2/6 2

FAIB)="5m =56~ 5

Dados dos sucesos A y B tales que P(B) > 0, observe que
(1.15) P(ANB)=P(A| B) -P(B).

Usaremos esta identidad a menudo para determinar la probabilidad que A y B ocurran
simultdneamente.

Ejemplo 1.8. Si en un cierto experimento el suceso A tiene una chance de un 60 %
y, entre las veces que A ocurre, el suceso B también ocurre el 10 % de las veces, ;cudl
es la probabilidad que A y B ocurran simultdineamente? De acuerdo a la informacién
dada P(A) = 0,6 y P(B | A) = 0,1. En particular, la respuesta a la pregunta viene
dada por

P(ANnB)=P(B|A)-P(A)=0,1-0,6 =0,06.

La identidad en (1.15) resulta particularmente 1til en combinacién con la Férmula
de Probabilidades Totales (Teorema 1.3): si Ay,..., A, son sucesos disjuntos, cada
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uno con una probabilidad estrictamente positiva, y Q = U, A; entonces para todo
suceso A aplica que

(1.16) P(A) = iP(A | A;) - P(A).

Ejemplo 1.9. Considere tres monedas que se ven idénticas, sin embargo, sélo una de
ellas es equilibrada, mientras que las otras dos tienen probabilidad 47/100 y 51/100
de salir cara, respectivamente. Al tirar una de estas monedas, scudl es la probabilidad
que la moneda salga cara?

En lo que sigue hablaremos de la moneda 1, 2 y 3, donde la moneda 1 es la
que tiene la menor probabilidad de cara y la 3, la mayor. Este experimento consiste
de dos partes: escoger una moneda y luego tirarla. Denotaremos como A; el suceso
“la i-ésima moneda fue escogida”. Como las monedas son visualmente idénticas, es
razonable definir P(A4;) = 1/3.

Por otro lado, si A denota el suceso “la moneda tirada salié cara” entonces la
probabilidad de este suceso usando la moneda 1 es 47/100 i.e. P(A | A1) = 47/100.
Similarmente tenemos que P(A | A3) =1/2 y P(A | A3) = 51/100.

Sea cual sea el espacio muestral escogido para este experimento, observe que 2 =
(A1 U Az U A3). Como estos tres sucesos son disjuntos, la Férmula de Probabilidades
Totales dada en (1.16) implica que

P(A) P(A | Ay) -P(A1) + P(A [ A) - P(A2) + P(A | A3) - P(A3),
47/100-1/34+1/2-1/3+51/100-1/3 = 37/75.
Imagine que al tirar la moneda ésta salié cara, scudl es la probabilidad que la
moneda 1 haya sido la tirada? La respuesta no es 1/3 ya que si la moneda sale

cara, la moneda 1 es la menos probable entre las tres. La respuesta es de hecho la

probabilidad condicional P(A; | A), la cual viene dada por
P(A NA)  P(A|A)-P(A;) 47/100-1/3 47
P(A; | A) = = = = — = 31,7
(A1 ] 4) P(A) P(A) 37/75 148 7%,

donde para la segunda identidad hemos usado (1.15).

Para motivar la siguiente definicién sera instructivo considerar un ejemplo simple.
Considere el experimento donde se lanza un dado equilibrado y los sucesos

A = “la cara lanzada es un nimero impar”,
B = “la cara lanzada es mayor o igual a tres”.
Observe que
IP(A|B):P(AHB) 2/76_1

P(B)  4/6 2
Como P(A) = 1/2, vemos que P(A | B) = P(A) i.e. la posibilidad de A no aumenta ni
disminuye cuando el suceso B ocurre. Debido a esto diremos que A y B son sucesos
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independientes. Usando la identidad en (1.15), esto equivale a decir que P(AN B) =
P(A) - P(B). Este tipo de identidad motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.4. Dados dos sucesos A y B, diremos que son independientes cuando
P(AN B)=P(A) -P(B).

Es casi directo ver que lo anterior es equivalente a tener que P(A | B) = P(A4),
cuando P(B) > 0, o también que P(B | A) = P(B), cuando P(A4) > 0. En palabras: dos
sucesos son independientes cuando la ocurrencia de uno no cambia (i.e. no aumenta
ni disminuye) la posibilidad del otro. Para fijar ideas consideraremos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.10. Considere el experimento donde se escoge una carta al azar de una
baraja inglesa y los sucesos

A = “el nimero de la carta es 10, J, Q, K o A”,
B = “la pinta de la carta es corazén”.

Claramente P(A) = 5/13, P(B) = 1/4 y P(AN B) = 5/52; en particular, P(A) - P(B)
es igual a P(AN B) i.e. Ay B son independientes.

Ejemplo 1.11. Imagine que usted lanza una moneda equilibrada tres veces. ;Son
independientes los siguientes sucesos?

A = “la moneda sale cara en el primer lanzamiento”,
B = “los resultados de los tres lanzamientos son idénticos”.

Observe que los ocho resultados posibles para este experimento son igualmente
probables. En particular, como el suceso (A N B) consiste de un tnico resultado,
P(AN B) = 1/8. Similarmente, se tiene que P(A) = 1/2 y P(B) = 1/4. Por lo tanto,
P(ANDB) =1/8 =1/2-1/4 = P(A) - P(B), y concluimos que A y B son sucesos
independientes.

Ejemplo 1.12. Imagine un juego basado en tres lanzamientos de una misma moneda
equilibrada y que usted jugara con un amigo. Para comenzar, y antes que usted tire las
monedas, su amigo tiene que apostar a un cierto suceso que tiene una probabilidad
exacta de 1/2 (e.g. que el primer lanzamiento saldrd cara). Siguiendo esto, usted
tira a escondidas las monedas y estd obligado a revelar algo no obvio pero cierto, que
observé en los lanzamientos. La gracia del juego es que, basado en lo que usted revela,
su amigo tendrd la opcién de mantener su apuesta o cambiarla por lo completamente
opuesto. Usted gana el round si la opcién final de su amigo es incorrecta. ;Cudl es
una buena estrategia para usted en este juego?
Para fijar ideas, suponga que su amigo apuesta al suceso

A = “la moneda saldré cara en el primer lanzamiento”.

Intuitivamente, cualquier afirmacién acerca del segundo o tercer lanzamiento debie-
ra ser independiente de A. Asi, por ejemplo, si al tirar las monedas usted obtiene
(cara, cara, cara) entonces usted podria revelar a su amigo la ocurrencia del suceso

B = “el segundo y tercer lanzamiento resultaron idénticos”.
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iUsted no estard entonces dando ninguna informacién 1til a su amigo! De hecho, si
Q= {(z,y,2) : z,y,2 € {cara, sello}} entonces el suceso (AN B) consta de sélo dos
resultados, mientras que B consta de cuatro. Como los ocho elementos de 2 debieran
ser igualmente probables, obtenemos que:

P(ANnB) 2/8 1

PAIB) = =55 = 175 = 3 = FA)

1.4 Independencia de varios sucesos

En esta seccion extenderemos el concepto de independencia para incluir mas de dos
sucesos. Para motivar la definicién considere el experimento donde se tiran simultanea-
mente tres monedas. Considere los sucesos

Ay = “la primera moneda sale cara”,
Ay = “la segunda moneda sale cara”,
As = “la tercera moneda sale cara”.

Claramente A; y A5 son sucesos independientes, al igual que lo son A1 y A3, y también
Ay vy As. En particular, las siguientes identidades aplican

(1.17) P(A1NAz) = P(A)-P(Ay),
(1.18) P(A NAs) = P(A))-P(As),
(1.19) P(AsNAs) = P(Ay)-P(As).

Por otro lado, como el resultado de la primera y segunda moneda no debiera afectar el
resultado de la tercera, el suceso Az debiera ser independiente de (A1 NAs) ya que este
ultimo hace referencia sélo a la primera y segunda moneda. En otras palabras, incluso
si sabemos que A; y As ocurrieron, la probabilidad del suceso Az seguird siendo 1/2.
Un célculo simple corrobora esta intuicién. En efecto, como cada uno de los resultados
de este experimento tiene una posibilidad de 1/8, obtenemos que

P(A;NA;NA3)  1/8 1

Py | 41 N dg) = —p s = Sl = 5 = P(dy).

Como A; y Ay son independientes, la identidad de arriba implica que (spor qué?)

(1.20) P(A; N A N As) = P(Ay) - P(Ay) - P(A3).

Las identidades en (1.17)-(1.20) implican cada una de las siguientes identidades:
P(A; | Ag) =P(A1), P(A; | As) =P(41), P(A;]| AAxN As) =P(Ay),
IP(AQ | Al) = P(AQ), P(AQ | A3) = ]P(AQ), P(AQ | AN Ag) = P(AQ),
P(As | A1) =P(43), P(As]| A2) =P(A3), P(As] A1 N Az) =P(A;3).

En palabras, podemos describir estas identidades diciendo que la posibilidad de cada

uno de los sucesos Ay, As, y Az no se ve afectada por la ocurrencia de los otros.
Sorprendentemente, en un experimento arbitrario, las identidades en (1.17)-(1.19) no
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garantizan la identidad en (1.20) ni viceversa (Ejemplo 1.13). Debido a esto, para
definir la independencia de varios sucesos requeriremos los siguiente.

Definiciéon 1.5. Los sucesos Aq,..., A, se dirdn independientes cuando, para to-
do conjunto no vacio de indices I C {1,...,n}, la probabilidad del suceso N;crA;
corresponde al producto de las probabilidades P(A;), con i € I, i.e.

P (ﬂ Ai) = H]P’(Ai).
i€l i€l
Una consecuencia inmediata de lo anterior es que
[I P(Ak)
ke(IuJ)
Q 4 I1 P(4;) 1 (

jeJ jea iel

n+).

iel

para todo par de conjuntos disjuntos de indices I, J C {1,...,n} tales que el suceso
N e A; tiene probabilidad estrictamente positiva. Esto significa que la ocurrencia de
cada uno de los sucesos A;, con j € J, no hace mas favorable ni menos favorable la
ocurrencia simultdnea de los sucesos A;, con ¢ € I (cuando I y J no tienen indices en
comun).

Ejemplo 1.13. Counsidere el experimento donde una persona escoge al azar y equi-
probablemente uno de los siguientes numeros: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13,
14, 15, 16, 17, 18. ;Son independientes los siguientes sucesos?

Al = {17233»47576}7
A, = {4,5,6,7,8,9,10,11,12},
As = {1,2,10,11,12,13}.

Observe que (A1 N A2N A3) = 0; en particular, P(4; N A3 N A3) = 0. Como P(A;) > 0,
P(A2) > 0y P(A3) > 0 concluimos que

]P)(Al N A2 N A3) 7& P(Al) . P(AQ) ' P(A3)7

i.e. A, Ay y A3 no son sucesos independientes.

Note que P(A41NA3) =1/6 =1/3-1/2 = P(A1)-P(Az); en particular, A; y A3 son
independientes. Similarmente, P(A; N A3) = P(A4;1) - P(A3) y también P(A; N A3) =
P(Az) - P(A3). Este ejemplo muestra que las identidades en (1.17)-(1.19) no son en
general suficientes para concluir la identidad en (1.20).

En los ejemplos presentados, hemos abordado la cuestion de independencia cal-
culando probabilidades directamente. Desafortunadamente, para comprobar la inde-
pendencia de n sucesos hay que verificar (2" — n — 1) identidades. Esto hace casi
imposible de verificar por definicién la independencia de méds que unos pocos sucesos.
Sin embargo, en muchas situaciones précticas, la independencia de dos o mas sucesos
es postulada basada en la intuicién que se tiene sobre el experimento. Por ejemplo,
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considere el experimento donde se registra la informacién del préoximo paciente que
visitard un cierto dentista y los sucesos

A = “el paciente es una mujer”,
B = ‘el paciente padece de dolor en una muela del juicio”,
C = “el paciente acarrea varios anillos en sus manos”.

Es natural postular que A y B son sucesos independientes: la posibilidad de A no
debiera realmente cambiar si se sabe que el paciente tiene dolor muelas, en simbolos
P(A | B) = P(A). La intuicién detrds de esto es que la anatomia de la boca de un
hombre no es diferente a la de una mujer. Sin embargo, es menos claro que A es
independiente de C, y de hecho uno esperaria que P(A | C) > 1/2 = P(A).

Ejemplo 1.14. Jorge es un colegial muy olvidadizo: el 1% de las veces se olvida de
su corbata, el 5% de su estuche de ldpices, y el 10% de su cuaderno de matemaéticas,
squé fraccion de dias Jorge se olvida de traer su estuche, cuaderno o corbata? La
respuesta viene dada por la probabilidad del suceso (AU B U C), donde

A = “Jorge se olvid6 de su corbata”,
B = “Jorge se olvid6 de su estuche de lapices”,
C = “Jorge se olvid6 de su cuaderno de matematicas”.

Para calcular esta probabilidad usaremos la llamada Férmula de Inclusion-FExclusion
(Ejercicio 22) que establece lo siguiente:

P(AUBUC) =P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC).
Bajo el supuesto que los tres sucesos de arriba son independientes obtenemos que

P(AUBUC) = 0,01+0,05+0,1—0,01-0,05—0,01-0,1—0,05-0,140,01-0,05-0,1,
= 0,15355.

Es importante destacar que sin el supuesto de independendencia, no es posible
determinar las probabilidades de los sucesos (AN B), (ANC), (BNC) ni (ANBNC)
a partir de las probabilidades de los sucesos A, B y C solamente. En este caso,
necesitamos mayor informacion acerca del comportamiento olvidadizo de Jorge para
determinar la probabilidad del suceso (AU B U C) e.g. necesitamos la probabilidad
condicional que éste se olvide de su corbata dado que se olvidé de su estuche y de
su cuaderno. Note, sin embargo, que si conocemos las probabilidades condicionales
P(A|B),P(A|C),P(A| BNC)yP(B | C) entonces la probabilidad de (AU BUC)
puede calcularse como (spor qué?)

P(AUBUC) = P(A)+P(B)+PQC)
—P(A|B)-P(B) —P(A|C)-P(C)
—P(B|C)-P(C)+P(A|BNC)-P(B|C)-PC).
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Ejemplo 1.15. Considere el experimento donde se tira un dado equilibrado hasta
observar la cara 6 por primera vez (Ejemplo 1.3). Un espacio muestral natural para
este experimento es Q@ = {(6), (1,6), (2,6),(3,6), (4,6),(5,6),(1,1,6),...}. Para cada
w € , denotaremos como p,, la probabilidad del suceso {w}.

Bajo el supuesto intuitivo que, cualquier suceso asociado a un cierto lanzamiento
del dado es independiente de todos los lanzamientos previos y futuros del mismo,
podemos facilmente determinar p,, como sigue.

Por ejemplo, si definimos los sucesos

Ay = “un 1 sale en el primer lanzamiento”,
A; = “un 1 sale en el segundo lanzamiento”,
As = “un 6 sale en el tercer lanzamiento”,

entonces bajo el postulado que son independientes obtenemos que
P1,1,6) = P(A1 N AN Az) = P(Ay) - P(Ay) - P(A3) = (1/6)°.

Similarmente, si definimos los sucesos

Bi1 = “un 5 sale en el primer lanzamiento”,
Bs = “un 4 sale en el segundo lanzamiento”,
B3z = “un 4 sale en el tercer lanzamiento”,

By = “un 6 sale en el cuarto lanzamiento”,
entonces al postular su independencia obtenemos que
P56 = P(B1 N BN B3N By) =P(B1) - P(B2) - P(B3) - P(Bg) = (1/6)" .

Andlogamente, para cada w € (), se puede demostrar la formula dada sin justificacién
en el Ejemplo 1.3: p,, = (1/6)™*) donde n(w) denota el niimero de coordenadas de
w.

1.5 Secuencias monétonas de sucesos

En lo que sigue Aj, A, ... denotard una secuencia enumerable de sucesos asociada
con un cierto experimento. En esta seccién discutiremos dos resultados que, en ciertas
situaciones, nos permitiran determinar la probabilidad que al menos uno o también
cada uno de estos sucesos ocurra una vez realizado el experimento. El resultado prin-
cipal se basa en las siguientes definiciones.

Definiciéon 1.6. La secuencia de sucesos Ai, As,... se dice creciente si para todo
n >1, A, C An41. Por otro lado, Aj, As, ... se dird decreciente si para todon > 1,
An+1 C A,.

Para que la secuencia A1, Ao, , ... sea creciente la propiedad que define cada suceso
A, tiene que ser mas exigente que la que define al suceso A, 1. Por otro lado, para
que Ay, As, ... sea decreciente, la propiedad que define a A, tiene que ser menos
exigente que la que define a A,,41. Para fijar ideas consideremos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.16. Fernando es un estudiante de colegio y un apasionado jugador de
pichanga durante sus recreos. Para cada n > 1 considere el suceso A,, definido como “el
equipo de Fernando ha perdido al menos una de las primeras n pichangas”. Claramente
la ocurrencia de A,, implica la ocurrencia de A,1: si el equipo del joven ha perdido
al menos uno de los primeros n encuentros entonces su equipo también ha perdido al
menos uno de los primeros (n + 1) encuentros. Esto muestra que A,, C A, 41 y, por
lo tanto, la secuencia de sucesos A, A, ... es creciente.

Por otro lado, considere el suceso B,, definido como “Fernando ha llegado tarde a
clases después de los primeros n recreos”. Claramente, si Fernando ha llegado atrasado
después de los primeros (n + 1) recreos, entonces él también ha llegado atrasado
después de los primeros n recreos i.e. B,y C B,. Por lo tanto By, Bs,... es una
secuencia decreciente de sucesos.

Finalmente, considere el suceso C,, definido como “el equipo de Fernando gand la
n-ésima pichanga”. Observe que la ocurrencia de C,, no asegura la ocurrencia de
Cp+41 ni viceversa. Por lo tanto, la secuencia de sucesos C,Cy,... no es creciente ni
tampoco decreciente.

El ejemplo recién propuesto muestra que es posible definir muchas secuencias
crecientes o decrecientes de sucesos asociadas a un mismo experimento, aunque hay
secuencias de sucesos que no son crecientes ni decrecientes.

El siguiente resultado nos permitird calcular la probabilidad de una unién cre-
ciente de sucesos.

Teorema 1.7. Si Ay, As, ... es una secuencia creciente de sucesos entonces

IP’( al menos uno de los ) _p U A, | = lim P(4,).

sucesos A, ocurre n— 00

Demostracion. La secuencia de nimeros reales P(A;),P(A4s), ... es creciente y aco-
tada entre cero y uno. Esto se debe a las propiedades (1.10) y (1.12): como 4,, C A, 41
entonces 0 < P(A,) < P(A,+1) < 1. En particular, el limite al lado derecho superior
existe y es finito. Para demostrar el teorema reescribiremos la unién de los sucesos
A1, Ay, ... de la siguiente manera (ver Figura 1.1):

U An =AU U (An \ A’!L—l)'
n=1

n=2
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Observe que P(A4, \ An—1) = P(4,,) —P(A,_1) debido a la propiedad (1.11). Como
los sucesos A, (A2 \ A3), (A3 \ Asz), ... son disjuntos, la sigma aditividad implica que

(9+)

P(A) 1 3 P(AL\ A )

P(A1) + ) {P(An) —P(An-1)},

k
= P(Ay) + lim > {P(A,) = P(A,1)},
n=2
= P(A) + lim {P(Ay) —P(A)} = lim P(Ay),

donde hemos usado que la tltima sumatoria es telescopica. Esto completa la demos-
tracion del teorema. O

A3\A2

FicurA 1.1. Representacion de una unioén creciente como una unién
contable y disjunta de sucesos.

Ejemplo 1.17. Muestre que si Ay, Ao, ... es una secuencia creciente de sucesos tales
que lim P(A,,) =1 entonces P(A) = lim P(AN A,), para todo suceso A.
n—oo n—oo

Primero note que (AN A,) C (AN A,41) debido a que A,, C A,,41. Por lo tanto,
la secuencia de sucesos (AN Ay),(AN As),... es creciente y el Teorema 1.7 implica
que

n—roo

(1.21) i (D(AmA@) = lim P(ANA,).
n=1

Ahora demostraremos que

G(AmAn)zAm <G An>,
n=1

n=1
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usando la equivalencia légica en (1.1). En efecto, si w € |J,—,(A N A,) entonces
existe n tal que w € (AN A,); en particular, w € Ay w € |-, 4y, por lo tanto,
we AN (U2, A,). Reciprocamente, si w € AN (U,—, A,) entonces w € A y existe
n tal que w € A,; en particular, existe n tal que w € (AN A4,) y, por lo tanto,
w e Ur (AN A,). Hemos asi demostrado que w € |J;— (AN A,) siy solosiw €
AN (U2, An), lo que demuestra la igualdad de sucesos anteriores. En particular,

usando la identidad en (1.21) obtenemos que

. (10 (0)) - s

Para finalizar note que Ay C |J;—, A,, para cada k > 1, y por lo tanto P(A;) <
P(U,~, A»), debido a la identidad en (1.12). Como el lado izquierdo de la tltima de-
sigualdad converge a 1 a medida que n tiende a infinito, concluimos que P ({J,—; A,) =

1. En particular, debido a la identidad en (1.13), tenemos que

o (10 () -0

El resultado del ejemplo es ahora una consecuencia inmediata de las identidades en
(1.22) y (1.23).

Toda secuencia creciente de sucesos puede transformarse en una secuencia decre-
ciente y viceversa al tomar complementos. Esto se debe a que al tomar complementos
invertimos la relacién de inclusién i.e. si A C B entonces A¢ D B¢ (spor qué?). Por
otro lado, el complemento de una unién corresponde siempre a la interseccion de los
complementos. Esta tltima propiedad es parte de lo que se conoce en la teoria de
conjuntos como las Leyes de Morgan. Mateméticamente tenemos que

oo ¢ o0
(1.24) (ﬂ An> - Y.

n=1 n=1
Al lado izquierdo de arriba, N9 ; A,, denota la interseccion de los sucesos Ay, Aa, . ..
Al igual que en el caso de un numero finito de intersecciones, este suceso ocurre
solamente cuando cada uno de los sucesos que participa de la interseccion se produce
una vez llevado a cabo el experimento. Matematicamente, esto significa que

o0
w € m A, <= w € A, para todo n.

n=1

Usando las observaciones de arriba podemos demostrar lo siguiente.

Teorema 1.8. Si Ay, Ao, ... es una secuencia decreciente de sucesos entonces
o0
cada uno de los ,
P =P () An | = lim P(A,).
sucesos A, ocurre ] n—oo
n=
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Demostracién. Debido a la Ley de Morgan en (1.24), el suceso U5, AS es el comple-
mento del suceso NS4 A4,,. En particular, y usando la propiedad en (1.9) obtenemos

() =e(0)

Note, sin embargo, que A, AS,... etc es una secuencia creciente de sucesos (gpor
qué?). Por lo tanto, y de acuerdo al Teorema 1.7, tenemos que

P (ﬂ An> = 1— lim P(A%),
n—roo
n=1
1— lim {1 —P(A,)} = lim P(4,).
n—oo

n— 00

Esto demuestra el teorema. O

Ejemplo 1.18. Considere el experimento que consiste en lanzar una moneda equi-
librada un ndmero infinito de veces, scudl es la probabilidad de que todos los lanza-
mientos sean cara? jIntuitivamente la respuesta debiera ser cero! Mateméticamente
esto puede justificarse como sigue. Considere los sucesos

A

A, = “la moneda sale cara en los primeros n lanzamientos”.

“la moneda sale cara en todos los lanzamientos”,

Demostraremos usando la equivalencia l6gica en (1.1) que

A= ﬁ Ap.
n=1

En efecto, observe que A C NS, A, debido a que si A ocurre entonces cada uno de
los sucesos A,, tiene que haber ocurrido también. Por otro lado, si para cadan > 1, la
moneda salié cara en los primeros n lanzamientos, entonces ésta tiene que haber salido
cara en todos los lanzamientos. Esto significa que N2, A,, C A, lo que demuestra la
identidad anterior.

Note ahora que si la moneda sale cara en los primeros (n + 1) lanzamientos,
entonces ésta tiene que haber salido cara en los primeros n lanzamientos. En parti-
cular, A, 11 C A, v, por lo tanto, Ay, As, ... es una secuencia decreciente. Usando el
Teorema 1.8, la identidad de arriba implica que

P(A) = lim P(A,).
n—oo
Pero observe que para cada n, A, = (Cy N---NC,), donde C; es el suceso “la
moneda sale cara en el i-ésimo lanzamiento”. Como los lanzamientos de la moneda
son independientes, estos sucesos también debieran ser independientes. En particular,
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P(A,) =P(Cy)---P(C,) = (1/2)". Concluimos finalmente que

P(A4) = lim (;) =0,

n—oo
i.e. la probabilidad que todos los lanzamientos salgan cara es cero.

Para finalizar esta seccién consideraremos un ejemplo maés elaborado, pero que
ilustra aplicaciones insospechadas de las ideas que hemos estado discutiendo.

Ejemplo 1.19. Mateo es un joven soltero muy interesado en la genealogia de su
familia. En sus estudios ha determinado que sus antepasados han tenido exactamente
cero, uno o dos descendientes con frecuencias aproximadas de 1/4, 1/12'y 2/3, respec-
tivamente. Un dia Mateo se pregunta: scudl es la probabilidad que mi descendencia
desaparezca algun dia?

Para responder la pregunta debemos determinar la probabilidad del suceso

A = “la descendencia de Mateo desaparecerd algin dia”.
Considere para cada n > 0 el suceso

“la descendencia de Mateo se extinguid

A, = . . .
" dentro de las primeras n generaciones”

Observe que Ag = () debido a que Mateo constituye la generacién cero. Claramente,

A, C Apt1; en particular, la secuencia A, Ag, ... es creciente. Como A = U2, A,

(spor qué?), el Teorema 1.7 implica que P(A) = lim,, ;o pn, donde p, = P(A,,).
La secuencia de numeros (p,)n>0 €s creciente, po = 0, y

(1.25) P(A) = lim p,.

n—oo

Para determinar este valor limite debemos entender mejor la secuencia p,,. Para esto,
y de acuerdo a la Férmula de Probabilidades Totales en la identidad (1.16), observe
que la siguiente igualdad aplica (spor qué?):

(1.26)  ppy1 = P[An4+1 | Mateo no tuvo descendientes]-1/4
+ P[A,41 | Mateo tuvo sélo un descendiente]-1/12
+ P[A,+1 | Mateo tuvo sélo dos descendientes]-2/3.

Claramente,
P[A,+1 | Mateo no tuvo descendientes] = 1,

va que si Mateo no tuvo descendientes entonces su descendencia se extinguié dentro
de las primeras (n + 1) generaciones.
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Por otro lado, si Mateo tuvo exactamente un descendiente (al cual nos referiremos
como Mateo Dos) entonces

[la descendencia de Mateo
P[A,+1 | Mateo tuvo sélo un descendiente] = P | Dos se extinguié dentro de | ,
| las primeras n generaciones

[ 1a descendencia de Mateo
= P | se extingui6 dentro de las | ,
primeras m generaciones

= P(An) = Pn,

donde para la segunda igualdad hemos supuesto que la suerte de los descendientes de
Mateo Dos es la misma que la de los de Mateo. Finalmente, supongamos que Mateo
tuvo exactamente dos descendientes, llamémosles Mateo Dos y Mateo Tres. Tenemos
entonces que

P[A,+1 | Mateo tuvo sélo dos descendientes]

la descendencia de Mateo Dos se extinguié dentro de n generaciones, y
la descendencia de Mateo Tres se extinguié dentro de n generaciones

la descendencia de Mateo la descendencia de Mateo
= P | Dos se extinguié dentro -IP | Tres se extinguié dentro ,
de n generaciones de n generaciones

= IP>(14n) P(An) = pi,

donde para la segunda igualdad hemos supuesto que sucesos asociados a los descen-
dientes de Mateo Dos son independientes de sucesos asociados a los descendientes de
Mateo Tres, y para la tercera igualdad que la suerte de los descendientes de Mateo
Dos y Tres es la misma que la de los de Mateo.

Usando las identidades anteriores en la identidad (1.26) obtenemos la recursién

1

1 2,
(1.27) Prt1 = 7+ 5Pn + 3P0 = f(Pn),

donde f es el polinomio cuadritico definido como f(x) = 1/4 + x/12 + 222 /3. Como
el limite lim,, ., p,, existe y, ademds, f es una funcién continua, deducimos que
lim pagr = lim f(pa) = f ( lim pa).
n—o0 n— o0 n—o0o
Como (pn+1)n>0 €s una subsecuencia de (p,,)n>0, la igualdad en (1.25) implica que
P(A) = f(P(A4)).

Hemos asi determinado, bajo los supuestos anteriores, que la probabilidad que la
descendencia de Mateo desaparezca algin dia es una solucién de la ecuacién x = f(z)
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i.e. es un punto fijo de la funcién f. Como f es un polinomio cuadrético, esta ecuacién
tiene a lo méas dos soluciones. En efecto, uno encuentra que

r=f(z) <= 8z*-1la+3=0,
<~ (x—3/8)-(x—1)=0.

Por lo tanto, P(A) = 3/8 o bien P(A) = 1. Claramente estos dos escenarios son
incompatibles y resta decidir cudl es el escenario correcto.

Justificaremos que P(A) = 3/8. Para esto observe que z = 3/8 es la solucién
més pequena de la ecuacién = f(x). Por otro lado, como f es una funcién cre-
ciente y pg < 3/8 (recuerde que pyp = 0) podemos usar (1.27) para concluir que
p1 = f(po) < f(3/8) = 3/8. Similarmente, py = f(p1) < f(3/8) = 3/8. El lector
podréd corroborar inductivamente que f(p,) < 3/8, para todo n > 0. Haciendo n
tender a infinito, (1.25) implica que f(P(A)) < 3/8 i.e. P(4) < 3/8. Por lo tanto,
P(A) = 3/8 ya que 3/8 es el punto fijo méds pequetio de f. Esto demuestra nuestra
afirmacion, aunque y desafortunadamente para Mateo, existe una posibilidad de un
37.5% que su descendencia desaparezca algun dfa.

1.6 Ejercicios propuestos

Seccion 1.1.

Ejercicio 1. Considere el experimento que consiste en escoger un punto z al azar
en el cuadrado con vértices (0,0), (1,0), (1,1) y (0,1). Usando el espacio muestral
Q = {(z,y) | 0 < z,y < 1} represente cada uno de los siguientes sucesos como un
subconjunto de 2:

A = “la distancia entre z y el origen es menor o igual a uno”,

B = “la distancia entre z y el origen es mayor o igual a dos”,

C = “la distancia entre z y (0,1) es la misma que entre z y (1,0)”,
D = “zes equidistante a (0,0), (1,0), (1,1) y (0,1)".

Ejercicio 2. Considere el experimento que consiste primero en lanzar una moneda
y luego tirar un dado. Representaremos los resultados posibles de este experimento
como pares ordenados de la forma (z,y), donde = € {cara, sello} ey € {1,2,3,4,5,6}.
Considere los sucesos

A = “la moneda sale cara y el dado lanzado es un 47,
B = “la moneda sale cara”,

C = “el dado lanzado es un 37,

D = “el dado lanzado es un nimero par”.

(a) Reescriba cada uno de los sucesos anteriores como un conjunto de resultados. (b)
(Estd A incluido en B? (¢) jEstd A incluido en C? (d) ;Cuél es el complemento de
A? (e) {Cudl es el complemento de B? (f) Muestre que (AU B) = B. (g) Explique en
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palabras lo que el suceso (A U D) representa, jes cierto que (AU D) = (BUD)? (h)
iSon Ay C disjuntos?, jqué hay de Ay D?

Ejercicio 3. En lo que sigue A, B y C' denotaran sucesos asociados con un cierto
experimento. Clasifique cada una de las siguientes afirmaciones como verdadera o
falsa. En caso de verdadera, explique y/o demuestre la afirmacién. En caso de falsa,
entregue un contraejemplo.
(a) Si es posible que A y B ocurran simultdneamente entonces A = B.

) Si cada vez que A ocurre, B no lo hace, entonces A C B°.

) Si A no ocurre entonces B tampoco ocurre, y viceversa, entonces A = B.
d) Si Ay B no pueden ocurrir simultdneamente entonces (AN B) = (.

) Si cada vez que Ay B ocurren, C también ocurre, entonces C C (AU B).

) Si cada vez que A ocurre, B y C ocurren, entonces A C (BN C).

Seccion 1.2.

Ejercicio 4. Una persona arroja al azar una pelota saltarina dentro de un cilindro
cuya base tiene pintado los colores rojo, blanco y azul en las siguientes proporciones
(ver Figura 1.2): 50 % rojo, 37.5 % blanco, y 12.5 % azul. ;Cuél es la probabilidad de
que la pelota quede estatica sobre la zona blanca?; jcudl es la probabilidad de que
la pelota repose sobre la zona roja o blanca? Después de 60 lanzamientos, ;cuantas
veces se espera que la bola termine reposando sobre la zona blanca?, ;qué hay acerca
de la zona roja o blanca?

=

FIGURA 1.2

Ejercicio 5. Considere un colegio cuyos alumnos satisfacen las estadisticas entre-
gadas en la Tabla 1.1. Suponiendo que un estudiante se escoge al azar, jcudl es la
probabilidad de que éste sea varén?, ;cual es la probabilidad de que éste sea mujer
y su madre tenga un grado profesional?, jcudl es la probabilidad de que el padre no
tenga un grado profesional?

Ejercicio 6. Raiil tiene tres monedas de $50 y dos de $100 en su bolsillo derecho,
y cinco monedas de $50 y una de $100 en su bolsillo izquierdo. (a) ;Cudl es la pro-
babilidad de que éste saque una moneda de $100 de su bolsillo derecho?, jqué hay

46



MANUEL LLADSER

Padre Padre Madre Madre
con grado sin grado con grado sin grado
profesional profesional profesional profesional
Estudiantes 25.6 % 8.4% 16.8% 17.2%
mujeres
Estudiantes 37.9% 28.1% 52.6% 13.4%
varones
TaBrA 1.1

de su bolsillo izquierdo? Asuma que Rail saca las monedas al azar de sus bolsillos.
(b) ;Cuéntas monedas de $100 tiene Ratl que agregar a cada bolsillo, para que la
probabilidad de sacar una moneda de $100 sea la misma en ambos bolsillos?

Seccion 1.3.

Ejercicio 7. En el Ejercicio 4: jcudl es la probabilidad de que la pelota termine
reposando en la zona azul, dado que terminé reposando en la zona blanca o azul?,
jcudl es la probabilidad de que ésta termine reposando en la zona roja, dado que no
terminé reposando en la zona azul?

Ejercicio 8. Considere el experimento donde se lanza un dado equilibrado dos veces
y el suceso A="“la primera cara es un 2”. Determine la probabilidad condicional
P(A | B) para cada uno de los siguientes casos: (a) B=“la primera cara es un 2”7, (b)
B="la primera cara es un 4”7, (¢) B=“la segunda cara es un 4”, (d) B=*“la suma de
la primera y segunda cara es un 4”.

Ejercicio 9. Devuelta en las estadisticas del colegio en la Tabla 1.1, considere los
siguientes sucesos, relacionados con la seleccion de un estudiante al azar:

A = “el estudiante es mujer”;
B = “el padre del estudiante tiene un grado profesional”;
C = “la madre del estudiante tiene un grado profesional”.

(a) Determine la probabilidad condicional de B dado A, y de B dado A°. Basado en sus
calculos, jdiria usted que es mas probable que una estudiante mujer tenga un padre
con un grado profesional, que un estudiante varén? (b) Determine la probabilidad
condicional de C' dado A, y de C dado A€, ;dirfa usted que es mas probable que una
estudiante mujer tenga una madre con un grado profesional, que un estudiante varén?
(c) Basado en lo anterior, ;jtiene alguna influencia el sexo de un alumno sobre el grado
profesional del padre?, ;qué ocurre en el caso de la madre?

Ejercicio 10. Juan tiene dos hermanos, ;cudl es la probabilidad que su hermano
menor sea mujer dado que al menos uno de sus hermanos es mujer?
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Seccién 1.4.

Ejercicio 11. Imagine un estudio cognitivo donde se le entrega a un chimpancé un
teclado con los digitos 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 y un punto decimal. Asumiendo que las
teclas que marca el chimpancé son independientes de las que éste ha marcado en el
pasado o marcara en el futuro, jcudl es la probabilidad que en un cierto experimento,
éste comience escribiendo “3.1415”7 Explique los supuestos hechos en su célculo.

Ejercicio 12. Imagine que usted tira una moneda equilibrada tres veces. ; Qué pares
entre los siguientes sucesos son independientes?, json estos tres sucesos independien-
tes?

A = “la moneda sale cara en el segundo lanzamiento”,
B

C = “la moneda sale sello en el primer y tercer lanzamiento”.

“la moneda sale cara en exactamente un lanzamiento”,

Ejercicio 13. Considere nuevamente el juego discutido en el Ejemplo 1.12. (a) Si su
amigo afirma primero que “el segundo lanzamiento saldrd sello” y al tirar la moneda
usted obtiene el resultado (cara,cara,sello) y reporta devuelta que “el primer y
segundo lanzamiento son idénticos”, ;ha entregado usted informacion 1til a su amigo?
Explique. (b) Si su amigo afirma que “el primer y segundo lanzamiento son idénticos”
y al tirar la moneda usted obtiene el resultado (sello, cara, sello). {Qué afirmacién
podria usted reportar devuelta para no dar informacién til a su amigo? Explique.

Seccion 1.5.

Ejercicio 14. Considere sucesos Aj, A, ... tales que P(A;) = 1, para cada i > 1.
(a) Muestre que P(N?_; A;) = 1, para todo n > 1. (b) Use lo anterior para concluir
que P(N$2,A;) = 1. (En palabras, la interseccién de un nimero contable de sucesos
seguros i.e. con probabilidad 1 cada uno, es también un suceso seguro.)

Ejercicio 15. Considere el experimento donde se lanza indefinida e independiente-
mente una moneda con probabilidad p de salir cara. Muestre que si p < 1 entonces la
probabilidad de que todos los lanzamientos salgan cara es cero. Muestre que si p =1
entonces todos los lanzamientos saldran cara con probabilidad uno.

Hint: Para la segunda parte utilice el Ejercicio 14.

Ejercicio 16. Considere el experimento donde se lanza indefinida e independiente-
mente un dado equilibrado y el suceso A definido como “a partir de cierto momento
la cara lanzada serd 5 7. (a) Para cada n > 1 considere el suceso C,, definido como
“el n-ésimo lanzamiento resulta en la cara 5”. ;Qué representa el suceso N2, Cx? (b)
Muestre que P(N22, C) = 0, para cada n > 1. (¢) Muestre que A = U2 (N2, Ck),
y use el Teorema 1.7 para concluir que P(A) = 0.
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Problemas miscelaneos Capitulo 1.

Ejercicio 17. Volviendo al Ejercicio 4, imagine ahora que la persona arroja dos veces
la pelota saltarina adentro del cilindro: jcual es la probabilidad de cada uno de los
siguientes sucesos?

A = “la primera vez, la pelota reposa en la zona roja y la segunda, en la azul”;
B = “la primera vez, la pelota reposa en la zona azul y la segunda, en la roja”;
C = “la pelota reposa una vez en la zona roja y una vez en la zona azul”;

D = “en ambas instancias la pelota no reposa en la zona blanca”.

Ejercicio 18. Explique y/o demuestre las siguientes equivalencias l6gicas.
(a) A= B siy solosi A® = B¢,
(b) A C B siy solosi B®C A°.
(¢c) AC Bsiysolosi A\ B = 0.

Ejercicio 19. Jaime tiene dos monedas de $50 y tres de $100 en su bolsillo derecho,
y seis monedas de $50 y dos de $100 en su bolsillo izquierdo. Si Jaime mete la mano
en uno de sus bolsillos y saca una moneda al azar, ;cudl es la probabilidad de que
éste haya sacado la moneda de su bolsillo izquierdo, dado que la moneda que sacé era
de $1007

Ejercicio 20. Considere un experimento que tiene asociado un cierto espacio mues-
tral finito 2. Muestre que si cada uno de los resultados del experimento es igualmente
probable que cualquier otro entonces, dos sucesos A y B son independientes si y solo
si |Q-|ANB| = |A|-|B].

Ejercicio 21. Si el arquero de un equipo de fatbol protege exitosamente el arco, el
84 % de las veces, jcudl es la probabilidad de que éste protega exitosamente el arco
en tres ataques del equipo oponente?, jcudl es la probabilidad de que éste protega
exitosamente el arco en sélo dos de tres ataques del equipo oponente? Dado que el
arquero protegié exitosamente el arco en solo dos de tres ataques del equipo oponente,
jcudl es la probabilidad condicional de que éste haya protegido exitosamente el primer
y segundo ataque?

Ejercicio 22. (Férmula de Inclusién-Exclusién.) Considere una medida de probabi-
lidad P y sucesos A, By C. Muestre que: (i) P(AUB) = P(A) +P(B) —P(AN B), (ii)
P(AUBUC) =P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)—-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC).
Hint: Para la propiedad (i) muestre primero que (AU B) = AU (BN A°) y que
B=(BNnA°)U(BNA).Useque (AUBUC)=(AUB)UC y que (AUB)NC =
(AN C)U (BNC) para demostrar la propiedad (ii) a partir de la propiedad (i).

Ejercicio 23. Paulette va a cumplir 30 anos y tiene tres tias, Elsa, Maria y Carmen,
a las que les encanta preparar tortas de licuma o de chocolate para su cumpleanos.

La tia Elsa prepara una torta de licuma el 40 % de las veces, la tia Maria el 60 %,
y la tfa Carmen el 40 %. (a) ;Cudl es la probabilidad que la torta de cumpleanos de
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Paulette sea de licuma si cada una de sus tias puede perfectamente preparar la torta?
(b) Si treinta afios después Paulette sélo se acuerda que su torta fue de chocolate,
jcudl es la probabilidad que la tia Elsa haya preparado su torta 30 anos atras?

Ejercicio 24. (a) Muestre que si A y B son sucesos independientes entonces A y B¢
son también independientes i.e. P(A N B¢) = P(A) - P(B°). Use esto para demostrar
directamente que si A y B son independientes entonces A° y B son independientes, y
también lo son A°y B¢. (b) Més generalmente, muestre que 4y,..., A, son sucesos
independientes si y solo si P(N_, B;) = [[;—, P(B;), para By, ..., B, tal que B; = 4,
6 B; = Af.

Ejercicio 25. Pedro y Jorge son dos gemelos pequenios y muy competitivos. Considere
el experimento donde primero Pedro y luego Jorge escogen un nimero entero al azar
entre 1 y 5. Un espacio muestral posible para este experimento es el conjunto 2 de
todos los pares ordenados (z,y), con 1 < z,y < 5, donde z representa el niimero
escogido por Pedro e y el escogido por Jorge.

(a) ;Qué representa en palabras el suceso {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5)}?

(b) Para cada 1 <i <5, considere los sucesos P; = “Pedro escoge el ntimero i’ y
J; = “Jorge escoge el niimero i”. Represente P> y J3 como subconjuntos de
Q.

(c) Para cada (z,y) € 2 defina

1 .
poay =4 O LSTSYSSS
(@) 0, 1<y<az<b5.

Determine p(2,9), P(2,3) ¥ P(3,2)-

(d) Muestre que la funcién P(A) = Z(w,y)eAp(w,y)7 definida para A C €, es una
medida de probabilidad. Use esto para determinar la probabilidad del suceso
P5, y también la probabilidad condicional del suceso Js3 dado P.

(e) Més generalmente, para cada 1 < i < j < 5, determine P(P;) y P(J; | P).
Basado en su célculo determine si la siguiente afirmacién es verdadera o falsa:
Pedro escoge su nimero al azar entre 1 y 5, mientras que Jorge lo escoge entre
el nimero que escogié Pedro y 5.

Ejercicio 26. Considere una medida de probabilidad P y un suceso B tal que P(B) >
0. Muestre que si A, Ao, ... es una secuencia contable de sucesos disjuntos entonces
P(Uid; | B) = >, P(4i | B).

Ejercicio 27. La identidad dada en el Ejercicio 26, aplica solamente cuando el suceso
sobre el cual uno condiciona, permanece fijo. Muestre que este es el caso definiendo un
experimento y tres sucesos A, By C, con B y C disjuntos, tales que P(A | (BUC)) #
P(A| B)+P(A|C).

Ejercicio 28. Imagine que el personaje Mateo en el Ejemplo 1.19 es de apellido pa-
terno Gonzélez. (a) Determine para cada i € {0, 1,2} la probabilidad que Mateo tenga
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exactamente i hijos varones. (b) Usando los supuestos discutidos en este ejemplo, de-
termine la probabilidad que en la descendencia de Mateo continuara para siempre el
apellido Gonzélez.

Ejercicio 29. Para cada entero ¢ > 1 considere el suceso A; = ). Use la sigma aditi-
vidad y que para cada n > 1, ) = U™, A;, para concluir que P(f)) = 0.

Hint: Observe que Ay, ..., A, son sucesos disjuntos. Demuestre el resultado por con-
tradiccién asumiendo que P(f)) > 0. (Esto demuestra la identidad en (1.8).)

Ejercicio 30. Use la sigma aditividad para demostrar que P(A) + P(A€) = 1, para
cada suceso A. Use que P(A) > 0y P(A¢) > 0, para concluir que 0 < P(A) < 1. (Esto
demuestra las identidades en (1.9) y (1.10).)

Ejercicio 31. Use que si A C B entonces B = (B \ A) U A para demostrar que
P(B\A) = P(B)—P(A). Concluya a partir de esto que P(A) < P(B). (Esto demuestra
las identidades en (1.11) y (1.12).)

Comentarios de final de capitulo

En el formalismo de la teoria de la medida, una coleccién F de subconjuntos del espacio
muestral ) es llamada sigma-dlgebra si:

(a) Qe F,
(b) si A € F entonces A° € F,y
(c) si A1, Az, ... € F es una secuencia contable de sucesos, entonces U2, A; € F.

En palabras, una sigma-algebra de €2 es cualquier coleccién de subconjuntos del espacio mues-
tral que contiene a €2, y que es cerrada bajo complementacién y uniones contables de con-
juntos en ella. (F es llamada dlgebra cuando la propiedad (c) aplica, en principio, solamente
para secuencias finitas de sucesos en F.) Generalmente, hay muchas sigma-algebras asocia-
das a un mismo espacio muestral. Por ejemplo, para todo suceso B C Q, F = {Q,0, B, B°}
es una sigma-algebra. Por otro lado, el conjunto P(2) de las partes de €2, definido como
P(2) ={A| A C Q}, es otro ejemplo de sigma-dlgebra. Este conjunto también es llamado
conjunto potencia de ).

Dada una sigma-algebra F, una transformacién P : 7 — R se dice que es una medida de
probabilidad si satisface las condiciones dadas en (1.2)-(1.4), aunque la condicién P(A) > 0 es
exigida sdlo para A € F, y la sigma aditividad solamente cuando A1, As, ... es una secuencia
contable de sucesos disjuntos en F.

Un espacio probabilistico es un trio-ordenado (2, F,P), donde F es una sigma-élgebra
de subconjuntos de 2 y P : F — R es una medida de probabilidad.

La definicién de sigma-algebra es en gran parte motivada por las propiedades que defi-
nen una medida de probabilidad. En el caso de un espacio muestral contable, la frecuencia
asintética de cada uno de los resultados posibles es suficiente para definir P sobre el con-
junto de las partes de €2, tal como vimos en el Ejemplo 1.3. Por otro lado, cuando ) es
infinito aunque no contable, por ejemplo, 2 = R, a veces no es posible definir P(A), para
todo A € P(), y a la vez satisfacer las propiedades (1.2)-(1.4). El uso de sigma-dlgebras es,
por lo tanto, mucho méas que un formalismo matemé&tico. En el caso de espacios muestrales
infinitos no contables, la construccién, y de hecho la existencia y unicidad de una medida de
probabilidad P, con ciertas caracteristicas, estd generalmente dada por el siguiente resultado.
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Teorema 1.9. Teorema de Carathéodory.

Si A es un dlgebra y P : A — R es una funcidn que satisface: (i) P(Q) = 1; (ii) P(A) > 0,
para todo A € F; y (iin) P(UiZ1Ai) = >0 P(As), para toda secuencia finita de sucesos
disjuntos Ax, ..., A, € F; entonces eziste una sigma-dlgebra mds pequeria F C P () tal que
A C F, y P admite una tunica extension a una medida de probabilidad P : F — R.
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Capitulo 2: Variables aleatorias

En este capitulo introduciremos el concepto de variable aleatoria. También defini-
remos la funcién de distribuciéon asociada con una variable aleatoria y veremos que
esta funcién sintetiza toda la informacién relevante para determinar probabilidades de
sucesos relacionados con dicha variable. Luego introduciremos los conceptos de varia-
ble aleatoria discreta y continua. Variables aleatorias de este tipo son comunes en la
mayoria de los experimentos y a lo largo de la monografia veremos una serie de propie-
dades satisfechas por cada una de ellas. En el Capitulo 4 presentaremos (con nombre
y apellido) algunas de las variables aleatorias discretas y continuas mds sobresalientes.
Para finalizar el capitulo introduciremos el concepto de igualdad en distribucién y el
de independencia entre variables aleatorias. Ambas nociones son fundamentales para
el modelamiento probabilistico de experimentos y seran clave en dos de los teoremas
mas celebrados de la teoria de probabilidades: la Ley de los Grandes Numeros y el
Teorema Central Limite.

2.1 ;Qué es una variable aleatoria?

En un sentido amplio una variable aleatoria es una cantidad numeérica asociada al
resultado de un experimento. El término “variable aleatoria” quiere, por lo tanto,
decir “cantidad incierta”. El interés en estos objetos radica en el hecho, que en la
mayoria de los experimentos uno no estd interesado en el resultado per se, pero si en
una o varias cantidades numéricas asociadas a este resultado.

En términos més precisos, si €2 es el espacio muestral asociado con un cierto expe-
rimento, entonces una variable aleatoria (de ahora en adelante v.a.) asociada con este
experimento es cualquier funcién X : 2 — R. Como el resultado w del experimento
es incierto, entonces X (w) es también una cantidad incierta. Generalmente usaremos
las letras X, Y, Z, o a veces X1, X2, X3, etc para denotar variables aleatorias.

Dado un conjunto I C R (generalmente un intervalo), el suceso “el niimero obte-
nido al transformar el resultado del experimento a través de la funciéon X pertenece
a I” serd denotado como [X € I]. Este suceso es nada menos que a la pre-imagen del
conjunto I a través de la funcién X i.e.

Xell={weQ| X(w) eI}
Usualmente denotaremos la probabilidad de este suceso como P[X € I].

Ejemplo 2.1. Para fijar ideas, considere el experimento donde se registra la asistencia
a clase en un curso de treinta alumnos. Una v.a. asociada con este experimento es el
nimero de alumnos presente en clase. Si denotamos este niimero como X entonces
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el suceso “ningiin alumno se aparecié en clase” puede reescribirse como [X = 0]. Por
otro lado, el suceso “al menos dos tercios de los alumnos asisti6é a clase” corresponde
a [20 < X < 30]. También podemos reescribir este suceso como [X > 20]. Esto se
debe a que la pre-imagen del intervalo cerrado [20, 30] bajo la transformacién X es la
misma que el intervalo [20, 4+-00) en este caso (4por qué?).

Para determinar las probabilidades de los sucesos anteriores necesitamos mas
informacion acerca de los alumnos inscritos en el curso. Pese a esto, las siguientes
propiedades aplican para cualquier medida de probabilidad P y v.a. X asociada con
este experimento:

(2.1) PXeR]=1,
(2.2) para todo conjunto I C R, P[X € I] >0,

(2.3) sily,Is,... C R es una secuencia contable de conjuntos disjuntos entonces
o0
P(existe n > 1 tal que X € I,,) = ZIP’[X € I,).
n=1

Estas propiedades son consecuencia directa de las tres propiedades bésicas que toda
medida de probabilidad debe satisfacer (Seccién 1.2). Por ejemplo, como X : Q@ — R
es una funcién entonces la pre-imagen de R a través de X es Q i.e. [X € R] = Q. Por
lo tanto, P[X € R] = 1. Por otro lado, si I3, I3, ... son subconjuntos disjuntos de R
entonces también lo son los sucesos [X € I1],[X € Is],... (4por qué?). En particular,
la sigma aditividad implica que

P(existe n > 1 tal que X € I,,) =P <U (X e In]> =Y PIX €1,).

n=1 n=1

La discusion anterior se extiende de forma natural a més de una variable aleatoria.
Por ejemplo, si I1, I, ... C R es una secuencia contable de conjuntos y X;, Xo, ... son
variables aleatorias entonces el suceso “para cada i, el niimero obtenido al transformar
el resultado del experimento a través de la funcién X; pertenece a I;” serd denotado

como [X; € I, X5 € I,...]. Equivalentemente, lo siguiente aplica por definicién:
(X1 €, Xs €I, ] = (|[Xn € L.
n=1

Ejemplo 2.2. Para fijar ideas retomemos el ejemplo donde se registra la asistencia
a clase en un curso de treinta alumnos. Imagine que el curso estd compuesto por
doce ninas y dieciocho ninos. El profesor del curso podria estar interesado e.g. en el
potencial efecto del sexo, en la asistencia a clase. Dos variables naturales a considerar
en este caso son

X

Y = el nimero de ninos presente en la clase.

el nimero de ninas presente en la clase,
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El suceso “todas las nihas asistirdn a clase” puede representarse como [X = 12],
mientras que el suceso “al menos la mitad de los nifios asistira a clase” puede repre-
sentarse como [Y > 9]. En particular, [X = 12,Y > 9] corresponde al suceso “todas
las ninas y al menos la mitad de los ninos asistiran a clase”. Por otro lado, el suceso
“el niimero de ninas excederd el nimero de nifnos presente en clase” corresponde al
suceso [X > Y]. Nuevamente necesitamos mds informacién acerca de los alumnos
inscritos en el curso para determinar probabilidades. Sin embargo, cualquiera sea la
medida de probabilidad P utilizada, la sigma aditividad implicard e.g. que

PIX>Y]=P| | JX=iY=j]]| =) PX=iY=j]
(i,4) (1.5)
Los indices (i, j) en la unién y suma anteriores son pares ordenados de nimeros enteros
tales que 0 <7< 12,0 <5 <18, e > j. Este conjunto es finito y la probabilidad de
la unién corresponde a la suma de las probabilidades ya que, por ejemplo, los sucesos
[X =3,Y =2]y [X =4,Y = 1] no pueden suceder simultdneamente.

Ejemplo 2.3. Considere el experimento que consiste en lanzar dos dados equilibra-
dos. Si apostdramos con un amigo al valor mas alto entre las dos caras, ja qué valor
debieramos apostar para tener una posibilidad mdzima de ganar?

Denotaremos como X la cara mas alta entre los dos dados. Por ejemplo, si ambos
dados salen 4 entonces X = 4. Por otro lado, si un dado sale 3 y el otro 5 entonces
X = 5. Claramente, X sélo puede tomar los valores 1, ..., 6.

Para responder a la pregunta necesitamos determinar k € {1,...,6} para el cual,
la probabilidad del suceso [X = k] es méxima. Por ejemplo, el suceso [X = 1] sélo
puede ocurrir si el primer y segundo dado salen 1. Como la probabilidad de esto es
1/36, P[X = 1] = 1/36. Por otro lado, [X = 2] sucede solamente si uno de los dados
sale 2 y el otro sale 1, o ambos dados salen 2. Como cada uno de estos tres casos tiene
probabilidad 1/36 entonces P[X = 2] = 1/12. El suceso [X = 2] es por lo tanto tres
veces mas probable que el suceso [X = 1].

Maés generalmente, para k € {1,...,6}, el suceso [X = k] ocurrird sélo si ambos
dados toman el valor k, o uno de los dados sale k y el otro toma un cierto valor entre
1y (k—1). Como en total hay (1+2(k—1)) = (2k — 1) casos diferentes a considerar,
cada uno con una posibilidad de 1/36, se tiene que

2k —1

36
para cada k € {1,...,6}. La posibilidad del suceso [X = k] es, por lo tanto, mdxima
cuando k = 6 (gpor qué?). En particular, si apostdramos con un amigo al valor mds

alto entre las caras lanzadas de dos dados equilibrados, la estrategia éptima es apostar
a la cara 6.

PIX = k] =

Ejemplo 2.4. Considere el experimento donde se registra el lapso entre un sismo y
otro en la ciudad de Iquique. Una v.a. de interés asociada con este experimento es
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el tiempo transcurrido entre el ultimo y el préximo sismo. Usando T para denotar
esta v.a., el rango de T es el intervalo abierto (0,400). Debido a razones que justifi-
caremos en la Seccién 4.5, para cada t > 0, asignaremos al suceso “el siguiente sismo
ocurrird dentro de los proximos t dias” la probabilidad

(2.4) P[T <t]=1-e*.

Arriba, el nimero ) es el promedio de sismos que se registran por dia. Por ejemplo, si
la variable ¢ se mide en dias, y en promedio se registran tres sismos cada dos semanas
entonces A = 3/14. (¢t y X\ pueden medirse en otras unidades siempre y cuando la
cantidad At es un escalar sin unidades.)

Usando el modelo probabilistico anterior podemos determinar la probabilidad de
cualquier suceso de interés asociado a la v.a. T. Por ejemplo, la probabilidad del
suceso “no se registrard ningiin sismo al menos una semana después del ultimo” es

PT>7=1-PT<7=1-(1-e)=e"\

Por otro lado, la probabilidad del suceso “el préximo sismo se registrard dentro de
las siguientes dos semanas, pero no antes de una semana a partir del ultimo sismo”
viene dada por P[7 < T' < 14]. Pero note que [7 < T' < 14] = [T' < 14]\ [T' < 7]. Como
[T <7 CI[T < 14] (gpor qué?), la identidad en (1.11) implica que

P7T<T<14=PT <14 -PT<7=1-e"™)—(1-e™)=e™ -1\

Intuitivamente, la probabilidad que el préximo sismo ocurra exactamente en 7
dias, 3 horas, 17 minutos, 42 segundos, etc; debiera ser cero. Usando la misma ldgica,
para cada t > 0, el suceso [T = t] debiera tener probabilidad cero. sEs esta intuicion
consistente con el modelo probilistico bajo uso? Para responder la pregunta observe
que [T =t Ct—1/n<T <t+1/n|, para todo n > 1. Usando (1.3) y (1.12), esto
implica que

0< PT=¢t < Pit—1/n<T<t+1/n],
= P[T<t+1/n]-P[T <t-—1/n],
e—)\t(ez\/n _ e—)\/n).

En particular, como (spor qué?)

lim ef)‘t(e)‘/” - ef)‘/") =0,
n— o0

las desigualdades anteriores implican que P[T" = t] = 0, para cada t > 0.

2.2 Funcién de distribucion

En esta seccién introduciremos el concepto de funcién de distribucién asociado con
una variable aleatoria. Veremos en la Seccién 2.2.1, que la funcién de distribucién
de una v.a. condensa toda la informacion disponible acerca de su comportamiento
probabilistico. En la Seccién 5.1, veremos como simular cualquier v.a. a partir de su
funcién de distribucion.
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Definicién 2.1. La funcidn de distribucion de una v.a. X es la transformacién Fx :
R — R definida como Fx(z) = P[X < z], para todo = € R.

Para fijar ideas consideraremos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.5. Imagine un cierto experimento que tiene asociado una v.a. X tal que
Fx(In(2)) = 3/7. Determine Fy(2) si Y = eX. En efecto, debido a la definicién, se
tiene que

Fy(2) =PlY < 2] =PleX <2 =P[X < In(2)] = Fx(In(2)) = 3/7.

Ejemplo 2.6. Considere el experimento que consiste en lanzar un dado equilibrado
y la v.a. definida como

Y — 0, siel lado del dado es menor o igual a 2;
1, en caso contrario.

Demostraremos que (ver Figura 2.1(a))

0, x < 0;
(2.5) Fx(z)=1¢ 1/3, 0<z <1,
1, x> 1.

En efecto, X sélo puede tomar el valor 0 o 1. En particular, P[X < z] = 0, para todo
x <0,y P[X <z] =1, para todo > 1. Por otro lado, si 0 < 2 < 1 entonces

PX <z] = PX <0]+PX =0]+P0< X <z,
= 0+ Pldado=162]+0=1/3,
lo que establece el resultado.

Ejemplo 2.7. Considere el experimento donde se escoge un nimero X equidistri-
buidamente en el intervalo [—1,1]. Esto se interpreta como sigue: si dos intervalos
I1,J C [-1,1] tienen el mismo largo entonces, sin importar su ubicacidn relativa, se
tiene que P[X € I] = P[X € J]. La probabilidad de que X pertenezca a un subinterva-
lo de [—1, 1] depende, por lo tanto, sélo de su largo. En particular, e.g. si duplicdramos
el largo de un intervalo (sin salirnos de [—1,1]) entonces la probabilidad de que X
tome un valor en dicho intervalo también debiera duplicarse. Esto es posible sélo si la
probabilidad de que X tome un valor dentro de un cierto intervalo es proporcional a
su largo. Como X estd obligada a tomar un valor en el intervalo [—1, 1], la constante
de proporcionalidad tiene que ser 1/2. Por lo tanto

largo(I)

PX el] = , para todo intervalo I C [—1,1].

Usando la identidad anterior mostraremos que (ver Figura 2.1(b))

0, T < —1;
(2.6) Fx(r)={ =, -1<z<l
1, x> 1.
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En efecto, observe que P[X < z] =0siz < -1,y P[X <z] =1six > 1. Por otro
lado, si —1 < x < 1 entonces
largo[—-1,z] x+1

PIX <] = P[X < —1] +P[X € [-1,a]] = 0+ =05 = T2,

lo que establece el resultado.

Ficura 2.1. (a) Grafo asociado a la funcién de distribucién de la
v.a. X del Ejemplo 2.6. (b) Grafo de la funcién de distribucién de la
v.a. X del Ejemplo 2.7.

En lo que sigue diremos que una funcién F' : R — R tiene limite a la izquieda
si, para todo z € R, el limite lim,_,,- F'(y) existe. Por otro lado, diremos que F' es
continua a la derecha si, para todo x € R, lim,_, .+ F'(y) = F(x).

Toda funcion continua tiene limite a la izquieda y es continua a la derecha. Esto
se debe a que si F' es continua entonces las siguientes identidades aplican:

lim F(y) = lim F(y) = lim F(y) = F(x).
Yy—x y—x— y—xt

La funcién de distribucién de cualquier v.a. tiene cinco propiedades fundamen-
tales que demostraremos a continuacién. Las propiedades (d)-(e) establecen que Fx
tiene limite a la izquierda y es continua a la derecha. Las propiedades (a)-(c) esta-
blecen que Fx(x) es una funcién creciente que converge a 1 cuando x — (+00) y
a 0 cuando x — (—o00). La intuicién detrds de esto es la siguiente. Claramente, si
X < —10 entonces X < 100 y, por lo tanto, la posibilidad del suceso [X < —10]
debiera ser menor que la del suceso [X < 100]. Por lo mismo, los sucesos [X < —10],
[X < —100], [X < —1000], etc tiene una probabilidad cada vez mds pequeiia. Esta
probabilidad tiene que aproximarse a cero ya que, en el caso contrario, X tendria
una probabilidad estrictamente positiva de tomar el valor (—o0). Sin embargo, esto
ultimo no es posible ya que X sélo puede tomar valores reales (ver Seccién 2.1). Un
argumento similar muestra que los sucesos [X < 10], [X < 100], [X < 1000], etc, tie-
ne una probabilidad cada vez més cercana a uno. El lector podrd facilmente verificar
todas éstas propiedades inspeccionando los grafos de la Figura 2.1.

De ahora en adelante usaremos el término funcion de distribucion para referirnos
a cualquier funcién que satisfaga las propiedades (a)-(e) que siguen. Veremos en la
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Seccién 5.1 que toda funcién de distribucién es de hecho la funcién de distribucién de
una cierta variable aleatoria.

Teorema 2.2. Si X es una v.a. entonces su funcion de distribucion satisface las
siguientes propiedades: (a) Fx es creciente, (b) lim,_, o Fx(x) =0,

(c) limy 100 Fx(z) =1, (d) Fx tiene limite a la izquierda, (e) Fx es continua a la
derecha.

Demostracién. Para demostrar (a) observe que si z; < x9 entonces [X < z] C
[X < x5] y, por lo tanto, Fx(x1) = P[X < 21] < P[X < 23] = Fx(z2). Esto muestra
la parte (a) en el teorema.

En lo que sigue sdélo demostraremos las partes (b) y (d), dejando las partes (c) y
(e) como ejercicio al final del capitulo. Para demostrar la parte (b) y usando que F
es creciente tenemos que

lim Fx(z)= lim Fx(—n)= lim P[X < —n).

r——00 n—-+o0o n—-+00

Pero observe que los sucesos [X < —n], con n > 1, decrecen con n al suceso [para
todon > 1, X < —n]. Como X solamente toma valores reales, este ttimo suceso es
vacio. Por lo tanto, y de acuerdo al Teorema 1.8, se tiene que

lim PX < —n] =P(0) =0,

n—+00
lo que demuestra la parte (b). Finalmente, con relacién a la parte (d) demostraremos
mas generalmente que

(2.7) lim Fx(y) =P[X < «],

Yy—xr—
para todo x € R. En efecto, usando que F'x es una funcién creciente se tiene que
lim Fx(y) = lim Fx(z—1/n)= lim P[X <z —1/n]=P[X < z],
y—z— n—00 n—00
donde para la tltima igualdad hemos usado que los sucesos [X < z — 1/n], con
n > 1, crecen al suceso [X < z| (spor qué?). Esto demuestra que Fx tiene limite a la
izquierda y concluye la demostracion del teorema. O

2.2.1 Probabilidades computables a partir de F.

Una consecuencia importante de la demostracion del Teorema 2.2 es que la funcién
de distribucién de una v.a. X, puede utilizarse para determinar la probabilidad que
ésta tome un valor en cualquier intervalo I C R y no solamente intervalos de la forma
(—o0, 2], con z € R. En efecto, usando que el suceso [X < z] se reescribe como la
unién disjunta de los sucesos [X < z] y [X = z] encontramos que
PX <z]|=PX < z]+P[X = z].
Por lo tanto, y de acuerdo a la identidad en (2.7), deducimos que
(2.8) PX =z] = Fx(x) — Fx(z7),
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para todo « € R, donde hemos definido

Fx(xz7)= lm Fx(y).

Yy—xr—

Finalmente, usando la definicién de Fx y la identidad anterior, se puede demostrar
para todo a < b las siguiente identidades:

(2.9) PX >a] = 1-Fx(a);

(2.10) Pla< X <b] = Fx(b)— Fx(a);
(2.11) Pla< X <b = Fx(b) - Fx(a™);
(2.12) Pla< X <b = Fx(b")-Fx(a™);
(2.13) Pla<X <b = Fx(b™)— Fx(a).

Por ejemplo, la primera identidad se deduce directamente del hecho que el suceso
[X > a] es el complemento del suceso [X < al. Por otro lado, la segunda identidad se
deduce del hecho que [a < X <b] =[X < b\ [X <a]y que [X <a] C[X <?]. Un
razonamiento similar demuestra las otras tres identidades.

En palabras, la identidad en (2.8) significa que la probabilidad de que X tome
exactamente el valor x es igual al tamano de la discontinuidad de su funcién de dis-
tribucién sobre el punto x. En particular, la funcién de distribucion de X es continua
sobre un punto x si y solo si la probabilidad del suceso [X = x| es cero. Por ejemplo,
en la Figura 2.1(a) vemos que el suceso [X = 4/5] tiene probabilidad cero, mientras
que el suceso [X = 1] tiene probabilidad (1 —1/3) =2/3.

Por otro lado, debido a (2.13), Fx permanece constante sobre un intervalo abierto
st y solo si la probabilidad de que X tome un valor en dicho intervalo es cero. Por
ejemplo, como la funcién de distribucién en la Figura 2.1(a) permanece constante en
el intervalo abierto (1/5,4/5) entonces el suceso [1/5 < X < 4/5] tiene probabilidad
cero.

Las observaciones anteriores resultan muy tutiles para especificar, rapidamente, la
funcién de distribuciéon de una serie de variables aleatorias. Pondremos en practica
estos principios en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.8. Si X denota la cara lanzada de un dado equilibrado entonces F'x tiene
que ser una funcién discontinua en x = 1,2,3,4,5 6 6. Mas aun, el tamano de la
discontinuidad de Fx en cada uno de estos puntos tiene que ser 1/6. Por otro lado,
como estos son los unicos valores posibles para X entonces Fx tiene ser continua
sobre cualquier ¢ {1,2,3,4,5,6}. De hecho, Fx tiene que permanecer constante
sobre cada uno de los intervalos abiertos (—oo, 1), (1,2), (2,3), (3,4), (4,5), (5,6) y
(6,00) ya que de lo contrario X tomaria valores dentro de estos intervalos. Usando
que F'x es continua a la derecha con limite a la derecha, es ficil deducir de éstas
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observaciones que (ver Figura 2.2)

0, T <l
1/6, 1<z<2;
2/6, 2<z<3;
Fx(z)=<} 3/6, 3<z<4;
4/6, 4 <z <5;
5/6, 5 <z <6;
1, 6 <ux.
Fx(z)
I e b ~—
o —
Y ERRREELELEE R —
1/2 prmmmmmmmmmmmoees — : !
1/3 frm-mmmm- -— |
U6 [prmme—= 1
1 L L L L > T
1 2 3 4 5 6

FiGura 2.2. Funcién de distribucion de la cara observada al lanzar
un dado equilibrado.

2.3 Variables aleatorias discretas

Recordemos que un conjunto A se dice contable si es finito o enumerable. Esto iltimo
es equivalente a la existencia de una transformaciéon h : A — N que es biyectiva.
Ejemplos de conjuntos contables no finitos incluyen N y Z. Sin embargo, cualquier
subconjunto de los niimeros reales que contiene un intervalo de largo estrictamente
positivo no es contable.

En términos generales una v.a. discreta es un ntmero aleatorio que solamente
puede tomar valores dentro de un cierto conjunto contable. La definicién precisa es la
siguiente.

Definicién 2.3. Una v.a. X se dice discreta si existe un conjunto contable A C R
tal que P[X € A] = 1.

Las variables aleatorias discutidas en los Ejemplos 2.3, 2.6 y 2.8 son ejemplos de
variables aleatorias discretas. Otros ejemplos son los siguientes:

Considere el experimento que consiste en lanzar dos dados. El valor de la cara
mas baja es una v.a. discreta pues, con probabilidad uno, ésta tomara un valor en el
conjunto finito {1,2,3,4,5,6}. La suma de las caras de los dados es también una v.a.
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discreta ya que sélo puede tomar valores en el conjunto {2,3,...,12}, que es finito. La
razon entre la cara mas baja y la més alta es otro ejemplo de una v.a. discreta. Esta
v.a. sélo puede tomar valores en el conjunto finito de valores {i/j : 1 <i < j < 6}.

Considere ahora el experimento que consiste en lanzar una moneda equilibrada.
El niimero de lanzamientos hasta observar la primera cara es una v.a. discreta ya
que ésta s6lo puede tomar valores en el conjunto enumerable {1,2,3,...}. Por otro
lado, el niimero de sellos entre dos caras consecutivas es también un ejemplo de
v.a. discreta. Esta variable sélo puede tomar valores en el conjunto {0,1,2,...} con
probabilidad uno. Finalmente, el nimero de lanzamientos hasta observar por primera
vez la secuencia: cara, sello, sello, sello, es también una v.a. discreta que sélo puede
tomar valores en el conjunto enumerable {4,5,6,...}.

Otros ejemplos de variables aleatorias discretas son el nimero de llamadas a una
oficina en un intervalo de tiempo dado, o el nimero de gotitas de agua que sacudiran
una cierta seccion del suelo durante un chaparréon de agua.

iNo toda v.a. es discreta! Por ejemplo, la v.a. T' que mide el tiempo transcurrido
entre el ultimo y préximo sismo en la ciudad de Iquique (Ejemplo 2.4) no es discreta.
Esto se debe a que P[T' = t] = 0, para todo ¢t € R. En particular, si A C R es un
conjunto contable entonces la sigma aditividad implica que

PIT € A]=) P[T =1 =0.
teA

Por lo tanto, no existe un conjunto contable A C R tal que P[T" € A] = 1i.e. T no
puede ser una v.a. discreta. T’ es, sin embargo, un caso especial de lo que se llama
una v.a. continua, que introducimos a continuacién.

2.4 Variables aleatorias continuas

Una v.a. continua es un numero aleatorio cuya probabilidad de caer en un intervalo
arbitrario, estd dada por el drea contenida entre dicho intervalo y el grafo de una
cierta funcion. La definicién precisa es la siguiente:

Definicién 2.4. Una v.a. X se dice continua si existe una funcién f : R — R4
continua excepto sobre un ndmero finito de puntos (i.e. existe un conjunto finito D y
posiblemente vacio tal que f es continua sobre todo x ¢ D) tal que

(2.14) PIX € 1] = /If(x) de,

para todo intervalo cerrado I C R. En este caso decimos que f es una funcion de
densidad para X.

Usaremos la notacién fx cuando queramos enfatizar que una v.a. X tiene funcién
de densidad fx. Observe que la misma funciéon f puede intergrarse sobre diferentes
intervalos para determinar la probabilidad que X tome valores en dichos intervalos.
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Mas atin, se tiene que
/ f(x)de =P[X e R] =1.
R

Esto motiva el término de funcion de densidad para referirnos a cualquier funcién
f R — R,, continua fuera de un cierto conjunto finito de puntos y tal que

/Rf(x)dac =1

Ejemplo 2.9. Considere una v.a. X con funcién de densidad

. 21:6’*”’32, x> 0;
) = { 0, z < 0.

Observe que f > 0y que f es continuamente diferenciable excepto sobre el punto x =
0. Més atin, [, f(x)dx = 1; en particular, f es efectivamente una funcién de densidad.
Usando esta funcién podemos determinar la probabilidad de cualquier suceso asociado
a la v.a. X. Por ejemplo, se encuentra que

PX <-1] = /_:f(x)da::/_:de:O;

1/2 1/2 )
P-1<X<1/2 = @mx:/ dwe dp =1 — ¢~ 1/1,
1 0

PX >2] = /:C flz)de = /:C 2ze " do = e 4.

Ejemplo 2.10. Determine la funcién de distribucién de una v.a. X con funcién de
densidad
0 z <0
fx(z) = { 20 7
ﬁ, T Z 0.
Observe primero que Fx (t) = 0, para todo t < 0, debido a que fx es idéntica-
mente igual a cero sobre el intervalo (—oo, 0]. Por otro lado, si ¢ > 0 entonces

Fx(t)=P[X <t] = P[X €][0,1]],

= fx(z)dz,
0

/t 2 /1“2 L £2
= —_— AT = —_— :77
o (1+a2)? R A

donde para la peniltima identidad hemos susbtituido y = (1 + 2?) en la integral. La
funcién de distribucién de X viene, por lo tanto, dada por la férmula

0, t < 0;
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La terminologia usada en la Definicién 2.4 estd en parte motivada por el siguiente
resultado.

Teorema 2.5. Si X es una v.a. continua con funcion de densidad f entonces
P[X =t] =0, para todo t € R; en particular, Fx es una funcion continua. Mds ain,
Fx es continuamente diferenciable excepto sobre un niumero finito de puntos y

_ /_ ; () do

Reciprocamente, si existe una funcion f: R — Ry continua excepto sobre un nimero
finito de puntos, tal que la identidad anterior aplica para todo t, entonces X es una
v.a. continua con funcion de densidad f.

Demostracion Si X tiene funcién de densidad f entonces, para cada t € R, tenemos
que P[X f , f(z)dr = 0. Por lo tanto, y de acuerdo a la propiedad dada en
(2.8), F ( ) Fx(t ) Como Fx es continua a la derecha (Teorema 2.2), concluimos
que F'x es continua. Finalmente observe que

Fx(t) = P[X € (00, 1] :/_ @) de

para todo ¢t € R. En particular, y debido al Teorema Fundamental del Célculo, la
funcién Fx es diferenciable donde f es continua. Especificamente, Fi (t) = f(t) si
f es continua sobre t. Como f es continua fuera de un cierto conjunto finito, Fx es
continuamente diferenciable fuera de este conjunto, lo que demuestra la primera parte
del teorema.

Reciprocamente, supongamos que existe una funcién f continua excepto por un
cierto conjunto finito de puntos tal que la identidad anterior aplica. Entonces, F'x es
una funcién continua y en particular P[X = t] = 0, para cada ¢t € R. Por lo tanto, si
a < by debido a la identidad en (2.10) obtenemos que

PX € [a,0]] = P[ € (a,b]],
x (b) — Fx(a)

[

X es, por lo tanto, una v.a. continua con funcién de densidad f, lo que completa la
demostracion del teorema. |

Una consecuencia importante del teorema es que X es una v.a. continua, cuando
su funcién de distribucién es continuamente diferenciable excepto sobre un nimero
finito de puntos. En este caso su funcién de densidad puede obternerse directamente
via diferenciacion:

| Fi(z), siF% existey es continua sobre x;
(2.15) Fx(@)= { 0, en cualquier otro caso.

64



MANUEL LLADSER

Ejemplo 2.11. Para fijar ideas retomemos el experimento donde se registran los
tiempos de sismos en la ciudad de Iquique (Ejemplo 2.4). De acuerdo a lo discutido,
si T' denota el tiempo transcurrido entre el dltimo y proximo sismo y en promedio
se registran \ sismos por unidad de tiempo entonces P[T' < t] = 1 — e~ para todo
t > 0. En particular,
1—e M >0

FT(t):{ 0, t < 0.
La funcién anterior es continuamente diferenciable sobre R excepto por el punto ¢ = 0.
En particular, y debido a la identidad en (2.15), T es una v.a. continua con funcién
de densidad dada por la férmula

Xe Mt >0;

f(t):{ 0, t<o.

Es importante destacar que la funciéon de densidad de una v.a. continua no es
unica. Esto se debe a que es posible definir funciones de densidad diferentes que, sin
embargo, integran lo mismo sobre cada intervalo cerrado. Por ejemplo, la funcién

e Mt >0;
0, t < 0;

es también una funcién de densidad para la v.a. T en el ejemplo anterior. Esto se debe
a que f(t) = g(t) para todo ¢, excepto por t = 0. En particular, [, f(t)dt = [; g(t) dt,
para todo intervalo cerrado I C R. Si cambidramos el valor de la funcién g en un
segundo punto entonces obtendriamos una segunda funcién de densidad. Por lo tanto,
existe un sin fin de funciones de densidad asociadas a una misma v.a. continua. Uno
puede demostrar, sin embargo, que si f y g son funciones de densidad asociadas a
una misma v.a. entonces el conjunto de puntos {t € R : f(¢) # ¢(t)} es finito. Las
funciones de densidad asociadas a una misma v.a. son, por lo tanto, esencialmente
idénticas.

g(t) =

Ejemplo 2.12. Considere el experimento que consiste en lanzar al azar un dardo a un
blanco redondo de radio 1 unidad. Una v.a. interesante asociada con este experimento
es la distancia R entre el centro del blanco y el punto de impacto del dardo, jes R
una v.a. continua?

Claramente 0 < R < 1; en particular, Fr(r) =0sir <0,y Fgr(r)=1sir > 1.
Por otro lado, si (X,Y) denota el punto de impacto del dardo entonces para 0 < r < 1
se tiene que

(2.16) Fr(r) = P[0 < R < 1] = P[(X,Y) € C,],

donde C.. es el circulo con centro (0,0) y de radio r.

El hecho que (X,Y") es un punto equidistribuido se interpreta como sigue: si dos
regiones A, B dentro del blanco tienen la misma drea entonces, sin importar su ubi-
cacion relativa, los sucesos [(X,Y) € A] y [(X,Y) € B] tienen la misma probabilidad.
Esto significa que la probabilidad de que (X,Y") pertenezca a una cierta regién dentro
del blanco sélo depende del area de dicha regién. En particular, si duplicaramos el
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drea de una regién (sin salirnos del blanco) entonces la probabilidad de que el dardo
caiga en dicha regién también debiera duplicarse i.e. si drea(A) = 2-4rea(B) entonces
P[(X,Y) € A] = 2-P[(X,Y) € B]. Similarmente, si drea(A) = drea(B)/3 entonces
P[(X,Y) € A] =P[(X,Y) € B]/3. La probabilidad de que el dardo caiga en una cier-
ta regiéon A, adentro del blanco, es por lo tanto proporcional al drea de dicha region.
Como el area total del blanco es m, la constante de proporcionalidad tiene que ser
1/ para que las probabilidades estén acotadas entre cero y uno. Concluimos, por lo
tanto, que

irea(A
P(X,Y) e A] = %(), para toda regién A contenida en el blanco.
Devuelta en la identidad (2.16), la férmula anterior implica que
Fa(r) = Se2(C) _ % _
m ™
R tiene, por lo tanto, una funcién de distribucién dada por la férmula
0, r < 0;
Fr(r)y=14 %, 0<r<I;
1 r>1.

)

La funcién anterior es continuamente diferenciable sobre el conjunto de puntos
R\ {0,1}. (Fg es de hecho continuamente diferenciable en todo punto excepto r = 1.)
Por lo tanto, y de acuerdo a la identidad en (2.15), R es una v.a. continua con funcién
de densidad dada por la férmula

Oa 7"<0; .
fry=4 2, 0<r<t; _{% re0,1);
07 r> 1. 0’ r ¢ [07 1)

Observe que esta funcién es creciente entre cero y uno; en particular, R es mas
probable de tomar un cierto valor cerca de 1 que de 0. Debido a esto, en el juego del
lanzamiento de un dardo al blanco, el centro da mayor puntaje que el perimetro: la
légica es que un jugador que tira el dardo al azar, tendra tendencia a impactar mas
bien cerca del perimetro que del centro del blanco.

2.4.1 Variables aleatorias uniformes.

Este tipo de v.a. es un caso especial de variable aleatoria continua. En términos
generales, una v.a. uniforme sobre un intervalo dado es un nimero aleatorio que en
principio puede tomar cualquier valor en dicho intervalo, pero sin preferencia por un
cierto valor méas que otro. Esto se interpreta mateméticamente como sigue.

Definicién 2.6. Sean a < b numeros reales dados. Diremos que X es una v.a. uni-
forme en el intervalo [a,b] si X es una v.a. continua con funcién de densidad

_ 0, z & [a,b];
fla) = { 1/(b—a), € labl.
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En el caso anterior, anotaremos X ~ Uniformela, b].

Claramente P[X € [a,b]] = 1 i.e. X siempre tomard un valor entre a y b. Otra
consecuencia de la definicién es que

P[X € 1] = / L largo(l) _ largo(l)
rb—a

b—a  largoa,b]’

para todo intervalo cerrado I C [a,b]. Note, sin embargo, que si I = [c,d] entonces
PX = ¢ =P[X =d] =0 (gpor qué?). En particular, al remover uno o ambos de
los extremos de I la probabilidad del suceso anterior no cambia. Como el largo de
un intervalo no cambia si incluimos o no sus extremos, esta férmula también aplica
para todo intervalo I C [a,b]. La probabilidad del suceso [X € I] es, por lo tanto,
proporcional al largo de I cuando I C [a,b]. (La constante de proporcionalidad tiene
que ser 1/(b— a) para asegurar que las probabilidades anteriores estén acotadas entre
cero y uno.)

La identidad anterior justifica el término de “uniforme” en la Definicién 2.6:
si I,J C [a,b] son intervalos del mismo largo entonces, sin importar su ubicacion
relativa, se tendrd que P[X € I] = P[X € J]. La v.a. X no tiene, por lo tanto,
preferencia de ubicacién en el intervalo [a, b].

Una consecuencia inmediata de la discusiéon anterior es que

_largo(I Na,b])

2.17 PX el]|=PX e€lIn]a,bl =
(2.17) X € 1] =FlX € Info,b] = “EC 0
para todo intervalo I C R (spor qué?).
Ejemplo 2.13. Si X ~ Uniforme[—1,2] entonces
1 —1 1
PIX < 0] largo[~1,0] _ -
3 3
1 1/2,2 1
PX >1/2] = %: 3
1 —-1/3,3/2 11
P[-1/3< X <3/2] = w =

Ejemplo 2.14. Mariel es una profesora de colegio muy metddica y que cree ferviente-
mente en el dicho “es mejor prevenir que lamentar”. Al principio de cada clase Mariel
parte al azar—en dos pedazos—Ila tiza que utilizard para escribir en la pizarra y co-
mienza a escribir con el pedazo més corto. (Al partir la tiza en dos, es menos probable
que cada pedazo se rompa en trozos inttiles si la tiza se cae al suelo.) gQué fraccidn
del total de las clases, comenzard Mariel sus notas en el pizarrén con al menos 1/3
del largo original de la tiza?

Para responder la pregunta, definiremos el largo genérico de la tiza como una
unidad. Si X denota la distancia entre el extremo izquierdo y el lugar donde Mariel
partird la tiza, entonces es razonable suponer que X ~ Uniformel[0,1].
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Ellargo Y del pedazo de tiza con que Mariel comenzaré su clase es el més pequeno
entre X y (1-X),0seaY = min{X,1—X}. Observe que Y > 1/3siysolosi X > 1/3
y (1 — X) > 1/3. En particular, la respuesta a la pregunta planteada es

PY >1/3] = PX>1/3,(1-X)>1/3],
P[1/3 < X <2/3],
largo[1/3,2/3]
largo|0, 1]
En otras palabras, alrededor de un tercio de las clases, Mariel comenzara a escribir
en el pizarrén con al menos un tercio del largo original de la tiza.

=1/3.

El siguiente resultado nos permitira identificar mas facilmente cuando una v.a.
es uniforme. En términos generales, podemos decir que una v.a. es uniforme sobre un
intervalo [a,b] si Fx(a) =0y Fx(b) =1, y Fx crece linealmente entre a y b.

Teorema 2.7. X ~ Uniformela,b] si y solo si

0, T < a;
(2.18) Fx(x) = T a <z <b
1, x >b.

Demostracion. En efecto, si X ~ Uniformela,b] entonces el suceso [a < X < b]
tiene probabilidad uno y, en particular, Fx(xz) = 0, para < a, y Fx(x) = 1, para
x > b. Por otro lado, debido a la identidad en (2.17) obtenemos para a < z < b que

largo|a, =
Fy(z) = P[X < 2 = 2280l0.2]
b—a
lo que demuestra la férmula en (2.18). Reciprocamente, como la funcién en (2.18) es
continuamente diferenciable excepto sobre los puntos x = a y x = b, la identidad en

(2.15) implica que

0, z < a;
fx(x) = bia, a<z<b
0, x > b.
i.e. X ~ Uniformela,b]. Esto demuestra el teorema. O

Ejemplo 2.15. Para fijar ideas retomemos el ejemplo de la profesora Mariel, que
parte la tiza en dos al comenzar cada clase (Ejemplo 2.14). Segin vimos, el largo del
trozo con que Mariel comenzard a escribir en el pizarrén es Y = min{X,1 — X}, con
X ~ Uniformel0,1]. Mostraremos que Y ~ Uni formel0,1/2].

Primero note que Y < X y Y < (1 — X); en particular, Y < 1/2. Por otro lado,
como 0 < X < 1 entonces Y > 0. Por lo tanto, Fy(y) =0siy <0,y Fy(y) =1si
y > 1/2. Més aun, si 0 < y < 1/2 entonces

Fy(y) = Pmin{X,1-X} <y,
1-Pmin{X,1-X}>y|=1-Py< X <1-y],
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donde, para la dltima identidad, hemos usado que min{X,1 — X} > y es equivalente
aX >ye(l-X)>y. Finalmente, como X ~ Uniformel0, 1], la identidad en (2.17)
nos permite determinar que Fy(y) = 1 — largo(y,1 — y) = 2y. Obtenemos, por lo
tanto, que

0, y <0;
Fy(y) =4 2y, 0<y<1/2
1, y=>1

Como la funcién anterior crece linealmente entre entre 0 y 1/2, con Fx(0) = 0y
Fx(1/2) =1, el Teorema 2.7 implica que Y ~ Uniforme|0,1/2].

Para terminar esta seccién observe que si X es una v.a. uniforme en el intervalo
[a, b] entonces P[X = a] =0y P[X = b] = 0. En particular, los extremos del intervalo
[a,b] no juegan ningtin rol en la definicién de esta variable. Debido a esto, de aho-
ra en adelante usaremos la terminologia Uniforme(a,b), Uniforme(a,b] o incluso
Uniforme[a,b) como sinénimos de una v.a. uniforme en el intervalo [a, b].

2.4.2 El método del Jacobiano

En la Seccién 2.4 vimos cémo determinar la funcién de densidad de una v.a. continua
a partir de su funcién de distribucién. En esta seccién, veremos que si transformamos
una v.a. continua a través de una funcién continuamente diferenciable, entonces la v.a.
que resulta también serd continua. El primer método que presentaremos es un caso
especial del segundo, sin embargo, es instructivo presentar cada método por separado.

Teorema 2.8. Sea X una v.a. continua. Si I C R es un intervalo abierto tal que
PX €ll=1yg:I—R esuna transformacion continuamente diferenciable tal que
g (x) # 0, para todo x € I, entonces la v.a. Y = g(X) es también continua y con
funcion de densidad dada por la formula

- 0, siy ¢ g(I);
fr(y) = Ll siyeg(l) ey = g(a).

De las hipdtesis del teorema se deduce que g es una funcién continua y estric-
tamente creciente o estrictamente decreciente sobre el intervalo I (jpor qué?). En
particular, el rango de g i.e. el conjunto ¢g(I) es un intervalo abierto. M&s atn, si
y € g(I) entonces existe un tinico = € I tal que y = g(z). Por lo tanto, si g~! denota
la funcion inversa de g, entonces la siguiente identidad también aplica

0, siy ¢ g(l),
(2.19) frly) = { I W)
g Sy €9
Demostracién. Como g : I — R es continuamente diferenciable se tiene, de las
hipétesis del teorema, que ¢'(x) > 0, para todo z € I, o bien ¢'(x) < 0, para todo

x € I (gpor qué?). Supondremos que ¢’ > 0, dejando como ejercicio para el lector la
demostracién del otro caso.
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En efecto, debido a la continuidad de g, existen —co < a < b < oo tales que
g(I) = (a,b). En particular, P[Y" € (a,b)] = 1. Por lo tanto, Fy (y) = 0siy < a, y
Fy (y) = 1siy > b. Por otro lado, para y € (a,b) y como g es estrictamente creciente,
tenemos que

Fy(y) =PlY <y =Plg(X) <y| =P[X < g ' (y)] = Fx(g7 ' (¥)).

Esto muestra que

0, y < a;
Fy(y) =14 Fx(g7'(v), ye€ (a,b);
1, y=>b.

Pero recuerde que Fx es continuamente diferenciable excepto sobre un conjunto finito
de puntos (Teorema 2.5). En particular, la funcién anterior es también continuamente
diferenciable sobre R excepto por un nimero finito de puntos. Y es, por lo tanto, una
v.a. continua. Mas aun, debido a la regla de la cadena, tenemos que

1o Filor ) fx(g )
W= ST T v W)

para todo y € (a,b) con la excepcién de un nimero finito de puntos en este intervalo.
Esto demuestra que la funcién definida en (2.19) es una funcién de densidad para Y
y completa la demostracion del teorema. g

a4
dy

Fy(y) = Fx (9" (y))

Ejemplo 2.16. En este ejemplo, usaremos el Método del Jacobiano para determinar

la funcién de densidad de la v.a. Y = X/(1 — X), donde X ~ Uniforme(0,1). Para

esto note que Y = g(X), con g : (0,1) — R la funcién definida como g(z) = z/(1 —x).
Primero observe que

, d x 1
(2.20) g(x)—dz [1z]_(1x)2>0’
para todo 0 < 2 < 1. Como P[X € (0,1)] = 1, el Teorema 2.8 implica que Y tiene una
funcién de densidad dada por la férmula (2.19). Para determinar fy explicitamente
debemos caracterizar primero el rango de g. Para esto observe que lim,_, o1 g(z) =0
y lim, 00 g(z) = +00. Como g es continua y creciente, deducimos que el rango de g
es el intervalo abierto (0,4o00). En particular, P[Y > 0] = 1.
Dado y > 0, para determinar g~!(y) debemos resolver la ecuacién

z Y
=y —=y <=zl =y<s=—=Sr=—0.
g(x) =y v alty)=y=u .

Por lo tanto, g=1 : (0, +00) — (0, 1) estéd explicitamente dada por la férmula
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Finalmente, y de acuerdo a las identidades en (2.19) y (2.20) tenemos que

Fr(y) = (1)7 siy<0; 0, siy<o0;
y(¥Y)= (L) siy>0; — siy > 0.

1
TESY (1+y)2>°
El lector podra corroborar por su cuenta que fy es efectivamente una funcién de
densidad ie. fy > 0y [, fy(y)dy = 1. Esta prictica resulta 1til para identificar

errores de calculo.

Ejemplo 2.17. En el Ejemplo 2.12 vimos que si lanzamos un dardo al azar sobre un
blanco redondo de radio 1 unidad, entonces la v.a. R definida como la distancia entre
el centro y el punto de impacto tiene una funcién de densidad dada por la férmula

2r, rel0,1];

(2.21) fr(r) = { 0, ré¢lo1].

Imaginemos ahora que el blanco es parte de un juego de azar donde un jugador
recibe Y = 27(1 — R?) pesos por cada peso apostado. Por ejemplo, si el jugador
apuesta $100 pesos y al lanzar el dardo R = 0,9 entonces el jugador ganard 100Y ~
$119,38 pesos en el juego. En particular, su ganancia neta serd 100- (Y — 1) ~ $19,38
pesos. Por otro lado, si R = 0,99 entonces 100 - (Y — 1) ~ —$87,5 i.e. el jugador
perderd aproximadamente $87,5 pesos.

¢Cudl es la funcion de densidad de Y ? Para responder a la pregunta observe
primero que R € (0,1) con probabilidad uno. Por otro lado, ¥ = g(R) donde g :
(0,1) — R es el polinomio definido como g(r) = 27 (1—r?). Como ¢'(r) = —4nr < 0, el
Método del Jacobiano asegura que Y tiene una funcién de densidad. Para determinar
ésta explicitamente, observe primero que ¢(0,1) = (0,27) (spor qué?). Por lo tanto,
fr(y) =0siy ¢ (0,27m). Por otro lado, se deduce de (2.19) y (2.21) que

Frly) = fre'y) 297y 1
lg'(g7 W)l | —4m-g7 (W)l 27
para todo y € (0,27). En resumen,
_ 0,  y¢(0,2m);
friv) = { 1/(2m), y € (0,2n);
ie. Y ~ Uniforme(0,2m).
¢Jugaria usted este juego de azar? Como Y puede tomar cualquier valor entre 0 y
27, sin preferencia por ubicacién, el jugador ganard en promedio (m—1) a $2,14 pesos,
por cada peso apostado. Mas aun, este juego es bastante excitante. Por ejemplo, la
posibilidad de al menos triplicar lo apostado esta dada por
27
27 — 3
PlY >3] = fy(y)dy =
3
i.e. en mas de la mitad de los juegos triplicaremos lo apostado. Si usted tiene la suerte

de encontrar un casino con este juego de azar, jno pierda la oportunidad de hacerse
millonario!

~ 52,3%,
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El Método del Jacobiano puede extenderse para considerar transformaciones de
variables aleatorias que no son estrictamente crecientes ni tampoco decrecientes.

Teorema 2.9. (Método general del Jacobiano.) Sea X una v.a. continua y n > 1
un numero entero. Si I,...,I, C R son intervalos abiertos y disjuntos tales que
PX eVl L]=1, yg:U I, = R es una funcion continuamente diferenciable tal
que ¢'(x) # 0, para todo x € Ul I;, entonces la v.a. Y = g(X) es también continua
y con funcion de densidad dada por la formula

0, y ¢ 9(UiiLo);
(2.22) My =9 ¥ L&, yegul).
75 g(@)=y

Es instructivo explicar la notacién anterior. Primero observe que g tiene que
ser estrictamente creciente o estrictamente decreciente sobre cada intervalo I; (gpor
qué?). En particular, y como g(U' ,I;) = Ul ,9(l;), para cada y € R, la ecuacién
g(z) = y puede tener a lo més n soluciones. De hecho, si y esta fuera del rango de g i.e.
y ¢ g(UP_,I;) entonces esta ecuacién no tiene solucién. Por otro lado, si y pertenece
al rango de g, esta ecuacién tiene tantas soluciones como hay i’s tales que g(z;) =y
para un cierto x; € I;. La demostracién del Teorema 2.9 serd omitida, sin embargo,
hemos indicado en el Ejercicio 54 como demostrar este teorema para el caso especial
de n = 2.

Ejemplo 2.18. Considere una v.a. continua X tal que fx(—3) =21/2y fx(6) =9/2
y defina Y = X — X2/3. ;Es Y una v.a. continua? En caso afirmativo, determine
Fr(=6).

Primero observe que Y = g(X), con g(z) = ¥ — x?/3; en particular, g es una
funcién continuamente diferenciable sobre R. Mas aun, g es estrictamente creciente
sobre el intervalo Iy = (—00,3/2) y estrictamente decreciente sobre el intervalo I =
(3/2,400). Como PX € (L, UL)] =1—-P[X = 3/2] = 1, el Método general del
Jacobiano implica que Y es una v.a. continua.

Para determinar fy (—6), necesitamos determinar las soluciones de la ecuacién
g(x) = —6, con = € (I; UIy). Uno encuentra que z = (—3) y & = 6. En particular, la
identidad en (2.22) implica que

() fx6) 212 9
MO =1 el B T

5.

Ejemplo 2.19. Sea X una v.a. continua con funcién de densidad
_ 0, z & (0,1);
f(a:)—{ x+223, x€(0,1).

+Cudl es la funcién de densidad de Y = (2X — 1)2% Observe que Y = g(X), donde
g es el polinomio cuadratico g(x) = (22 — 1)? (ver Figura 2.3). Note que g es estric-
tamente decreciente en el intervalo abierto I; = (0,1/2), y estrictamente creciente en
el intervalo Ir = (1/2,0). Como P[X € (I; U I5)] = 1 (gpor qué?), el Teorema 2.9

72



MANUEL LLADSER

Y
8

1/2 1
FIiGura 2.3

implica que Y es una v.a. continua. Mds atin, como g(I; UIy) = (0,1) (spor qué?) vy,
para cada y € (0,1) la ecuacién g(x) = y, con & € (I; U 1), tiene exactamente dos
soluciones:

1= Vi

ri(y) = g
r2(y) = LQ\/@,

la identidad en (2.22) implica que

fy(y){ 0 y & (0,1); { 0,  y¢(0,1)

[y | S e 0,1); T 2Dy (0,1),

lg" (1 (y))I g’ (z2(y))”

Nuevamente, una manera de corroborar la respuesta anterior es verificar que fy es
efectivamente una funcién de densidad. En efecto, de la definicién es claro que fy (y) >
0, para todo y € R y, por otro lado:

1 1/2 3/2
3(1+ 3yl/2 4
/fy(y)dy=/ (1+y) dy = ¥ Y
R o SV 4

y=1
=1.
y=0

2.5 Igualdad en distribucion

Considere dos variables aleatorias X e Y asociadas a un mismo experimento. Diremos
que X es igual a Y y anotaremos X = Y si X(w) = Y(w), para todo w € Q. En
palabras X =Y cuando—sin importar el resultado del experimento—ambas variables
aleatorias toman el mismo valor. En esta seccién estudiaremos otra nocién de igualdad
que es menos restrictiva que la recién entregada, pero atin asi fundamental para el
desarrollo de la teoria.

Definicién 2.10. Dos variables aleatorias X e Y se dicen igualmente distribuidas o
que tienen la misma distribucion si P[X € I] = P[Y € I, para todo intervalo I C R.
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La definicién anterior requiere, por ejemplo, que si X tiene una posibilidad de
un 15% de tomar un valor en un cierto intervalo I entonces Y tiene exactamente
la misma oportunidad de tomar un valor en este intervalo. Por otro lado, si Y tiene
una posibilidad de un 0% de tomar un valor en un cierto intervalo J, entonces X
también tiene una oportunidad de un 0% de tomar un valor en este intervalo. En
otras palabras: X eY tienen la misma distribucion cuando la probabilidad de cualquier
suceso asociado a la v.a. X no cambia cuando reemplazamos X porY en dicho suceso.

Ejemplo 2.20. Si X e Y son variables aleatorias con la misma distribucién y X tiene

funcién de densidad )

scudl es la probabilidad del suceso [—4 <Y < —2]2 Debido a la igualdad en distribu-
cién, los sucesos [—4 <Y < —2] y [-4 < X < —2] tienen la misma probabilidad. En
particular, tenemos que:

P-4<Y <-2] = P-4<X<-2],
—2 2
T T
= - - —— 9 d
[ 5e{gte
2y |7=—2 -2 -8
1 T e “—e
= — - eX _—— =
2 P12 ], 2

Ejemplo 2.21. Para fijar ideas imagine que usted y luego un amigo, lanzan un mismo
dado al azar. Si X denota el resultado de su lanzamiento e Y el de su amigo, entonces
X e Y debieran tener la misma distribucién, ya que el mismo dado es lanzado dos
veces. Por ejemplo, si el dado es equilibrado entonces tanto para el primer como
segundo lanzamiento, la probabilidad que la cara lanzada sea menor o igual a tres es
1/2, la probabilidad que la cara lanzada sea un cinco es 1/6, y la probabilidad que
la cara lanzada sea un ntimero mayor o gual a diez es 0. Note que la igualdad en
distribucién de X e Y aplica incluso si el dado no es equilibrado.

En principio, para verificar la igualdad en distribucién de dos variables aleatorias
X eY tenemos que comparar la probabilidad del suceso [X € I] conlade [Y € I], para
cada intervalo I. Sin embargo, y segiin hemos visto, usando la funcién de distribucién
de una v.a. podemos determinar la probabilidad de que ésta tome un valor en cualquier
intervalo (férmulas (2.8)-(2.13)). En particular, si dos variables aleatorias tienen la
misma funcién de distribucién, entonces no queda otra cosa que tengan la misma
distribucién. Reciprocamente, si X e Y tienen la misma distribucién entonces

Fx(t) =PX <t] =P[X € (—o0,t]] =P[Y € (—o0,t]] =P[Y < t] = Fy(¢),
para todo t € R. Hemos, por lo tanto, demostrado el siguiente resultado.

Teorema 2.11. Dos variables aleatorias X e Y tienen la misma distribucion si y
solo si Fx = Fy.
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Ejemplo 2.22. Considere el experimento donde se escoge un punto (X,Y") equidis-
tribuido en el cérculo unitario i.e. el conjunto de puntos (z,y) en el plano tales que
2?2 +y2 <1

¢Son X e Y wariables aleatorias con la misma distribucion? El hecho que (X,Y)
es escogido equidistribuidamente en el circulo se interpreta como sigue (Ejemplo 2.12):
la probabilidad que (X,Y) pertenezca a una cierta region contenida en el circulo es
proporcional al drea de dicha region. En particular, como el area total del circulo
unitario es , la constante de proporcionalidad tiene que ser 1/7. Equivalentemente,

area(R)
7r

(2.23) P[(X,Y)eR]= , para toda regién R contenida en el circulo.

Demostraremos que X e Y tienen la misma distribucién usando la identidad recién
vista. Para esto observe que tanto X como Y solamente pueden tomar valores en el
intervalo [—1, 1]. En particular,

(2.24) Fx(t) = Fy(t) =0, cuando t< —1,;
(2.25) Fx(t) = Fy(t) =1, cuando t > 1.
Por otro lado, si —1 <t < 1 entonces
irea( A
Fx(t) = PIX<f=P[(X,¥)e A= oald)
™
irea(B
Fr(t) = PV <4 =P[X,Y)e B = 22B)
77
donde se definen (ver Figura 2.4)
A = {yiastyat+2<1),
B = {(zy):y<tya®+y><1}.

Pero observe que A y B tienen la misma area ya que el conjunto B corresponde a una
rotacién del conjunto A y al rotar una regién no cambiamos su drea. En particular,

(2.26) Fx(t) = Fy(t), para todo t € [—1,1].
Las identidades en (2.24)-(2.26) implican que Fx = Fy, por lo tanto, X e Y

tienen la misma distribucién.

Para finalizar la primera parte de esta seccion note que si X e Y tienen la misma
distribucién entonces X2 e Y2 también tienen la misma distribucién ya que Fy=(t) =
Fy:(t), para todo t < 0, y también

Fx2(t) =P[X* <t] = P[-VI<X <V,
= P[-Vi<Y <Vi] =PY? <t] = Fy2(t),
para todo ¢ > 0. El Teorema 2.11 implica que X? tiene la misma distribucién que Y2.
Sorprendentemente, y segin lo establece el siguiente resultado, e™X y e~ también

tienen la misma distribucién, e incluso cos(X/(1+ X?)) y cos(Y/(1 + Y?)) tienen la
misma distribucién.
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z=t z*+y’=1 y=t z’+y’<1

FIGURA 2.4. Representacién de los sucesos [X < t] e [Y < ], con
0 <t <1, cuando (X,Y) es un punto equidistribuido en el circulo
unitario.

Teorema 2.12. Si X eY son variables aleatorias con la misma distribucion entonces,
para toda funcion g : R — R continua excepto por un niumero finito de puntos, las
variables aleatorias g(X) y g(Y') tienen la misma ditribucion.

Demostracion. Para demostrar el resultado usaremos que si g : R — R es una
funcién continua excepto sobre un cierto conjunto finito de puntos entonces, para
todo intervalo abierto I C R, la pre-imagen de I a través de g puede escribirse como
una unién contable de intervalos disjuntos i.e. existe una secuencia contable I, Io, ...
de intervalos disjuntos tales que g~(I) = U;I;. En particular, y debido a la sigma
aditividad, tenemos que

Plg(X) e [ =P[X e g (I)] = S PIX eI,
= DBl €] =PIY € g (1)] = Plg(¥) € I|.

Mi4s generalmente, si I C R es un intervalo arbitrario, entonces existe una sequen-
cia de intevalos abiertos (I,)n>1 tal que I,41 C I, e I = N52,I,. En particular, los
sucesos [g(X) € I,,] decrecen al suceso [g(X) € I]. Por lo tanto, debido al Teorema 1.8
y a las identidades anteriores, encontramos que

Plg(X) € I] = lim Plg(X) € I,] = lim Plg(Y) € I,] = Plg(Y) € 1],

i.e. X eY tienen la misma distribucién. O

Ejemplo 2.23. Si X e Y son variables aleatorias tales que X2 e (Y° +Y) tienen
la misma distribucién, ses cierto que X tiene la misma distribucion que VY5 +Y ?
Observe que la funcién g : R — R definida como g(t) = ¥/t es continua (;por qué?).
Por lo tanto, el Teorema 2.12 nos permite concluir que g(X3) i.e. X tiene la misma
distribucién que g(Y° +Y) i.e. VY3 +Y.
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2.5.1 Igualdad en distribucién de variables aleatorias discretas.

En esta seccién especializaremos la discusiéon anterior en el contexto de variables
aleatorias discretas. El resultado principal es el siguiente.

Teorema 2.13. 51 X e Y son variables aleatorias discretas entonces X e Y tienen
la misma distribucion si y solo si P[X = a] = P[Y = a], para todo a € R.

Demostracién. Claramente, si X e Y tienen la misma distribucién entonces, para
todo a € R, P[X = a] = P[X € [a,q]] = P[Y € [a,a]] = P[Y = a]. Reciprocamente,
como X e Y son variables aleatorias discretas, existe un conjunto contable A tal que
PX € A] =P[Y € 4] =1 (spor qué?). En particular, tenemos que

Fx(t)=PX <t,Xe€A = > PX=ad,
acA:a<t
= ) PY=a=PY<tYed=F(),
a€A:a<t

para cada t € R, i.e. X e Y tienen la misma distribucién (Teorema 2.11). Esto
completa la demostracion del teorema. O

Es importante enfatizar que la condicién dada en el Teorema 2.13, no es suficiente
para concluir que dos variables aleatorias arbitrarias tienen la misma distribucién. Por
ejemplo, si X ~ Uniforme[0,1] e Y ~ Uniforme[2,3] entonces P[X = a] =
PlY = a] =0, para todo a € R (gpor qué?). Sin embargo, X e Y no pueden tener la
misma distribucién ya que P2 < X <3]=0<1=P2<Y <3].

Ejemplo 2.24. Considere el experimento donde se escogen al azar dos profesores de
un cierto colegio y se registran los nimeros X e Y de libros de matematicas en sus
oficinas, respectivamente. Claramente X e Y son variables aleatorias discretas que
solo pueden tomar valores enteros no negativos. Para cada entero k& > 0 note que
P[X = k] = ng/n, donde ny es el nimero de profesores con k libros en sus oficinas
y n es el nimero de profesores en el colegio. Similarmente, P[Y = k| = ny/n. El
Teorema 2.13 implica, por lo tanto, que X e Y tienen la misma distribucién.

Ejemplo 2.25. Considere una bolsa con diez bolitas marcadas con los digitos 0,...,9
de modo que ningin digito aparece repetido. Considere el siguiente experimento con
dos fases. Una persona saca al azar una bolita de la bolsa marcada con un cierto
digito X. Luego, sin reponer la bolita, la persona mezcla las bolitas que quedan en
la bolsa y saca una segunda bolita al azar esta vez marcada con un cierto digito Y,
sson X eY igualmente distribuidas?

Claramente X e Y son variables aleatorias discretas que sélo pueden tomar va-
lores en el conjunto {0,...,9}. En particular, para determinar si tienen la misma
distribucién basta con comparar las probabilidades P[Y = k] y P[X = k], para cada
k €{0,...,9}. En efecto, usando la Férmula de Probabilidades Totales (ver identidad
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(1.16)) obtemos que

P[Y =k] = P[Y =k | X =i]-P[X =,
i=0,...,9
= Y Py =k|X=i]PX=i,
i=0,...,9: ik
-y i1
i:07...,9:i7£k9 10 10

Esto muestra que P[Y = k] = P[X = k|, para cada k € {0,...,9}. Por lo tanto,
X e Y tienen la misma distribucién. Observe, sin embargo, que P[X # Y] = 1 ya
que la primera bolita extraida no es repuesta en la bolsa. Este ejemplo muestra que
dos variables aleatorias pueden tener la misma distribucién incluso si siempre toman
valores diferentes.

2.5.2 Igualdad en distribucion de variables aleatorias continuas.

En esta seccién, veremos una caracterizacion alternativa de la igualdad en distribucién
de variables aleatorias continuas. El resultado principal es el siguiente.

Teorema 2.14. Si X e Y son variables aleatorias continuas entonces, X e Y tienen
la misma distribucion si y solo si fx = fy excepto sobre un nimero finito de puntos.

Demostracion. Recordemos que debido al Teorema 2.11, X e Y tienen la misma
distribucién si y solo si F'x = Fy. En particular, si X e Y son variables aleatorias
continuas entonces la identidad en (2.15) implica que fx = fy. Por otro lado, si fx =
fy excepto sobre un ntmero finito de puntos entonces, para cada ¢t € R encontramos
que

FX(t):]P’[th]:/t fX(s)ds:/t fy(s)ds = BlY <] = Fy (1),

i.e. F'x = Fy y, por lo tanto, X e Y tienen la misma distribuciéon. Esto demuestra el
teorema. g

En otras palabras, la funciéon de densidad de una v.a. continua, especifica com-
pletamente su distribucién. Por ejemplo, si X e Y son variables aleatorias uniformes
sobre un mismo intervalo [a, b] entonces X e Y tienen la misma distribucién debido
a que la definicién de v.a. uniforme fue dada en términos de su funcién de densidad.
Aplicaremos esta misma idea para definir las llamadas variables aleatorias del tipo
exponencial y del tipo Normal en las secciones 4.5 y 4.6.

2.6 Independencia de variables aleatorias

La nocién de independencia entre variables aleatorias estd intimamente ligada a la
nocién de independencia de sucesos discutida en las secciones 1.3 y 1.4. En un sentido
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amplio, dos o méas variables aleatorias son independientes si cualquier suceso asociado
a una de ellas es independiente de cualquier otro suceso asociado al resto. La definicion
precisa es la siguiente.

Definicién 2.15. Las variables aleatorias X1, ..., X, se dirdn independientes cuando
dada cualquier secuencia de intervalos I, ..., I,,, los sucesos [X; € I1], ...,[X, € I,
son independientes i.e.

PX,€h,....X,eIl,]=PX; € ]---PX, € ]
Para fijar ideas consideraremos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.26. Si X e Y son variables aleatorias independientes tales que X ~
Uniforme[l,7] e Y ~ Uniforme[—2,2], scudl es la probabilidad del suceso
[X >5Y <1)?

Observe primero que [X > 5, Y < 1] = [X > 5]N[Y < 1] y que los sucesos
[X > 5] e [Y < 1] son independientes debido a que X e Y son variables aleatorias
independientes. Obtenemos de esta manera que

PIX >5Y <1 = P[X>5-PY<1],
= Pp<X <7 -P-2<VY <1,
23 1
T 6 4 4

Ejemplo 2.27. Imagine que la mayor de dos hermanas mandé X invitaciones para
su matrimonio, mientras que la menor mandé Y. En principio, y sin saber mas sobre
las hermanas, P[Y" = k| representa la fraccién de parejas que envié k invitaciones para
su matrimonio. Sin embargo, si sabemos que X > 500 entonces—con alta certeza—Ia
probabilidad del suceso [Y" > 300] debiera ser mucho mayor que la de una persona
tipica i.e. P[Y > 300 | X > 500] > P[Y > 300]. Esto ultimo es equivalente a tener
que P[Y > 300, X > 500] > P[Y > 300] - P[X > 500], por lo tanto, X e Y no son
independientes.

Imagine ahora que, en dos dias diferentes, escogemos al azar, en la calle, a una
pareja de casados y le preguntamos el nimero total de invitaciones que mandaron
para su matrimonio. Si X denota la respuesta de la primera pareja e Y la de la
segunda entonces la probabilidad del suceso [Y > 300] seguird siendo igualmente
pequeiia sabiendo que [X > 500]. M&s generalmente, la informacién que acarrea X
no debiera tener ninguin efecto sobre las probabilidades de cada uno de los sucesos
Y =0], [Y =1], [Y = 2], etc. Por lo tanto, X e Y debieran ser independientes en
este caso.

Ejemplo 2.28. Considere el siguiente experimento donde se escoge un punto (X,Y)
equidistribuido dentro del circulo unitario, ses X independiente de Y ¢

Para responder la pregunta, observe que Y puede en principio tomar cualquier
valor en el intervalo [—1, 1]. Por otro lado, si X toma un valor cerca de uno entonces
Y estd obligado a tomar un valor cerca de cero debido a que X2+4Y?2 < 1. Esto indica
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y=4/5, 2’+y?=1

Z

z=4/5, 2’+y=1

FIGURA 2.5. Representacién de los sucesos [X > 4/5] e [V > 4/5],
cuando (X,Y) es un punto equidistribuido en el circulo unitario. El
diagrama muestra que estos dos sucesos no pueden ocurrir si-
multdneamente.

que X e Y no son realmente independientes. Matematicamente podemos demostrar
esto notando que si X >4/5 entonces |Y|<3/5.En particular, tenemos
que P[X >4/5,Y > 4/5] = 0 (ver Figura 2.5). Sin embargo, como P[X >4/5] >0y
P[Y > 4/5] > 0 deducimos que

P[X >4/5Y >4/5] #P[X > 4/5]-P[Y > 4/5].
Por lo tanto, X e Y no pueden ser independientes.

Recordemos que para comprobar la independencia de n sucesos necesitamos verifi-
car (2" —n—1) identidades (ver Seccién 1.4), lo que dificulta verificar la independencia
de mas que unos pocos sucesos. El siguiente resultado, sin embargo, nos permitira ve-
rificar de forma relativamente simple la independencia de variables aleatorias en una
variedad de situaciones.

Teorema 2.16. Las wvariables aleatorias X e Y son independientes si y solo si
PX <x,Y <y] = Fx(x) - Fy(y), para todo z,y € R. Mds generalmente, las variables
aleatorias X1, ..., X, son independientes si y solo si

PX: <21,..., Xy S 2] = Fx, (21) - Fx, (zn),
para todo x1,...,x, € R.

Demostracion. Sélo explicaremos la validez del resultado para el caso de n = 2.
Primero observe que si X e Y son idependientes, entonces los sucesos [X < z] e
[Y < y] son por definicién independientes para cada z,y € R. En particular,

PX <z,Y <y]| =P[X <z]-P[Y <y] = Fx(x) - Fy(y).
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Reciprocamente, si la identidad anterior aplica para cada x,y € R entonces para
todo —oo < a < b < ooy c€ R encontramos que (gpor qué?)

PX € (a,b],Y <¢ = PX<bY < -PX<aqaVY <,

= Fx(b)‘Fy(C)fo(a)~Fy(C),
= (Fx(b) = Fx(a)) - Fy(c) = P[X € (a,b]] - Fy (c).

Miés atin, como P[X € (a,b],Y € (¢,d]] = P[X € (a,b],Y <d] —P[X € (a,b],Y <],
deducimos que

(2.27) PX € (a,0],Y € (¢,d]] = P[X € (a,b] - P[Y € (c, d]],

para —o0 < a <b< ooy —oo < ¢ < d < oo. Esto muestra que [X € I] e [Y € J] son
sucesos independientes para todo par de intervalos de la forma I = (a,b] y J = (¢, d).
El objetivo es ahora demostrar que la identidad anterior, también aplica para otros
tipos de intervalos. Esto puede hacerse de manera similar a como demostramos el
Teorema 2.2. Por ejemplo, usando que los sucesos [X € (a,b—1/n],Y € (¢,d]] crecen
al suceso [X € (a,b),Y € (¢,d]] y que [X € (a,b— 1/n]] crecen al suceso [X € (a,b)]
(spor qué?), la identidad en (2.27) nos permite concluir que

PIX € (a,b),Y € (¢,d]] = 7}220[?[)( € (a,b—1/n],Y € (¢, d]],
= 7}LH010P[X € (a,b—1/n]] - PlY € (¢,d]],

= PIX € (a,b)] - P[Y € (c,d]].

Similarmente, se puede demostrar que P[X € I,Y € J] = P[X € I]-P[Y € J] para
todo par de intervalos I, J C R, lo que completa la demostracion. O

El siguiente ejemplo ilustra como aplicar el resultado anterior en una situacién
concreta.

Ejemplo 2.29. Considere el experimento donde se escoge un punto (X,Y") equidis-
tribuido dentro del cuadrado con vértices (1,1), (—1,1), (—=1,-1) y (1,—1). Demos-
traremos que X e Y son independientes usando el Teorema 2.16.

Claramente X e Y sélo pueden tomar valores en el intervalo [—1, 1]. En particular,
la identidad en el Teorema 2.16 es obvia si z ¢ [—1,1] o y ¢ [—1,1]. Por ejemplo, si
x < —1 entonces P[X < 2,Y <y| =0y Fx(z) = 0. Por otro lado, si # > 1 entonces
PX <z,Y <y|=P[Y <y|=Fy(y) y Fx(z) = 1. En lo que sigue asumiremos, por
lo tanto, que z,y € [—1,1].

En efecto, si x,y € [—1, 1] entonces

PX <z,Y<y|=P-1< X <2,-1<Y <y]=P[(X,Y) € R,

donde R es el rectdngulo {(s,t) : -1 < s < z,—1 < t < y}. Como (X,Y) es
escogido equidistribuidamente en el cuadrado, entonces la probabilidad de que (X,Y")
pertenezca a una cierta regiéon A dentro del cuadrado debiera ser proporcional al drea
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de dicha regién (ver ejemplos 2.12 y 2.22). Como el area total del cuadrado es 4, la
constante de proporcionalidad tiene que ser 1/4, y obtenemos, por lo tanto, que

MXSfogm:éme::@+1THJX

La identidad anterior nos permite determinar la funcién de distribucién de X e Y
directamente como sigue:

(x+1)-2 z+1

Fx(z) = PX<z]=PX<zY <l = 1 =5
2-(y+1 +1
Fy(y) = PY <y|=PX<1,Y<y]= (i ):y2,

En particular, P[X < z,Y < y] = Fx(z) - Fy(y), para todo z,y € [-1,1], y por lo
tanto, X e Y son variables aleatorias independientes.

Para finalizar esta seccion, note que si X e Y son variables aleatorias independien-
tes, entonces también lo son X2 y e~Y . Para verificar esto usaremos el Teorema 2.16.
En efecto, si s > 0 y t > 0 entonces

PIX?<s,e” <t] = Pl-v/s<X<s5Y>-—In),
= P[-/s <X <s]-P[Y > —In(t)],
= PX*<s]-Ple™” <t

Observe ahora que si s < 0 o t < 0 entonces tanto el lado derecho como el izquierdo
anteriores son idénticamente cero (spor qué?). Esto muestra que X e Y son inde-
pendientes. Interesantemente, y segtin lo establece el siguiente resultado, cos(X?) e
Y In(1 + Y2) son también independientes, al igual que lo son (—1)% e Y.

Teorema 2.17. Si X eY son independientes y g, h : R — R son funciones continuas
excepto por un numero finito de puntos, entonces g(X) y h(Y') son también indepen-

dientes. Mds generalmente, si X1,...,X, son variables aleatorias independientes y
para cada i, g; : R — R es una funcion continua excepto por un numero finito de
puntos, entonces g1(X1),...,9n(Xyn) son también independientes.

Demostracion. La razon de este resultado es similar a la del Teorema 2.12. Solamente
justificaremos el caso con n = 2. En efecto, si I, J C R son intervalos abiertos entonces
existen secuencias contables de intervalos disjuntos Iy, Io,... y Ji,Jo,... tales que
g '(I) = UI; y h='(J) = U;J;. En particular, y debido a la sigma aditividad,
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tenemos que
PgX)e,h(Y)eJ] = PXeg'(),Yeh ' (J),

= ZZP[XGIi,YGJj],

= ZZ]P’XGI P[Y € J;],

= Z]P’XGI DY P € Jjl,
i J

= PX eg '(I)]-PlY € k1 (J)],
= Plg(X) eI]-PhY) e J].

Mas generalmente, si I,J C R son intervalos arbitrarios, entonces existen se-
quencias de intevalos abiertos (I,)n>1 ¥ (Jn)n>1 tales que Inpy1 C Iy, Jpt1 C Jp,
I=nI,yJ=nN2,J, Como los sucesos [g(X) € I,,h(Y) € J,] decrecen al
suceso [g(X) € I,h(Y) € J] (spor qué?), obtenemos finalmente que (Teorema 1.8)

Plg(X) € LA(Y) €J] = lim Plg(X) € Lo, h(Y) € ],
= lim Plg(X) € I,] - B[h(Y) € ],
= lim Plg(X) € I,] - lm PIR(Y) € J,].

= Plg(X) e I]-P[n(Y) € Jl,

lo que demuestra que X e Y son independientes. O

2.6.1 Independencia de variables aleatorias discretas.

En esta seccién veremos como comprobar mas facilmente la independencia de variables
aleatorias discretas. El resultado principal es el siguiente.

Teorema 2.18. Si X e Y son variables aleatorias discretas entonces X e Y son
independientes si y solo si P[IX = z,Y = y] = P[X = 2] - P[Y = y], para todo
z,y € R. Mds generalmente, las variables aleatorias discretas Xq, ..., X, son inde-
pendientes si y solo si P[ X1 = x1,..., X, = x,) = P[X1 = a1]---P[X,, = z,], para
todo x1,...,x, € R.

Demostracion. Solo demostraremos el resultado para n = 2, dejando la demostra-
cién general como ejercicio para el lector. En efecto, si X e Y son independientes enton-
ces los sucesos [X = z] e [Y = y] son independientes, para todo z,y € R, por lo tanto,
PX =z,Y =y] = P[X = 2] - P[Y = y]. Reciprocamente, para demostrar que X e Y
son independientes usaremos el Teorema 2.16. En efecto, como X e Y son discretas,
entonces existen conjuntos contables A, B C R tales que P[X € A] =P[Y € B] = 1.
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Dados z,y € R obtenemos, por lo tanto, que

PX <2V <y = > Y PX=aY=},
acA:alz bEB:b<y

= > > PX=a -PY=1,

a€A:a<lzx beB:b<y

= > PX=ad- > Py=,
ac€A:a<lzx beB:b<y

= P[XeAX<z|-PlY eBY <y,

= PIX <] -P[Y <y = Fx(z) Fy(y).

Esto muestra que X e Y son independientes y completa la demostracién. O

Ejemplo 2.30. Considere el experimento que consiste en lanzar dos dados equilibra-
dos e independientemente. Denotaremos como X e Y la cara del primer y segundo
dado lanzado, respectivamente. Por otro lado definiremos Z = max{X,Y} i.e. Z co-
rresponde al valor mas alto entre las caras de los dos dados. Observe que X, Y y Z
solamente pueden tomar valores en el conjunto A = {1,2,3,4,5,6}.

sSon X eY wariables aleatorias independientes? Intuitivamente el valor que X
toma no influencia el valor que Y toma y viceversa. Por lo tanto, X e Y debieran
ser variables aleatorias independientes. Matematicamente tenemos que verificar que
PX = 2,Y = y] = P[X = 2] - P[Y = y], para todo z,y € R. Como tanto el lado
derecho como el izquierdo en esta identidad son idénticamente cero siz ¢ Aoy ¢ A
(¢por qué?), supondremos que z,y € A. En efecto, en este caso encontramos que

PX=2Y=y=1/36=1/6-1/6 =P[X =z] - P[Y =y],

por lo tanto, X e Y son independientes.

sSon X y Z wvariables aleatorias independientes? Intuitivamente no, ya que, por
ejemplo, si sabemos que X = 2 entonces Z ya no puede tomar el valor 1. En particular,
la probabilidad del suceso [Z = 1] pasa de ser estrictamente positiva a cero cuando
sabemos que X = 2. En términos mds matematicos tenemos que

PX=22=1=0+#1/6-1/36 = P[X =2]-P[Z = 1].

Esto muestra que X y Z no son independientes.

2.6.2 Independencia de variables aleatorias continuas.

Para finalizar nuestra discusién sobre independencia presentaremos un ultimo resulta-
do que caracteriza la independencia de dos variables aleatorias continuas. El resultado
principal requiere el uso de integrales dobles, por lo tanto, puede ser omitido si el lector
no estd familiarizado con este concepto.

Teorema 2.19. Si X e Y son variables aleatorias continuas entonces X e Y son
independientes si y solo si, para toda region R C R? como las descritas a continuacion,
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se tiene que

(2.28) wxmemz/@mmmMWWm

Hay tres casos importantes de destacar acerca de la integral en el teorema. La
integral doble se reduce a dos integrales unidimensionales cuando la regién R corres-
ponde al area contenida entre los grafos de dos funciones continuas. Especificamente,
dadas constantes —oo < a < b < +00 y dos funciones continuas g y h, las siguientes
identidades aplican:

(i) siR={(z,y) : a <z <b,g(x) <y <h(x)} entonces

Fx@ @ dyde = [ e [ fw)dy Ve,
R a g(x)

(i) si R={(z,9): 9(y) <2 < h(y),a <y < b} entonces

i@ @dyde= [ L@ [ rx@ dedy.
R a g(y)

Las identidades anteriores también aplican, cuando las desigualdades que definen la
regiéon R son reemplazadas por desigualdades estrictas, e incluso si g(x) = —oo para
todo x € [a,b], 0 h(x) = 400 para todo z € [a, b]. Mds auin, en cualquiera de los casos
anteriores, y si ¢ € R es una constante dada entonces

(2.29) //Rcdy dx = c- drea(R).

Debido a razones técnicas que exceden el nivel de la monografia no demostraremos
el Teorema 2.19. Los siguientes ejemplos, sin embargo, mostraran como aplicarlo en
situaciones concretas.

Ejemplo 2.31. Si X e Y son variables aleatorias independientes tales que X ~
Uniforme[0,1] e Y tiene funcién de densidad

_JeY y=>0;
ro={ " 120

scudl es la probabilidad del suceso [X <Y]?

Observe que el suceso [0 < X < 1] tiene probabilidad uno. En particular, debido
a la identidad en (1.13), P[X < Y] =P[0 < X < 1,X < Y]. Equivalentemente, si
definimos R = {(z,y) : 0 <z <1y a <y} entonces P[IX <Y]=P[(X,Y) € R]. La
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propiedad (i) anterior nos permite, por lo tanto, concluir que

PX<Y] = //fo(a:)fy(y)dydm,

1
= /{/ e_ydy}dx,
0 x
1
= /e_wdle—e_l.
0

Ejemplo 2.32. Imagine que la separacién temporal entre sismos consecutivos es una
v.a. con funcién de densidad f(t) = e tsit >0,y f(t) = 0sit < 0. Mostraremos que
la separacion temporal entre el ultimo sismo y el subsiguiente es una v.a. continua y
determinaremos su funcién de densidad.

En efecto, denotemos como X la separacién temporal entre el tdltimo y préximo
sismo, y como Y la separacion entre el préximo y el subsiguiente. De acuerdo al
enunciado, fx = fy = f. Supondremos que X e Y son independientes.

La v.a. (X +Y) representa la separacién temporal entre el ultimo sismo y el
subsiguiente. Para demostrar que (X + Y) es continua, determinaremos primero su
funcién de distribucién. En efecto, note que (X +Y") s6lo puede tomar valores reales no
negativos. Debido a esto, determinaremos Fx 1y (t), para t > 0. Con este fin, observe
que Fx.y(t) =PX +Y <t] =P[(X,Y) € R], donde

R={(z,y):2>0,y >0,z +y<t}={(z,y): 0<a<t,0<y < (t—2)}.

Debido al Teorema 2.19 podemos determinar Fx iy (t) como sigue:

t t—x
Fxiy(t)= // e T e YVdydx / e ” {/ e ¥ dy} dx,
R 0 0

t
= / e (1—e"Hdr=1—et(1+1).
0
Como Fx 1y (t) =0sit <0, laidentidad en (2.15) nos permite concluir que

te=t, t>0;
fX”(t)_{ 0, t<O0.

Esto demuestra que, la separacién temporal entre el ultimo sismo y el subsiguiente,
es una v.a. continua.

Ejemplo 2.33. A la hija de Marcela le encanta leer libros de divulgacién cientifica.
Es asi que, para su cumpleanos, Marcela ha decidido regalarle el libro “El gen egoista”
del controvertido escritor Richard Dawkins. Siendo éste un libro importado, Marcela
cotizara el precio en dos librerias diferentes. Denotaremos como X e Y respectiva-
mente el precio del libro en la primera y segunda libreria. Marcela pagara por el libro
la cantidad Z = min{X,Y}.

Bajo el supuesto que X e Y son independientes y que X ~ Uniforme[l,2] e Y ~
Uniforme[l,2], mostraremos que Z es una v.a. continua. Aqui “1” denota el precio
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FIGURA 2.6. (a) Representacién visual de la regién del plano R =
{(z,y) : 2 <o <2,z <y <2} para un valor genérico de z € [0,2].
(b) Grafo de la funcién de densidad de la v.a. Z del Ejemplo 2.33.

razonable del libro y usualmente recomendado por la casa editora (renormalizado al
valor uno). Supondremos, por lo tanto, que las librerias escogen el precio del libro al
azar entre una y dos veces el precio recomendado.

Para determinar la funcién de densidad de Z, determinaremos primero su funcién
de distribucién. Como Z sélo puede tomar valores entre 1y 2 (spor qué?), determi-
naremos Fz(z) para 1 < z < 2. Observe primero que el suceso [Z > z] es igual al
suceso [(X,Y) € R], donde R = {(z,y) : z < & < 2,z < y < 2} (ver Figura 2.6(a)).
En particular, y usando que X e Y son son independientes, el Teorema 2.19 implica
que

Fy(2)=P[Z<z] = )eR]
= 1—// Fx(@) - fr(y) dody,
- 1—//Rldxdy:1—érea(R):1—(2—2)2,

donde, para la penultima igualdad anterior, hemos usado la identidad en (2.29). Con-
cluimos, por lo tanto, que

0, z < 1
Fr(z)={ 42—2°2-3, 1<2<2;
1, z > 2.

Como esta funcién es continuamente diferenciable, excepto sobre el punto z = 1 (spor
qué?), obtenemos finalmente que
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Observe que la funcién de densidad de Z decrece con el precio del libro (ver
Figura 2.6(b)); en particular, es mds probable que Marcela pague por el libro un
precio cercano a 1 que a 2. En contraste, como la funcién de densidad de X permanece
constante entre estos dos valores, si Marcela comprara el libro sin cotizarlo, entonces
serfa igualmente probable que ella pagara tanto un precio alto como uno bajo. jLa
estrategia de cotizar el libro favorece pagar un precio mas bien bajo que alto!

2.7 Ejercicios propuestos
Seccién 2.1.

Ejercicio 1. Considere cierto experimento que tiene asociado el espacio muestral
Q={(,j): i,j€{-2,-1,0,1,2}}. Considere la v.a. definida como X (¢,j) =i - j.
Represente cada uno de los siguientes sucesos como un subconjunto de €2:

(a) [X = =3, (b) [X =2], (c) [X =0].

Ejercicio 2. Marcela organiza un taller semanal de quimica, de cinco alumnos, en
el colegio donde trabaja. Denotaremos como M el nimero de alumnos que traen
sus materiales en un taller dado. (a) ;Cudl es la probabilidad del suceso [M €
{0,1,2,3,4,5}]7 (b) Si cada alumno olvida sus materiales en el 2% de los talleres e
independientemente de sus compafieros, jcudl es la probabilidad del suceso [M = 5]?
(¢) {Qué fraccién de las veces al menos un alumno olvidard sus materiales? (d) En
un ano académico de 34 semanas, estime el nimero de talleres en los que al menos
un alumno olvidaréd sus materiales.

Ejercicio 3. En una cierta comisaria se registran 15 llamadas por hora. Suponga que
la v.a. T, definida como la separacién temporal entre la tltima y proxima llamada,
satisface P[T < t] = 1 — e~ 1% para todo ¢t > 0. (¢ se mide en horas.) (a) ;{Cudl es la
probabilidad de que la siguiente llamada ocurra dentro de los préximos 12 minutos?
(b) Determine P[T < 1/5| T' < 1/2] i.e. la probabilidad condicional de que la siguiente
llamada ocurra dentro de los préximos 12 minutos, dado que ocurrira en los préximos
30 minutos.

Seccion 2.2.

Ejercicio 4. Considere una v.a. X con funcién de distribucién

0, Tz < —1;
3z +5)/6, —-1<z<0;
Fx(x) = 5/6, 0<x<2/3;
(x+1)/2, 2/3<z<1;

1, x> 1.

Determine la probabilidad de cada uno de los sucesos [X = —4/3], [X = —1], [X =
—2/3], [X = —1/3], [X = 0], [X =1/3], [X =2/3], [X =1], [X =4/3], [X <—-4/3],
[—2/3 < X < —1/3], [-2/3 < X < —1/3], [-2/3 < X < 1/3], [-2/3 < X < 1/3],
[F1< X <2/3,[-1<X <2/3], [X >-1], [X > 1], [X >4/3].
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Ejercicio 5. Determine la funcién de distribucién de la siguiente v.a., definida en
términos del lanzamiento de un dado equilibrado:

¥ 1, sila cara sale impar;
1 2, sila cara sale par.

Ejercicio 6. Considere una v.a. X tal que Fx crece linealmente sobre el intervalo
[1,4] i.e. existen constantes a,b € R, con a > 0, tales que Fx(z) = ax + b, cuando
1<z<4 SiPX <2 =1/3y P2 < X < 3] =1/6, jcudl es la probabilidad
del suceso [1 < X < 4]?7, jqué hay del suceso [X = 4]? Explique por qué no hay
informacién suficiente para determinar la probabilidad del suceso [X = 1].

Seccién 2.3.

Ejercicio 7. Determine cudles de las siguientes variables aleatorias son discretas:
X7 =“el nimero de granos de arroz en una bolsa comprada en el supermercado”,
X5 =“la duracién de su préxima llamada de teléfono”, X3 =“el nimero de e-mails
que usted recibird en su casilla de correo electrénico el préximo martes”, X4 =“el
promedio de errorres ortograficos por pagina en un libro escogido al azar”, X5=*“el
numero de veces que el patron ACGATA ocurre en el DNA de una persona escogida
al azar”.

Ejercicio 8. La funcion de masa de probabilidad de una v.a. X es la funcién px :
R — [0,1] definida como px(x) = P[X = z], para cada = € R. Muestre que si X es
una v.a. discreta y A C R un conjunto contable tal que P[X € A] = 1, entonces

Fx(x)= > px(a)
a€A:a<lzx

Ejercicio 9. Determine la funcién de masa de probabilidad de la v.a. X que co-
rresponde a la cara mas baja entre tres lanzamientos independientes de un dado
equilibrado (ver Ejercicio 8).

Seccién 2.4.

Ejercicio 10. Muestre que si X es una v.a. tal que Fx(x) = 2 - arctan(z) /7, para
todo > 0, entonces X es una v.a. continua y determine su funcién de densidad.

Ejercicio 11. Considere el experimento donde se escoge un punto (X,Y’) equidis-
tribuidamente en el cuadrado con vértices (1,3), (2,3), (2,5) y (1,5). Determine la
funcién de distribucion de X y la funcién de distribucién de Y.

Hint: Ver ejemplos 2.12 y 2.22.

Ejercicio 12. ;La siguiente proposicién es verdadera o falsa?
“Si X ~ Uniformel0,1] entonces (1 — X) ~ Uniformel0,1]”.

Ejercicio 13. Considere una v.a. X ~ Uniforme[0,1] y defina Y = 1/(1 + X).
Muestre que Y es una v.a. continua y determine explicitamente su densidad. Use la
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funcién de densidad de Y para determinar directamente la probabilidad del suceso
4/7 <Y < 1. Corrobore su respuesta, determinando la probabilidad de este tltimo
suceso a partir de la v.a. X.

Ejercicio 14. Considere una v.a. X ~ Uniforme[—1,2]. Determine la funcién de
distribucién de Y = X? y utilice ésta para mostrar que Y es una v.a. continua, deter-
minando su funcién de densidad. Verifique que la densidad obtenida es efectivamente
una funciéon de densidad.

Ejercicio 15. Aplique el Método del Jacobiano para determinar la funcién de den-
sidad de la v.a. Y = e=X, donde X ~ Uniforme(0,1). Compruebe su respuesta
calculando directamente y luego diferenciando la funcién Fy .

Ejercicio 16. Considere una v.a. X con funcién de densidad fx(z) =e™* si z > 0,
y la transformacion definida como
=T <z <3;
s ={ 25 055
(a) Aplique el Método general del Jacobiano para determinar directamente la funcién
de densidad de la v.a. Y = g(X). Verifique que fy es efectivamente una funcién
de densidad. (b) Compruebe nuevamente su respuesta determinando directamente y
luego diferenciando la funcién Fy.

Ejercicio 17. Considere la siguiente v.a. definida a partir del lanzamiento de una
moneda equilibrada: si la moneda sale cara entonces definimos X = 0 pero, si la
moneda sale sello, entonces X es un niimero selecionado al azar y equidistribuido en
el intervalo [1,3]. (Es X una v.a. discreta?, jes X una v.a. continua? Justifique sus
respuestas.

Seccion 2.5.

Ejercicio 18. Muestre que si existe ¢ € R tal que P[X = t] # P[Y = t] entonces la
distribucién de X es diferente de la de Y.

Ejercicio 19. Gloria y Loreto son estudiantes de educacién bésica de un mismo
colegio. Considere el niimero de monedas X e Y de cien pesos que Gloria y Loreto
tienen en sus delantales, respectivamente. (a) Si la situacién econémica de la familia
de Gloria es similar a la de Loreto, jes razonable suponer que X e Y tienen la mis-
ma distribucién? Explique su respuesta intuitivamente. (b) ;Cémo responderia a la
pregunta previa si la situacién econdémica de Gloria es muy diferente de la de Loreto?
Explique su respuesta intuitivamente.

Ejercicio 20. Considere el experimento donde se extrae una carta al azar de una
baraja inglesa. Asociaremos a este experimento, las siguientes variables aleatorias:

Y - 1, sila pinta de la carta extraida es un corazén o un trébol;
o 0, en cualquier otro caso;
Y = (1-X).
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Muestre que X e Y tienen la misma distribucion. ;Es posible que X e Y tomen el
mismo valor simultdneamente?, jcontradice esto la igualdad en distribucién de estas
variables aleatorias?

Ejercicio 21. Usando lanzamientos de dados como experimento defina tres variables
aleatorias diferentes que, sin embargo, tienen la misma distribucién.

Ejercicio 22. Considere dos variables aleatorias: X ~ Uniforme[—1,1] e ¥ ~
Uniforme[—3,2]. Determine constantes a,b € R tales que Y tiene la misma dis-
tribucién que (aX + b).

Seccién 2.6.

Ejercicio 23. Si X e Y son variables aleatorias independientes, ;cudl es la probabi-
lidad del suceso [X >346Y < 0], si P[X >3] =0,35y P[Y < 0] =0,707, ;qué hay
del suceso [X <36Y <0]?
Hint: Use la Férmula de Inclusién-Exclusién (Ejercicio 22 en el Capitulo 1).
Ejercicio 24. Considere un punto (X,Y") escogido al azar y equidistribuido en el
tridngulo con vértices (0,0), (1,0) y (0,1). ;Son X e Y variables aleatorias indepen-
dientes? Justifique su respuesta con un argumento matemaético.
Ejercicio 25. Muestre que si X e Y son variables aleatorias independientes, entonces
para todo par de intervalos I, J se tienen las identidades

PXelLY¢J = PXel -PY¢J

PX¢lLYelJ = PX¢lI-PYelJ

PX¢IlY¢J = PX¢I|-PY¢.J.
Ejercicio 26. Muestre que si I, J son intervalos tales que P[X € I =1,P[Y € J] =1
v, paratodox € I ey € J, PIX <z,Y <y| = Fx(x) - Fy(y), entonces X e Y son
variables aleatorias independientes.
Ejercicio 27. Considere el experimento donde se escoge un punto (X,Y’) equidis-

tribuidamente en el rectdngulo con vértices (0,0), (2,0), (2,1) y (0,1). ;Son X e Y
variables aleatorias independientes?, jqué puede decir acerca de X y (X +Y)?

Problemas miscelaneos Capitulo 2.

Ejercicio 28. (a) Muestre que si X es una v.a. continua y A C R un conjunto
contable, entonces P[X € A] = 0. (Esto muestra que una v.a. continua no puede ser
discreta.) (b) Muestre que si X es una v.a. discreta entonces X no puede ser una v.a.
continua.

Ejercicio 29. Muestre que si X ~ Uniforme[0,1] y definimos ¥ = X entonces
X e Y no son independientes y, sin embargo, para todo x,y € R se tiene que
PX = 2,Y = y] = P[X = 2] - P[Y = y]. (Esto muestra que la condicién dada
en el Teorema 2.18 aplica especificamente para variables aleatorias discretas y no es
suficiente para concluir que dos o més variables en general son independientes.)
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Ejercicio 30. Muestre que si U ~ Uniformel0, 1] entonces Z = méx{U,1 — U} es
uniforme en el intervalo [1/2,1].
Hint: méx{a,b} <csiysolosia<cyb<ec.

Ejercicio 31. Considere dos constantes a,b € R tales que a > 0. Muestre que si X
es una v.a. continua con funcién de densidad f entonces Y = (aX + b) es también
una v.a. continua con funcién de densidad:

=51 (1),

a

Ejercicio 32. Muestre que si X ~ Uniformela,b] y ¢ > 0y d son constantes dadas
entonces (¢X +d) ~ Uniforme[ca+d, cb+d]. {Qué conclusion se tiene cuando ¢ < 07?
(Esto demuestra que una transformacion lineal afin de una v.a. uniforme, es también
una v.a. uniforme aunque posiblemente en otro intervalo.)

Ejercicio 33. Muestre las identidades (2.9)-(2.13).

Ejercicio 34. Cousidere una v.a. U ~ Uniforme|0, 1] y defina

0, U<1/3
X={ U 1/3<U<2/3
1, U>2/3;

;Es X una v.a. discreta? ;Es X una v.a. continua? Demuestre sus respuestas.

Ejercicio 35. Considere dos variables aleatorias X e Y. Muestre que Fx = Fy siy
solo si, para todo par de constantes reales a < b, P[X € [a,b]] = P[Y € [a,]]. (Esto
demuestra, que dos o mas variables aleatorias tienen la misma funcién de distribucién
si y solo si tienen la misma probabilidad de tomar un valor sobre cada intervalo
cerrado de largo finito.)

Ejercicio 36. Imagine que usted y un cierto amigo lanzan un par de dados equili-
brados simultaneamente. Denotaremos como X el valor de la cara que usted lanzé, y
como Y la de su amigo. (a) Explique en palabras lo que representa el suceso [X < Y],
jcudl es la probabilidad de este suceso? (b) Determine la probabilidad del suceso
2<(X+Y)<10]. (c) Para cada k € {2,...,12} muestre que

1+ min{6,k — 1} — max{1,k — 6}
36 '
Verifique que la suma de estas probabilidades es 1.

PX +Y =k =

Ejercicio 37. Considere el experimento que consiste en escoger un punto (X, Y") equi-
distribuidamente en el cuadrado con vértices (1,0), (0,1), (—=1,0), y (0, —1). Muestre
que X e Y tienen la misma distribucién. ;Es X una v.a. uniforme en el intervalo
[—1,1]?, ;qué puede decir a este respecto acerca de la v.a. Y'?

Ejercicio 38. Considere dos sucesos diferentes A y B que tienen la misma posibi-
lidad de ocurrir en un cierto experimento. (Por ejemplo, si el experimento consiste
en lanzar un dado equilibrado entonces podriamos considerar A=“la cara lanzada es
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un ndmero primo” y B=%la cara lanzada es mayor o igual a tres”.) Considere las
variables aleatorias

1, si A ocurre ) -
X{O, si A no ocurre '’ Y{

1, si B ocurre
0, si B no ocurre

. Es necesariamente cierto que X = Y7, jtienen X e Y la misma distribucién? De-
muestre sus respuestas o entregue contraejemplos.

Ejercicio 39. Muestre la identidad en (2.17).

Ejercicio 40. Considere variables aleatorias X : 2 - R e Y : 2 — R asociadas a un
mismo experimento. (a) Muestre que si Iy, o C R son intervalos disjuntos entonces
los sucesos [X € I1] y [X € I3] son también disjuntos. (b) Muestre que si I3 C R
es un intervalo entonces [X € I1,Y € Is] y [X € I, Y € I3] son sucesos disjuntos.
(c) Muestre usando un contraejemplo que los sucesos [X € I;] e [Y € I3] no son
necesariamente disjuntos.

Ejercicio 41. Muestre que si X ~ Uniforme|0, 1] entonces
2-min{X,1 - X} ~ Uniformel0, 1].

Ejercicio 42. Considere dos variables aleatorias X e Y. Demuestre que si

P[X = Y] = 1 entonces X ¢ Y tienen la misma distribucién. ;Es la implicacién
opuesta, en general, cierta? Justifique su respuesta con una demostracién o un con-
traejemplo.

Ejercicio 43. Aplique el Método general del Jacobiano para determinar la densidad
delav.a. Y =sen(rX), con X ~ Uniforme(—1,1). Verifique que fy es efectivamente
una funcién de densidad.

Ejercicio 44. Si U ~ Uniforme|0,1] entonces P[U € [0,1]] = 1 y, para todo = €
[0,1], P[U € {«}] = 0 (spor qué?). Explique por qué estos dos hechos no se contradicen
entre si pese a que [0, 1] = Up<z<1{z}.

Ejercicio 45. Considere constantes reales a < ¢ < d < b. Muestre que si X ~
Uniformela,b] entonces X ~ Uniforme[c,d] si condicionamos sobre el suceso X €
[c,d] i.e. muestre que P[X € I | X € [¢,d]] = (largo de I)/(d — ¢), para todo intervalo
I Cle,d].

Ejercicio 46. Considere una v.a. T tal que P[T > 0] = 1 y P[T = ¢] = 0, para todo
t € R. (En el Ejemplo 2.4 describimos una v.a. con estas caracteristicas). (a) Muestre
que P[T" = t] = P[(—T) = t], para todo t € R. (b) Muestre que P[T" € [0, +00)] #
P[(—T) € [0,400)]; en particular, Ty (—=T) no tienen la misma distribucién. (c)
Explique por qué las partes (a) y (b) no se contradicen entre sf.

Ejercicio 47. Considere una moneda con probabilidad p de salir cara y variables
aleatorias X ~ Uniformel0,1] e Y ~ Uniformell,4], independientes de la moneda.
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Muestre que la v.a. Z definida como sigue es una v.a. continua y determine su funcién

de densidad:
7 { X, sila moneda sale cara;

Y, sila moneda sale sello.

i Para qué valores de p es la v.a. Z uniforme sobre el intervalo [0, 4]?

Ejercicio 48. Considere el experimento donde se escoge un punto (X,Y) equidistri-
buido en el circulo unitario. Usaremos (R, ©) para denotar las coordenadas polares
de (X,Y) ie. R = vX24Y?2y © = arctan(Y/X) (ver Figura 2.7). Observe que
0<R<1 —7<O©<7m, X =R -cos(0)yY = R-sen(0). (a) Muestre que
Fr(r) = r%, para todo 0 < r < 1. (b) Muestre que Fo() = (6 + 7)/(27), para
todo —7 < 8 < m. (c) Use el Teorema 2.16 para demostrar que R y © son variables
aleatorias independientes.

Ejercicio 49. Considere un punto (X,Y") escogido al azar y equidistribuido en el
sector anular {(x,y) : 1 < 2? + y? < 4}. Explique primero intuitivamente y luego
demuestre que si (R, ©) son las coordenadas polares de (X,Y’) entonces R y © son
variables aleatorias independientes.

(z,9) (2,2)

W) (-3,1)
(c) (d)

Fiaura 2.7. (a) Coordenadas polares (r,0) de un punto genérico
(z,y) en el plano. (b) Coordenadas polares del punto (2,2). Note
cémo el dngulo 6 se mide en radianes. (c) Coordenadas polares del
punto (v/3, —1). (d) Coordenadas polares del punto (—v/3, —1).

Ejercicio 50. Use que los sucesos [X < n], con n > 1, crecen con n al suceso
[existe n > 1 tal que X < n] para demostrar la parte (c) en el Teorema 2.2. Dado
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x € R, use que los sucesos [X < z+41/n], con n > 1, decrecen con n al suceso [X < z]
para demostrar la parte (e) en el Teorema 2.2.

Ejercicio 51. Muestre que si X es una v.a. discreta y g : R — R es una transforma-
cién dada entonces g(X) es también una v.a. discreta. Mds generalmente, muestre que
si Xi,...,X, son variables aleatorias discretas y g : R — R es una transformacion
dada entonces g(Xi,...,X,) es también una v.a. discreta. En particular, Y7 | X2,
T, X,y (1+ Z?;ll cos?(X;X;+1)) ! son ejemplos de variables aleatorias discretas
cuando X1,...,X, lo son.

Ejercicio 52. Si X, Xs,Y7,Y5 son variables aleatorias discretas tales que X1 y Xo
tienen la misma distribucién, e Y7 e Y5 también tienen la misma distribucién, respon-
da: jes necesariamente cierto que g(Xy,Y7) tiene la misma distribucién que g(Xo, Ys)
con g : R? — R una funcién dada? Demuestre su aseveracién o entregue un contra-
ejemplo.

Ejercicio 53. Sea X una v.a. continua e I CR un intervalo abierto tal que
P[X € I] > 0. Defina Y como la v.a. que tiene la misma distribucién que X pero
condicionada a caer en el intervalo I i.e. para cada intervalo J C I aplica que
PY € J] =P[X € J | X € I]. Demuestre que Y es también una v.a. continua pero
con funcién de densidad dada por la féormula

0, I
fy(y)={ fx () ve

pxer Y1l

Aplique lo anterior para determinar fy en cada uno de los siguientes casos:
(a) IT=(1/3,2/3) y X =U, con U ~ Uniformel0,1],
(b) I =(5/7,6/7)y X =U?, con U ~ Uni forme|0, 1].

Ejercicio 54. Considere una v.a. continua X y dos intervalos abiertos y disjuntos
L,I; CRtalesque PIX € ] >0y PX € (LUIL)] =1. Sea Y = ¢g(X) donde
g: (I UIy) — R es una funcién continuamente diferenciable tal que ¢'(z) # 0, para
todo = € (I; U I,). Para cada i, sea X; una v.a. que tiene la misma distribucién que
X pero condicionada a tomar un valor en el intervalo I;. (a) Use el Ejercicio 53 y el
Método del Jacobiano para determinar la funcién de densidad de g(X;). (b) Use que
para cada intervalo cerrado I C R, P[Y € I] = Z?zl Plg(X;) el | X €] - PX €]
para determinar la funcién de densidad de Y. (Esto demuestra el Teorema 2.9 para
el caso especial de n = 2.)

Comentarios de final de capitulo

La sigma-dlgebra de Borel de R, que denotaremos como B(R), es la sigma-dlgebra més pe-
quena que contiene todos los conjuntos abiertos de R. Los conjuntos de B(R) son llamados
Borelianos. Algunos ejemplos de conjuntos Borelianos son: N, Z, Q, I, R, [0,1], [0, +00), y el
conjunto de Cantor, entre muchos otros. Enfatizamos, sin embargo, que no todo subconjunto
de R es Boreliano i.e. la inclusion B(R) C P(R) es estricta. En lo que sigue, (2, F,P) es un
espacio probabilistico dado.
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En el formalismo de la teoria de la medida, una v.a. es una funcién X :  — R que
es medible. Esto significa que X1 (A) € F, para todo A € B(R). Por ejemplo, una funcién
g:R — R es medible si y solo si g7'(A) € B(R), para todo A € B(R).

Las nociones de igualdad en distribucién e independencia para variables aleatorias son
analogas a la que dimos, aunque los sucesos bajo consideraciéon pertenecen a JF. Especifi-
camente, dos variables aleatorias X e Y se dicen igualmente distribuidas cuando P[X €
Al = PIY € A], para todo A € B(R). Por otro lado, X e Y se dicen independientes si
P[X € A,Y € B]=P[X € A]-P[Y € BJ, para todo A, B € B(R). En este marco tedrico, se
tiene lo siguiente:

(a) Si X tiene la misma distribucidn que Y entonces, para toda funcion medible g :

R — R, g(X) también tiene la misma distribucion que g(Y), y

(b) Si X eY son independientes entonces, para todo par g : R - R y h: R — R de

funciones medibles, g(X) y h(Y) son también independientes.

La distribucion de una v.a. X es la medida de probabilidad Px : B(R) — [0, 1] definida
como Px (A) = P[X € A], para todo A € B(R). Note que X e Y tienen la misma distribucién
siy solo si Px = Py. Una v.a. se dice discreta si existe un conjunto contable A C R tal que
Px(A) = 1. Por otro lado, X se dice continua si existe una funcién no negativa y medible
[ :R =R, tal que Px(A) = [, f(z)dz, para todo A € B(R).

Alternativamente, X e Y son independientes si y solo si

P[(X,Y) € C] = (Px ® Py)(C), para todo C € B(R?).

En la identidad anterior, B(RZ) es la sigma-dlgebra Boreliana de R? i.e. la sigma-4lgebra més
pequefia que contiene todos los subconjuntos abiertos de R%. Por otro lado, (Px ® Py) es la
medida producto de Px con Py. Dadas dos medidas de probabilidad u y v definidas sobre
B(R), (1 ® v) es la tinica medida de probabilidad sobre B(R?), que satisface la identidad:
(L ®Vv)(A X B) = u(A) - v(B), para todo A, B € B(R).
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Capitulo 3: La Ley de los Grandes Nuimeros

En este capitulo definiremos la esperanza de una variable aleatoria. La definicién que
daremos, serd motivada a partir de la interpretacion frecuentista de probabilidades
i.e. que la probabilidad de un suceso representa su fraccién asintdtica de ocurrencia.
Usando este principio interpretaremos la esperanza de una variable aleatoria, como
el valor asintético del promedio muestral de realizaciones independientes de dicha
variable. El resultado matemaético preciso a este respecto es lo que se conoce como
la Ley de los Grandes Numeros. En la ltima seccién del capitulo introduciremos el
concepto de varianza de una variable aleatoria. Esta cantidad medird cuan dispersa
es la variable alrededor de su esperanza. Finalmente, usando la Ley de los Grandes
Ntmeros, veremos que la varianza de una variable aleatoria puede interpretarse como
el valor asintdtico de la varianza muestral asociada a realizaciones independientes de
dicha variable.

3.1 Esperanza de una variable aleatoria

La definicién de medida de probabilidad se basa en la interpretacién frecuentista de
probabilidades: la probabilidad de un suceso en un cierto experimento, representa
su frecuencia de ocurrencia asintética al repetir el experimento indefinidamente y
bajo circunstancias similares. jEsta interpretacién popularmente aceptada conlleva,
sin embargo, otro hecho insospechado!

Para fijar ideas, imagine un dado equilibrado en el cual dos caras tienen marcado
el nimero (—1) y las cuatro restantes el nimero 5. Imagine que usted lanza el dado
n veces y que los valores de las caras observadas son Xy, ..., X,. El promedio de las
caras observadas entonces esta dado por

-1)-Y -Z Y Z
Yox = EIERE ) Y5 2
n n n

donde Y denota el niimero de veces que un (—1) es observado mientras que Z denota
el niimero de veces que un 5 es observado. Observe que Y/n es la fraccién de veces
que el valor (—1) es observado en los primeros n-lanzamientos. Por lo tanto, cuando
n es grande, la interpretacién frecuentista implica que Y/n =~ 1/3. Similarmente,
Z/n = 2/3. As{ concluimos que

1 1
1 X=-YX,~(-1)--+5-2=3.
(3.1) nz (=1)-3+5 3
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La aproximacién anterior es realmente notable: si n es grande entonces X = 3 pese
a que X es una cantidad que mo conoceremos con exactitud hasta lanzar el dado n
veces.

1 4
o o)
T o 9 "
08¢ £3,5
q"; ‘.VW g "
£0.0 R
goah, g W
S0k £2,5
& 0,2 E

0] 2

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Numero de lanzamientos Numero de lanzamientos

(a) (b)

Ficura 3.1. (a) Curvas asociadas a las fraciones de veces, que las
caras (—1) y 5 son observadas en mil simulaciones del lanzamiento de
un dado equilibrado, en el cual dos caras tienen marcado el nimero
(—1) y las cuatro restantes el nimero 5. Observe cémo la fraccién
de veces que la cara (—1) es observada en funcién del ndmero de
lanzamientos (curva inferior) es asintética al valor 1/3 a medida que
mads lanzamientos son tomados en cuenta. Similarmente, la fraccién
de veces que la cara 5 es observada (curva superior) es asintética
al valor 2/3. (b) Promedio de las caras observadas en funcién del
numero de lanzamientos. Observe cémo la curva es asintética al valor

3.

Claramente el valor al lado derecho en la aproximacién en (3.1) depende de los
nuimeros marcados sobre las caras del dado. Cabe entonces preguntarse: ;qué valor
debiera X tener aproximadamente cuando n es grande pero X1, ..., X, pueden tomar
valores arbitrarios?

Antes de responder la pregunta es conveniente introducir la siguiente notacién.
Dada una proposicién p, usaremos la notacién [ p] para denotar la funcidn indicadora
de p i.e. la cantidad definida como sigue:

(3.2)

[p] = 1, sila proposicion p es verdadera;
PI=7Y 0 si la proposicién p es falsa.

(En la literatura, [p] se llama el paréntesis de Iverson asociado con p.) Por ejemplo,
[6>4] =1y [56 < 3] =0. Por otro lado, para = € R, el valor de [z > 2] depende de
x: sl ¢ > 2 entonces [z > 2] = 1, pero si x < 2 entonces [z > 2] = 0.

Si A es un suceso asociado con un cierto experimento, con espacio muestral €2,
entonces [A ocurre] define lo que comtinmente se llama la funcién indicadora de A:
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si w denota el resultado del experimento entonces

1, siwe€ A;

0, siw¢A.

(La notacién 14 6 14(w) es, a veces, utilizada en la literatura para denotar la funcién

indicadora de un suceso.) Por ejemplo, si X : @ — R es una v.a. y I C R un intervalo,
entonces

[A ocurre] = {

1, si X(w) eI
[[XGIH:{ 0, si X(w)¢T.

El siguiente resultado seré clave para responder a la pregunta anterior con amplia
generalidad.

[z=t]
A

o
=
8 @}0
4~

—~

F1aurA 3.2. Grafos asociados a las funciones t — [z <], y t —
[x > t], cuando x > 0.

Lema 3.1. Para todo x € R, x = [~ [z > t] dt — fi)oo[[a; < t]dt.

Demostracién. Para un z > 0 fijo, la funcién ¢ — [z < t] es idénticamente igual a
cero para todo t < 0 (ver Figura 3.2(a)). En particular, la segunda integral de arriba
se anula. Por otro lado, la funcién ¢ — [z > t] es idéticamente igual a cero cuando
t > x (ver Figura 3.2(b)). Por lo tanto, se tiene que

/OOO[[:c>t]]dt—/_Ooo[[x<t]]dt:/0$[[x>t]]dt:/ow1dt:x.

Por otro lado, si © < 0 entonces

/[[xzt]]dt = / 0dt = 0;

0 0

0 0 0

[ w<da = [l<da=[1a--

y, por lo tanto, tenemos que

/Ooo[[arzt]]dt—/o [v<t]dt =0 (—2) = 2.

— 00

Esto completa la demostracién del lema. O
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Considere ahora variables aleatorias X, ..., X, independientes y con la misma
distribucién que una cierta v.a. X. Debido al Lemma 3.1, para cada ¢ tenemos que

00 0
XZ-:/ [X; Zt]]dt—/ [X; < ] dt.
0 —o0
En particular, la siguiente identidad aplica

1 n
w2

0

ii/owﬂXi>t]]dt_/ [Xi < t]dt,

— 00

— X. > tldt — — X < tldt
/0 PIEY /mng{z_ﬂ ,

donde para la ultima identidad hemos intercambiado la sumatoria con la integral.
Note, sin embargo, que para un nimero ¢ dado, y cuando n es grande, la interpretacion
frecuentista de probabilidades implica que

1 n s .
1 Z[[Xz >4 = fraccién c.le datos ~ PIX >,
n mayor o igual a t

I fraccié
*Z[[Xi <q = raccion ('16 datos ~ PIX <.
n menor o igual a ¢
i—
En particular, para un valor grande de n, es plausible esperar lo siguiente:

1 n e} 0
(3.3) fZXi;:z/ P[th]dt—/ P[X < t]dt.

i3 0 oo

Esta aproximacién es nuevamente sorprendente: el promedio de un numero grande

de variables aleatorias independientes y con la misma distribucion puede adivinarse
stn la necesidad de observar cada una de las vartables que participan en dicho prome-
dio. El lado derecho en (3.3) es una cantidad determinista y dnicamente definida por
las probabilidades de los sucesos [X > ¢t], con t > 0,y [X < t], con t < 0. Mds atn,
el lado derecho de la aproximacién anterior es de alguna manera el valor “esperado”
para el promedio de X1, ..., X,. Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 3.2. La esperanza o valor esperado de una v.a. X es la cantidad definida

como
0

o0
E(X) :/ ]P’[XZt]dt—/ PIX < t]dt,
0 —o0
cuando al menos una de las integrales anteriores es finita. En este caso diremos que
X tiene una esperanza bien definida. Si ambas integrales son finitas diremos que X
tiene esperanza finita.

La definicion anterior no es la estdndar, sin embargo, es equivalente a la usual-
mente entregada en los textos cldsicos de probabilidades. En las secciones 3.2 y 3.3 vere-
mos maneras alternativas de determinar la esperanza de variables aleatorias discretas
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y continuas, recuperandando asi las definiciones estandares. jLa definiciéon anterior
aplica, sin embargo, para todo tipo de variable aleatoria! Para fijar ideas considera-
remos algunos ejemplos.

Ejemplo 3.1. Retomemos el experimento donde se lanza un dado equilibrado en el
cual dos caras tienen marcado el nimero (—1) y las cuatro restantes el ntimero 5. Si X
denota el valor de la cara lanzada entonces P[X >t] =0 cuandot > 5y P[X <t¢] =0
cuando ¢t < (—1). Obtenemos, por lo tanto, que

MX):L[}M>ﬂﬁ—/oMX<ﬂﬁ:A%M>ﬂﬁiﬁpw<ﬂﬁ

oo -1

Ahora, observe que si 0 < ¢t < 5 entonces P[X > t] = P[X = 5] =
X sélo puede tomar los valores (—1) o 5. Similarmente, si —1 < t <
P[X <¢ =P[X = —1] = 1/3. Concluimos de este modo que

59 01
EX:/fdt—/ Zdt = 3.
( ) 03 713

La v.a. X tiene, por lo tanto, un valor esperado finito. Note cémo la aproximacion
dada en (3.1) es consistente con la obtenida mds generalmente en (3.3).

2/3 ya que
0 entonces

Es importante enfatizar que la esperanza de una variable aleatoria asociada con
un cierto experimento es una cantidad no aleatoria i.e. una cantidad deterministica
que no depende del valor que la v.a. tomdé o tomard al realizar el experimento. En el
ejemplo anterior, E(X) = 3 tanto antes como después de lanzar el dado. Mds aun,
observe que el suceso [X = 3] tiene probabilidad cero.

Ejemplo 3.2. En el Ejemplo 2.12 vimos que la distancia R, entre el centro de un
blanco redondo de radio 1 unidad y el punto de impacto de un dardo lanzado al azar,
es una v.a. continua con funcién de distribucién Fgr(r) = r?, cuando 0 < r < 1.

¢Cudl es el valor esperado de R? Para calcular E(R) necesitamos determinar
[ PR > tldt y ono P[R < t]dt. Como R sblo puede tomar valores entre cero y
uno, P[R < t] = 0 cuando ¢ < 0; en particular, la segunda integral es nula. Por otro
lado, para la primera integral, observe que P[R > t] = 0 cuando t > 1 y, como R es
una variable aleatoria continua, P[R > t] = 1 — Fg(t) = 1 —t? cuando 0 < t < 1.
Concluimos, por lo tanto, que

E(R) = AmMRzﬂﬁ—/ongﬂﬁ

— 00

1
= / (1 —t*)dt -0,
0
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Ejemplo 3.3. Determine E(S), si P[S < t] = —1/t, para cada t < —1.

Observe que P[S < —1] = 1. Por lo tanto, P[S > —1] = 0. En particular, P[S > ¢] =0
cuando t > 0, y P[S < t] = 1 cuando —1 < ¢ < 0 (gpor qué?). Debido a estas
consideraciones tenemos que

B(S) = Ammszﬂﬁ—/OPwSﬂﬁ,

— 00

[e%s} —1 0
- /‘Oﬁ—/ PWSﬂﬁ—/‘Msgﬂw
0 — 0 1

711 0
= o+/ fdtf/ 1dt,
ot .

—1=—c0.

=
= In|t|
t=

La v.a. S tiene, por lo tanto, una esperanza bien definida aunque su esperanza es

(—00).

Ejemplo 3.4. Considere una v.a. X ~ Uniforme[—1,2]. Observe que si t > 2
entonces P[X > t] = 0. Por otro lado, si (—1) <t < 2 entonces P[X > t] = (2 —¢t)/3.
Por lo tanto,

o0 2 2
/)MXzﬂﬂ:/PMzﬂﬁ: 2oty 2
0 0 o 3 3
Similarmente, si ¢ < (—1) entonces P[X < ¢] = 0, y si (—1) <
P[X <] = (t+1)/3. Por lo tanto,

0 0 0
tr1 1
/ ]P’[th]dt:/ P[th]dt:/ P lag— 2
— 00 —1 —1 3 6

t < 2 entonces

Concluimos que E(X) = 2/3 —1/6 = 1/2 i.e. el valor esperado de X corresponde al
punto medio del intervalo [—1,2] en este caso.

3.2 Esperanza de variables aleatorias discretas

En esta seccién especializaremos la definiciéon de valor esperado, para facilitar su
calculo en el contexto de variables aleatorias discretas. El resultado principal es el
siguiente.

Teorema 3.3. Considere una v.a. discreta X y un conjunto contable A C R tal que
PX € Al =1. Sig:R = R es una funcion tal que ), ,|g9(a)| - P[X = a] < +o0
entonces g(X) tiene un valor esperado finito dado por la férmula
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Un caso especial, pero importante del teorema, es cuando g(x) = x, para todo
x € R. En este caso, si ), 4 |a| - P[X = a] < +00 entonces

(3.4) E(X)=) a-PX=
a€A
Antes de presentar la demostracién del Teorema 3.3 es instructivo considerar
algunos ejemplos. La demostracién del teorema sera entregada al final de esta seccion.

Ejemplo 3.5. Considere el experimento donde se lanza un dado equilibrado. Si X
denota el nimero de la cara lanzada entonces X es una v.a. discreta y, por lo tanto,

6
1+24+3+44+54+6 7
N

Por otro lado, también tenemos que

6 6 6

6 6
k2 144 1 2 1
XQ):Z]CQ' —k‘:Z +44+94+16 + 5+36_9

Finalmente observe que

6
1+2 2+1
E(min{X,6— X}) = > min{k,6 — k} - P[X = k] = — *32 + *0:;
k=1

Ejemplo 3.6. Considere el experimento donde se lanza una moneda sesgada con
probabilidad 2/3 de salir cara en cada lanzamiento, y el nimero de lanzamientos X
necesarios hasta observar por primera vez una cara. Claramente, X solamente puede
tomar valores en el conjunto {1,2,...}. De acuerdo al Teorema 3.3, tenemos que

:ik-IP’[X:
k=1

Observe que el suceso [X = k] corresponde a una secuencia de (k — 1) sellos que
es inmediatamente seguida por una cara. Como los lanzamientos de la moneda son
independientes, la probabilidad de este suceso es (1/3)*712/3. La esperanza de X
viene, por lo tanto, dada por la serie

0-30-() ()56

= 1
(3.5) Zk‘xk_l = e para todo |z| < 1,
—x

Usando que

finalmente obtenemos que

O-”\l\D
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DEMOSTRACION TEOREMA 3.3. Primero demostraremos la identidad en (3.4). En
efecto, considere el conjunto definido como Ay = AN [0,+00). Dado ¢t > 0 y como
P[X € A] =1 obtenemos que

PIX>#=PX>t,XecAl= Y PX =) PIX Ja>1],
ac€A:a>t a€A
donde [a>t]=1sia>t,y [a>1t] =0sia<t En particular,

/O+OOP[X>t]dt = /+OOZP Na > t] dt,

a€Ay

+oo
> P[X:a]~/0 [a > 1] dt.

ac€AL

Observe, sin embargo, que f0+°o [a > t]dt = foa 1dt = a, cuando a > 0. Concluimos,

por lo tanto, que
+oo
PX >t]d a-P[X
/ -y

a€AL

Note que la serie, al lado superior derecho, es finita debido a la hipétesis que ), 4 |al-
P[X = a] < +00. Un argumento andlogo al anterior muestra por otro lado que

/0 PIX <tldt= Y (—a) P[X =a] < +o0,
- a€cA_

donde A_ = AN (—o0,0].
El valor esperado de X viene, por lo tanto, dado por

E(X) = Y a-PX=a- ) (-a)-PX=ad,

a€Ay a€A_
= Za-]P’[Xza}—i—Za]P’ Za}P’
acAy a€A_ acA

donde para la dltima identidad hemos usado que (AL UA_)=Ay (AL NA_)={0};
en particular, el término 0 - P[X = 0] no contribuye a ninguna de las sumas al lado
superior derecho. Esto completa la demostracién de (3.4).

Completaremos ahora la demostracién del teorema. Considere la v.a. Y = g(X).
Observe que P[Y € B] = 1, donde B = {g(a) : a € A}. Como B es un conjunto
contable (gpor qué?), Y es una v.a. discreta. Mds atn, como para cada b € B el
conjunto g=1(b) = {a € A : g(a) = b} es contable, tenemos debido a la sigma

aditividad que
> Pl
acg=1(b)

104



MANUEL LLADSER

Concluimos de este modo que

DBI-PY =0 = > ol Y PX=ad]

beB beB acg—1(b)
- Y @l PX ==Y lg(@)] - PIX = a] < +ox.
beB acg—1(b) acA

En particular, y de acuerdo a la identidad en (3.4), Y es una v.a. con esperanza finita.
Mas aun, repitiendo el argumento anterior obtenemos finalmente que

EY) = Y b-PY =

beB

- Zb. Z P[X =

beB  aeg~1(b)

= Y Z (X =a]=> g(a)-P[X =al.

beBacg— acA

Esto completa la demostracién del teorema.

3.3 Esperanza de variables aleatorias continuas

En esta seccion caracterizaremos de manera alternativa el valor esperado de una v.a.
continua. El resultado principal es el siguiente.

Teorema 3.4. Considere una v.a. continua X con funcidn de densidad f. Si g :
R — R es una funcion continuamente diferenciable excepto sobre un niumero finito
de puntos y [; |9(z)|- f(x) dz < oo entonces g(X) tiene un valor esperado finito dado
por la formula
Blg(X)) = [ glo) - f(o) o
R

Un caso importante del teorema anterior es cuando g(x) = x. En este caso, si

fR || - f(z) dz < 0o entonces X tiene un valor esperado finito dado por la férmula

(3.6) E(X) = /Rx - f(x)dx

Demostraremos el Teorema 3.4 al final de esta seccién. En el intertanto veremos
algunos ejemplos que clarificaran la importancia de este teorema.

Ejemplo 3.7. Si X ~ Uniforme[a,b] entonces X es una v.a. continua con funcién
de densidad f(x) = 1/(b —a), cuando a < x < b, y f(z) = 0 en cualquier otro caso
(Definicién 2.6). En particular, para determinar la integral en (3.6) basta con integrar
entre a y b i.e.

1 b z? o=b b? — a? a+b

b
E(X):/ax~f(a?)dx=m axdm:m :2(b—a): >

r=a
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lo que corresponde al punto medio del intervalo [a, b].

Una de las ventajas del Teorema 3.4 es que podemos determinar el valor esperado
de cualquier funcién de X, sin tener que caracterizar la distribucién de la nueva
variable aleatoria. Por ejemplo, si 0 ¢ [a, b] entonces, usando el Método del Jacobiano,
se encuentra que la v.a. Y = 1/(1 + X?) tiene una funcién de densidad dada por la

férmula
_ 1 y
A e =

siempre y cuando y pertenezca al rango de la funcién g(z) = 1/(1+2?2), con = € [a, b].
El célculo de E(Y), usando la definicién, requerirfa integrar la funcién y - fy (y),
lo que resulta un poco tedioso. Sin embargo, debido al Teorema 3.4, tenemos mas
directamente que

E 1 1 /b 1 dr — arctan(b) — arctan(a)
1+X2) b—al, '

14 22 T b—a

Ejemplo 3.8. Considere una v.a. X ~ Uniforme[0,1] y la variable aleatoria

0, si X < 1/3;
y={1 si1/3<X<2/3;
2, si2/3 < X.

Recordemos que la funcién de densidad de X viene dada por f(z) = 1siz € [0,1],
y f(z) = 0 en cualquier otro caso. Para determinar la esperanza de Y observe que
Y = g(X), donde g es la funcién definida como

0, six < 1/3;
glx)y=4¢ 1, si1/3<x<2/3;
2, si2/3 <.

Observe que g es continuamente diferenciable sobre R, excepto sobre los puntos = =
1/3 y x = 2/3. El Teorema 3.4 implica, por lo tanto, que

/ /
E(Y)Z/Rg(x)~f(x)=/olg(:c)das:/ol30dm+/1j:1dx+/2j32dx:1.

Una forma de corroborar el cdlculo anterior, es notar que Y es una v.a. discreta que
s6lo puede tomar los valores 0, 1 o 2 con probabilidad 1/3 cada uno (gpor qué?). En
particular, debido al Teorema 3.3, podemos determinar su esperanza alternativamente
como sigue:

E(Y)=0-P[Y =0]+1-P[Y =1]4+2-P[Y =2] = 1.

DEMOSTRACION TEOREMA 3.4. Primero demostraremos la identidad en (3.6). En
efecto, dado ¢ > 0 y como X tiene funcién de densidad f tenemos que

P[th]/toof(x)d:c/ooof(x) x> t] d=.
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En particular, la siguientes identidades aplican

[ rx e = [0 [T @) o> ddea,

/Ooo/o'oof@) e > ] dtde,
| s [z

_ /Ooof(x)/omldtdx:/Oooa:-f(x)da:.

En las identidades que mostramos, para la segunda, hemos intercambiado el orden de
integracién. Esto es posible debido a lo que se llama el Teorema de Fubini, y por la
misma razén que las series », >, a;; = >_; >, a; j pueden intercambiarse cuando los
coeficientes a; ; son no negativos. Para la tercera identidad hemos usado que f(z) se
comporta como un factor constante cuando ¢ es la variable de integracion. Finalmente,
para la cuarta identidad, hemos usado que [z > t] = 1 cuando t < z,y [z >t] =0
cuando t > x.
Un argumento parecido al recién utilizado muestra por otro lado que

/0 P[X>t]dt:—/0 x- f(z)dx.

— 00 — 00

En particular, el valor esperado de X viene dado por

IE(X):/Ooox-f(x)da:+/ooox-f(x)dx:/Rx-f(ac)dx.

Esto demuestra la identidad en (3.6).

Para completar la demostracion del teorema supondremos que g es continuamente
diferenciable sobre R y que ¢'(x) > 0, para todo 2 € R. En este caso, de acuerdo al
Método del Jacobiano (Teorema 2.8), la v.a. Y = g(X) es también una v.a. continua,
con funcién de densidad fy(y) = f(g=(y))/g'(97 (y)). En particular, debido a la
identidad en (3.6) tenemos que

(o)) = £0) = [0 T dy = [ g L ) do = [ gto) - flo)

Para la tercera identidad que mostramos, hemos substituido y = g(z) en la integral.
Esto completa la demostracién del teorema.

3.4 La Ley de los Grandes Niumeros
De acuerdo a la discusiéon dada en la Seccién 3.1, la interpretacién frecuentista de
probabilidades sugiere que
1 n
=3 X, E(Xy),
n-
i=1
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cuando n es suficientemente grande. Esta aproximacion asume que, las variables alea-
torias que participan en el promedio, son independientes e igualmente distribuidas.
Abreviadamente diremos que X1, Xo,... son i.i.d.

De acuerdo al siguiente resultado, la aproximacién anterior es correcta y de hecho,
exacta en el limite cuando n tiende a infinito.

Teorema 3.5. (Ley de los Grandes Numeros.) St X1, Xo, ... son i.i.d. y Xy tiene un
valor esperado bien definido entonces, con probabilidad uno, sucede lo siguiente:

n—oo N, 4

1 n
lim =" X; = E(X,).
=1

La Ley de los Grandes Numeros muestra que la interpretacién frecuentista, es
consistente con la teoria de probabilidades motivada a partir de ella. Para fijar ideas,
considere el experimento donde se lanza una moneda que tiene probabilidad p de salir
cara. De acuerdo a la interpretacion frecuentista, si lanzaramos la moneda un ntmero
grande de veces, entonces ésta debiera salir cara aproximadamente en una fraccién
p de los lanzamientos. Podemos ahora demostrar esto matematicamente como sigue.
Para cada ¢ > 1 defina la variable aleatoria

X; = [la moneda sale cara en el i-ésimo lanzamiento],
_ 1, sila moneda sale cara en el i-ésimo lanzamiento;
a 0, sila moneda sale sello en el i-ésimo lanzamiento.
Claramente X; es una v.a. discreta. Mds atin, tenemos que (Teorema 3.3):

Como Xj, Xs, ... son i.i.d., el Teorema 3.5 implica que
1 n
lim — X, =p.
Jm 2 Xi=
=

Observe que Y-, X, /n es la fraccién de veces que la moneda salié cara en los primeros
n lanzamientos. La identidad anterior muestra, por lo tanto, que la fraccién asintética
del suceso “la moneda sale cara” es igual a su probabilidad.

Ejemplo 3.9. Si en promedio ocurren A\ sismos por unidad de tiempo, entonces
la separacion temporal T entre el ultimo y el préximo sismo tiene una funcién de
densidad dada por la férmula (Ejemplo 2.11):

Ae Mt >0;
f(t)_{ 0, t<0.

Debido al Teorema 3.4, tenemos, por lo tanto, que

IE(T):/t'f(t)dt:/oot-)\e*Mdt.
R 0
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Substituyendo s = At y luego usando el Método de Integracién por Partes (ver la
identidad en (4.15) en la Seccién 4.5), obtenemos que

1 [ 1 [ 1
E(T):X/O SB_SdS:X/O e_stZX.

¢ Cdomo se interpreta lo anterior? Imagine que medimos el tiempo 77 entre el 1lti-
mo y el préximo sismo, luego el tiempo T, entre el préoximo sismo y el subsiguiente,
etc. Bajo el supuesto que 77,75, ... tienen la misma distribucién y son independien-
tes e.g. debido a que los sismos son detectados en una zona de actividad geoldgica
moderada, la Ley de los Grandes Numeros implica que

1 & 1
2T

cuando n es grande. Esto es consistente con la interpretacion original de A: si en
promedio ocurren A sismos por unidad de tiempo, entonces la separacion temporal
promedio entre sismos consecutivos debiera ser 1/\.

Ejemplo 3.10. Imagine que usted y un cierto oponente lanzan simultaneamente
dados equilibrados en un juego de azar. Denotaremos como X e Y el valor de la cara
que usted y su oponente lanzaran, respectivamente. Las ganancias y pérdidas de este
juego de azar estan definidas por la siguiente regla: usted recibird k pesos por cada
peso apostado si X > Y, y perderd todo lo apostado si X < Y. En particular, su
ganancia neta por juego, por cada peso apostado, serd la variable aleatoria

k-1, siX>Y;

Zk~ﬂX>Y]]1{ (1), siX<Y.

Arriba k > 1 es una constante dada, jpara qué valores de k es este juego mds con-
veniente para usted que su oponente? Para responder a la pregunta determinaremos
primero el valor esperado de Z. Como esta v.a. sélo puede tomar los valores (k — 1)
y (—1) obtenemos que (Teorema 3.3):

E(Z) = (k—=1)-PZ=k—1]+(-1)-P[Z=1],
= (k—1)-P[X > Y]+ (-1)-P[X < Y],

1 21 12
= (kfl).éfizi k— 2.
36 36 12 5

Para que el juego sea mds conveniente para usted, basta que E(Z) > 0 i.e.
k > 12/5. Esto se debe a la Ley de los Grandes Numeros: si Zi,...,Z, denotan
las ganancias en el primer juego, en el segundo, etc entonces Z?zl Z; = n-E(2),
cuando n es grande. En este caso, la ganancia total después de un nimero grande
n de juegos serd aproximadamente n - E(Z), la que tiende a infinito a medida que n
tiende a infinito. Por otro lado, si k < 12/5 e.g. k = 2 entonces el juego serd mads
conveniente para su oponente en el largo plazo.
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3.5 Propiedades de la esperanza

En esta seccion discutiremos cuatro propiedades fundamentales acerca de la esperanza.
La primera propiedad establece que el valor esperado de una v.a. constante es la misma
constante.

Teorema 3.6. (Esperanza de una constante.) Si X es una v.a. constante i.e. existe
una constante ¢ € R tal que P[X = ¢] =1 entonces E(X) = c.

Demostracién. Como P[X € {c}] =1, X es una v.a. discreta. En particular, E(X) =
¢-P[X = ] = ¢, lo que demuestra el teorema. O

La segunda propiedad importante establece que la esperanza de una variable
aleatoria, estd unicamente determinada por su funcién de distribucién. En particular,
variables aleatorias con la misma distribucién tienen el mismo valor esperado.

Teorema 3.7. Si X e Y tienen misma distribucion y X tiene una esperanza bien
definida entonces E(X) = E(Y).

Demostracion. Debido a que X e Y tienen la misma distribucién, se tiene directa-
mente de la definicién que P[X > t] = P[Y > ¢] y P[X < t] = P[Y < ¢], para todo
t € R. En particular, las siguientes identidades aplican

Ammxzﬂﬁ - AmMYzﬂﬁ,

/Omx<ﬂm _ /Opw<ﬂm.

— 00 — 00

Como al menos una de las integrales al lado superior izquierdo es finita, Y tiene una
esperanza bien definida y

E(X) AWMXzﬂﬁ/OMXgﬂﬁ

00 0
/ IP’[YZt]dt—/ PlY < t]dt = E(Y).
0

—0o0

Esto demuestra el teorema. O

Una consecuencia del teorema anterior es que si Xi,..., X, tienen la misma
distribucién entonces E(X;) = --- = E(X,,). En particular, debido al Teorema 2.12,
si g : R = R es una funcién continua excepto sobre un conjunto finito de puntos y
g(X1) tiene esperanza finita entonces E(g(X1)) = --- = E(g(X,,)). Para fijar ideas, si
X ~ Uniforme[—1,1] e Y ~ Uniforme|[—1,1] entonces E(X?) = E(Y?) y E(eX) =
E(eY) (ver Ejercicio 5). Similarmente, si X, ..., X,, son i.i.d. entonces E(sen(X;)) =
< =E(sen(X,)) y E(cos(X1)) = -+ = E(cos(X,)).
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Ejemplo 3.11. Imagine un profesor que corre apuradamente al kiosko del colegio
donde ensena, para comprar un par de golosinas antes de su préxima clase. Supon-
gamos que entre sus bolsillos cuenta con cinco monedas de $50 y tres de $100 pesos.
Denotaremos como X e Y el valor de la primera y segunda moneda que sacara entre
sus bolsillos, respectivamente. Claramente, P[X = 50] = 5/8 y P[X = 100] = 3/8, y
como X e Y tienen la misma distribucién (spor qué?), el teorema anterior implica
que

E(Y)=E(X) = 50-P[X =50]+ 100-P[X = 100],
= 50-5/8+100-3/8 = 275/4.

Una tercera propiedad importante, acerca de la esperanza de variables aleatorias,
es qué factores constantes, dentro o fuera de un valor esperado, pueden intercambiarse,
y mas relevante atin, que el valor esperado de una suma corresponde a la suma de los
valores esperados. Esta propiedad se llama linealidad de la esperanza y establece lo
siguiente.

Teorema 3.8. (Linealidad de la esperanza.) Si a, 8 son constantes dadas y X eY
variables aleatorias con esperanza finita entonces E(aX) = a-E(X) y E(X +Y) =
E(X)+E(Y). Mas generalmente, si aq, ..., a, € R son constantes dadas y X1, ..., X,
tienen esperanzas finitas entonces

i=1 1=1

Enfatizamos que la identidad en el teorema, aplica, mas generalmente, cuando
X1, ..., X, tienen valores esperados bien definidos (ver Definicién 3.2), y la sumatoria,
al lado derecho, es una cantidad bien definida. Esto ultimo requiere que los términos
(+00) — (+00), y (—00) — (—00), no ocurran al simplificar la sumatoria.

Para demostrar el teorema basta con mostrar que

(3.7) E(aX +Y) =a-E(X)+E(Y),

cuando X e Y tienen valores esperados finitos (spor qué?). En vez de demostrar es-
to, sélo justificaremos por qué deberfa ser cierto. Imagine que X e Y son variables
aleatorias asociadas a un mismo experimento el cual repetimos indefinida e indepen-
dientemente. Si X; e Y; denotan los valores observados para X e Y en la i-ésima
realizacién del experimento, entonces (X + Y1), (aXs + Y3),... son variables alea-
torias i.i.d. y con la misma distribucién que (X +Y’). En particular, y de acuerdo a
la Ley de los Grandes Numeros, tenemos que

n

E(aX +Y) i = 3 (aX, + Vo),

|
3
\

LG LG
= a-nli)rr;;;Xi—knh_)n;oﬁ;}ﬁ:a~E(X)+]E(Y).
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Esto justifica (4.24) y, méds generalmente, la linealidad de la esperanza.

Ejemplo 3.12. Considere variables aleatorias X e Y, cada una con funcién de den-
sidad dada por la férmula:

322/2, x€[-1,1];
Jx(@) = { 0,/ x%%—lvl};

4y, y e [0,1];
o = {5 Vel

Determine el valor esperado de (X +Y) usando la linealidad de la esperanza.
En efecto, debido al Teorema 3.4, tenemos que

1 2 4 1x=1
E(X) = /:c.?’idx:?’i = 0;
L 8 .,
1 ry:l
4yP 4
E(Y) = /y-4y3dy= Y ==
o 51,0 5

Asi, debido a la linealidad de la esperanza, obtenemos que

E(X +Y)=E(X)+E(®Y}) :0+§:§
Ejemplo 3.13. Retomemos el ejemplo del profesor que corre apuradamente al kiosko
para comprar golosinas y que entre sus bolsillos tiene cinco monedas de $50 y tres
de $100 pesos (Ejemplo 3.11). Si con la primera moneda el profesor comprard ca-
ramelos, y cada caramelo cuesta $25 pesos, mientras que con la segunda moneda él
comprard chicles, y cada chicle cuesta $50 pesos, entonces el nimero total de golosinas
que comprard en el kiosko serd X /25 + Y/50. Debido a la linealidad de la esperanza,
el valor esperado del nimero de golosinas que el profesor compraré es

X Y 1 1 1 1 33
£ (25 * 50) 25 E(X)+ 50 E(Y) = (25 * 50) E(X) = 8’
donde para la penultima identidad hemos usado que X e Y tienen la misma dis-
tribucién. Una consecuencia de lo anterior es la siguiente: si el profesor aplica cada
dia la misma estrategia entonces, de acuerdo a la Ley de los Grandes Nimeros, en
un periodo de 40 semanas (i.e. aproximadamente dos semestres) el habrd consumido
alrededor de 40 - 5 - 33/8 = 825 golosinas. Si en promedio, cada golosina contiene 10
gramos de azucar, el profesor consumird durante el ano académico alrededor de 8 kilos
de azicar, jpor concepto de golosinas solamente!

Ejemplo 3.14. Considere el experimento donde uno de los 16 tridngulos en la Fi-
gura 3.3(a) se escoge equiprobablemente al azar y luego un punto (X,Y) se escoge
equidistribuidamente dentro de dicho triangulo.

Si quisiéramos determinar la esperanza de (8 X +3Y") usando la definicién, enton-
ces necesitarfamos determinar la integral fooo P[8X +3Y > t] dt. Esto, sin embargo, es
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tedioso. Por ejemplo, sélo para t = 5 necesitariamos determinar la probabilidad que
el punto (X,Y’) pertenezca a la regién oscura de puntos en la Figura 3.3(b).
Por otro lado, usando la linealidad de la esperanza tenemos que

E(8X + 3Y) = 8E(X) + 3E(Y),

lo que nos permite analizar X e Y por separado. jEsta es una de las ventajas de la
linealidad de la esperanza!

Para determinar E(X) mostraremos primero que X ~ Uniforme[0,1]. Para esto
imagine que trasladamos verticalmente los tridngulos sobre el intervalo [0, 1/4] a modo
de formar el rectdngulo con vértices (0,0), (1/4,0), (1/4,1/2) y (0,1/2). Similarmen-
te, trasladamos verticalmente los cuatro tridngulos sobre el intervalo [1/4,1/2] para
formar el rectdngulo con vértices (1/4,0), (1/2,0), (1/2,1/2) y (1/4,1/2). Un proce-
so similar es aplicado para los tridngulos sobre el intervalo [1/2,3/4] y el intervalo
[3/4,1].

El resultado final del proceso anterior serd el rectangulo R con vértices (0,0),
(1,0), (1,1/2) y (0,1/2). Mds ain, como al trasladar los tridngulos verticalmente
s6lo habremos trasladado el punto (X,Y") verticalmente, al final del proceso éste se
ubicard en un cierto punto de la forma (X,Y”). Debido a la manera como el punto
(X,Y) es escogido, el punto (X,Y”) podrd ubicarse en cualquier parte del rectangulo
sin preferencia de ubicacién por un cierto lugar més que otro i.e. (X,Y”) es un punto
equidistribuido en el rectdngulo R. En particular, si 0 <t <1y R; es el rectangulo
definido como {(z,y) |0 <z <ty 0 <y <1/2} entonces

area(R;) t/2
drea(R)  1/2

Diferenciado con respecto a la variable ¢ obtenemos, por lo tanto, que X es una v.a.
continua con funcién de densidad

Fx(t)=PX <t]=P[(X,Y') € Ry] = t.

Fx(a) = 1, 0<z <1,
X "~ ] 0, en cualquier otro caso.

Lo anterior muestra que X ~ Uniforme[0,1]; en particular, se tiene que E(X) =
1/2 (Ejemplo 3.7). Un proceso similar, muestra que Y ~ Uniforme[0,1] y, por lo
tanto,

E(8X +3Y) =8-1/2+3-1/2=11/2.

Para finalizar esta seccién, veremos como determinar el valor esperado de un
producto de variables aleatorias independientes. Una de las maneras mas faciles de
construir variables independientes es usando sucesos independientes. En efecto, con-
sidere un cierto experimento que tiene asociado un espacio muestral €2 y dos sucesos
independientes A, B C 2. Considere las variables aleatorias discretas definidas como

X = [el suceso A ocurre],

Y = [el suceso B ocurre].
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. ) T+3Y:
3/4 3/4
1/2 1/2
1/4 1/4
> T > T
1/4 1/2 3/4 1 1/4 1/2 %3/4 1
(a) (b)
FiGcura 3.3

El lector podré verificar facilmente usando el Teorema 2.18 que X e Y son inde-
pendientes. Note que X e Y sélo pueden tomar los valores cero o uno. Por ejemplo,
X =1 cada vez que A ocurre y X = 0 en el caso contrario. En particular, se tiene
que (Teorema 3.3)

E(X) = 1-PX=1]=P(4);

EY) = 1-PY =1]=P(B).
Por otro lado, XY también toma solamente los valores cero o uno. Mas aun, XY =1
s6lo cuando A y B ocurren simultdneamente. Como A y B son sucesos independientes,
esto implica que

E(XY)=PX=1,Y=1=PANB)=P(4)-P(B) =E(X) -E(Y).

ie. E(XY) = E(X) - E(Y). Sorprendentemente, y segin lo establece el siguiente
resultado, dado cualquier par de variables aleatorias independientes y con esperanza

finita, el valor esperado de su producto corresponderd siempre al producto de sus
valores esperados.

Teorema 3.9. (Esperanza de factores independientes.) Si X eY son variables alea-
torias independientes con esperanza finita entonces E(X -Y) = E(X) - E(Y). Mds
generalmente, si X1,...,X, son variables aleatorias independientes con esperanza

finita entonces
E (H Xi> = [[E(x)).
i=1 i=1

Ejemplo 3.15. Considere el experimento donde se dibuja un cuadrado como sigue:
escogemos al azar e independientemente dos puntos X e Y uniformemente en el in-
tervalo [0, 1] y usamos (X + Y) como el largo de la diagonal del cuadrado. sCudl es
el valor esperado del drea del cuadrado?
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El drea S de un cuadrado con una diagonal de largo (X + Y) viene dada por
S=(X+Y)?/2=(X?2+2XY +Y?)/2 (spor qué?). En particular, la linealidad de

la esperanza nos permite concluir que

2 ) 2
E(S):E(X )+ 2 ]E;XY)JrE(Y )

Observe, sin embargo, que E(XY) = E(X) - E(Y), debido a que X e Y son factores
independientes (Teorema 3.9). Mds aun, E(X) = E(Y) debido a que X e Y tienen
la misma distribucién (Teorema 3.7). Similarmente, E(X?) = E(Y?). As{ obtenemos
que

2-E(X?)+2-{E(X)}?

E(S) = 5

=E(X?) + {E(X)}*

Note que, en general, E(X?) # {E(X)}?; en particular, para determinar el lado su-
perior derecho no basta con determinar el valor esperado de X. De hecho, como
X ~ Uniformel0, 1], encontramos que

1

1
E(X?) = 22 1ldr = =;
3

1

E(X) = z-ldx =

J
J

DN | =

Por lo tanto, E(S) =1/3+1/4 =7/12.

Es importante enfatizar que la linealidad de la esperanza, aplica para cualquier
coleccion de variables aleatorias—independientes o no. Sin embargo, el Teorema 3.9
sélo aplica cuando los factores que participan del producto son independientes. El
siguiente ejemplo aclarara la importancia de esta hipdtesis.

Ejemplo 3.16. Retomemos el ejemplo del profesor que corre al kiosko para comprar
golosinas y que entre sus bolsillos porta cinco monedas de $50 y tres de $100 pesos
(ejemplos 3.11 y 3.13). Si X e Y denotan el valor de la primera y segunda moneda que
sacara entre sus bolsillos, respectivamente, entonces X e Y no son variables aleatorias
independientes. Por ejemplo, se tiene que

P[Y =100 | X = 100] = = P[X = 100].

=~
N
| w
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Veremos que E(X -Y) # E(X) -E(Y). En efecto, la v.a. XY sélo puede tomar los
valores 2500, 5000 o 10000 con las siguientes probabilidades:

P[XY =2500] = P[X =50,Y =50],
= P[X =50]-P[Y =50 | X =50] = 5/14,
P[XY =5000] = P[X =50,Y =100] + P[X = 100,Y = 50],

= P[X=50]-P[Y=100| X =50]+P[X =100]-P[Y =50| X =100],
= 5/8-3/7+3/8-5/7=15/28,
P[XY =10000] = P[X =100,Y = 100],
= P[X =100]-P[Y =100 | X = 100] = 3/28.
Por lo tanto,
E(XY) =2500-5/14 + 5000 - 15/28 + 10000 - 3/28 = 32500/7.

Por otro lado, vimos en el Ejemplo 3.11 que E(X) = E(Y) = 275/4 y, por lo tanto,
E(XY) < E(X) - E(Y). La orientacién de esta desigualdad es consistente con la
intuicién. De hecho, si X = 50, entonces Y = 100 con probabilidad 3/7, y si X = 100,
entonces Y = 100 con probabilidad 2/7. En cualquier caso, Y tendera a tomar valores
menores o iguales a X la mayoria de las veces. Por lo tanto, el valor esperado para
XY debiera ser menor que E(X) - E(Y) ya que esto dltimo asume que el valor de X
no influencia el valor de Y.

3.6 Varianza de variables aleatorias

Considere el experimento donde se lanza un dado equilibrado y la v.a. definida como

Y 1, si la cara del dado es par;
| (=1), sila cara del dado es impar.

Esta v.a. puede interpretarse como la ganancia neta, por cada peso apostado, en
un juego donde el apostador duplica su apuesta si al tirar un dado éste sale par.
En este caso, como la probabilidad que el dado salga par es la misma que salga
impar, E(X) = 0. En particular, si definimos ¥ = X/1000 y Z = 1000X, entonces
E(Y) = E(X)/1000 = 0 y E(Z) = 1000 - E(X) = 0. Vemos, por lo tanto, que tanto
Y como Z tienen valor esperado cero, sin embargo, Y sélo puede tomar los valores
+0,001, mientras que Z sélo puede tomar los valores £1000. Claramente, Y es una
v.a. mucho més concentrada alrededor de cero (su valor esperado) que Z.

La varianza de una v.a. es una cantidad que mide cudn concentrada estd una v.a.
alrededor de su valor esperado. La definicién precisa es la siguiente.

Definicién 3.10. Si X es una v.a. con esperanza finita, entonces su varianza es la

cantidad definida como
V(X) = E ({X ~ E(X)}?).

La idea detréas de la definicién es la siguiente: la v.a. X toma valores cerca de su
valor esperado con alta probabilidad si y solo si, {X — E(X)}? toma valores cerca de
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cero con alta probabilidad. Como {X —E(X)}? > 0, el valor esperado de esta tiltima
v.a. es pequeno solamente cuando X estd bien concentrada alrededor de su valor
esperado. (Cuantificaremos este hecho de forma més precisa usando la desigualdad de
Chebyshev en el Ejercicio 46.)

La desviacion estdndar de X se define como la raiz cuadrada positiva de su
varianza. A diferencia de la varianza, la desviacion estdndar se mide en las mismas
unidades que la variable aleatoria. La varianza, sin embargo, se mide usando unidades-
cuadradas e.g. cm? cuando X se mide en centimetros, o seg? cuando X se mide en
segundos.

Observe que la varianza de una v.a. corresponde a la esperanza de otra variable
aleatoria aunque no negativa. En particular, la varianza de una v.a. es una cantidad
no negativa (Ejercicio 5), aunque podria ser igual a infinito. La varianza al igual
que la esperanza tiene una serie de propiedades interesantes que discutiremos en esta
seccidn.

Teorema 3.11. Si X es una v.a. con esperanza finita, entonces
(a) V(X) =E(X?) - {E(X)}?,
(b) V(X) =E(X - (X —1)) —E(X) - {E(X) -1}, ¢
(c) para todo par de constantes o, 3 € R se tiene que V(aX + B) = o? - V(X).

Demostracion. Denotaremos como p el valor esperado de X. Debido a la linealidad
de la esperanza, tenemos que

V(X) = B({X —p}?) = B(X?—2Xp+ ),
= E(X?) - 3E(X) + 12,
= E(X?)—2p% + 4%,
= E(X?) -2,
= E(X?) - E(X)+p—p?
= E(X?-X)—p(p—1) =EX(X - 1)) — p(p—1).

La quinta identidad demuestra la parte (a), y la ultima identidad demuestra la parte
(b). Finalmente, y nuevamente debido a la linealidad de la esperanza, encontramos
que

VieX +8) = E({aX+8- EaX+[3}2),
= E({aX +8-a -E(X)-p8}?),
= E(0® {X - E(X)}® ),
= o’ E({X - E(X)}?),
= o® V(X),
lo que demuestra la parte (c¢). Esto completa la demostracién del teorema. |
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Ejemplo 3.17. Retomemos el experimento donde tiramos un dado equilibrado al
azar y definimos

Y — 1, si la cara del dado es par;
“ 1 (1), sila cara del dado es impar.

Note que X2 = 1 i.e. X? es una v.a. constante. Por lo tanto, E(X?) = 1 debido al
Teorema 3.6. Como E(X) = 0, la identidad en la parte (a) del Teorema 3.11 nos
permite concluir que V(X) = 1 — 02 = 1. En particular, si definimos Y = 1073 - X y
Z =10 - X, entonces la parte (c) en el teorema nos permite concluir que

VY) = V(107% X)=(10"?)%-V(X) =10"°,

V(Z) = V(10°- X) = (10%)% - V(X) = 10°.
Vemos que la varianza de Y es mucho menor que la varianza de Z. Esto significa que
Y estd mucho méas concentrado alrededor de su valor esperado que Z. Lo anterior

resulta bastante intuitivo, ya que E(Y') = E(Z) = 0, sin embargo, Y sélo puede tomar
los valores £1073, mientras que Z s6lo puede tomar los valores £103.

Ejemplo 3.18. Determine la wvarianza de una v.a. X tal que P[X = 0] = 1/7,
PX =1] =2/7 y P[X = 2] =4/7. Observe que el suceso [X € {0, 1,2}] tiene proba-
bilidad uno; en particular, X es una v.a. discreta. Usando el Teorema 3.3 obtenemos,
por lo tanto, que
E(X) = 0-1/7+1-2/7+2-4/7=10/7;
E(X?) = 0%-1/7+1%-2/7+2%-4/7=18/7.
Finalmente, el Teorema 3.11 implica que
V(X) =E(X?) — {E(X)}? = 18/7 — 100/49 = 26/49.
Ejemplo 3.19. Si X ~ Uniformela,b], entonces vimos en el Ejemplo 3.7 que E(X) =
(a +b)/2. Por otro lado,

3 o=b b —ad _b2—|—ab—l—a2

~3(b—a) 3

b
1 T
2y _ 2 _
IE(X)—/@ x b—adx 30— a)

El Teorema 3.11 implica, por lo tanto, que

_bz+ab+a2_(a+b)2_b2—2ab—|—a2 (b—a)?

3 2 o 12 12

r=a

V(X)

La linealidad de la esperanza establece que el valor esperado de una suma co-
rresponde a la suma de los valores esperados siempre y cuando esta tltima cantidad
esté bien definida. En el caso de la varianza, no es en general cierto que la varianza de
una suma corresponde a la suma de las varianzas (Ejercicio 44). Sin embargo, cuando
las variables en cuestién son independientes, la varianza de una suma serd siempre
igual a la suma de las varianzas. Demostraremos este resultado a continuacion.
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Teorema 3.12. S5i X5,...,X,, son variables aleatorias independientes con esperanza

finita, entonces
\Y (Z XZ-) = V(X))
i=1 i=1

Demostracion. Si u; denota el valor esperado de X;, entonces tenemos lo siguiente

n n n 2 n 2
(3.8) V(ZXi> =E {ZXi_Z/M} =E {Z(Xi_,ui)}

i=1
Pero observe que si aq,...,a, son nimeros reales, entonces
n 2 n
(3.9) g a; p =2- E a»-a»—i—g a?
. 7 7 ] i
i=1 1<i<j<n i=1

En particular, aplica que

n 2 n

(3.10) {Z(Xz - Mz)} =2 Z (Xi = pa) - (X5 — ) + Z{Xz — iyt
i=1 1<i<j<n i=1

Sii < jycomo X; y X; son variables aleatorias independientes, el Teorema 2.17

implica que (X; — p;) y (X; — p;) son también independientes. Por lo tanto, de

acuerdo al Teorema 3.9, tenemos que

E((Xs — pi) - (X5 — 1)) = E(X — i) - E(X; — py),
= (B(X:) = i) - (E(X;) — p5),
= (i — i) - (pj — py) = 0.
Como E({X; — p;}?) = V(X;), usando las identidades en (3.8) y (3.10), concluimos
finalmente que

V(iXZ):Q- > O+§:V(Xi):2n:V(Xi).
=1 1

1<i<j<n i= i=1

Esto completa la demostracién del teorema. O

¢

Ejemplo 3.20. Un profesor pregunta a sus alumnos “jserd cierto que si X e Y son
variables aleatorias independientes y uniformes en el intervalo [0, 1], entonces (X +Y)
es una v.a. uniforme en el intervalo [0,2]?”. Siguiendo esto, el profesor hace una
pausa y continua diciendo “debido a que tanto X como Y pueden tomar cualquier
valor entre 0 y 1, parece razonable que (X 4+ Y') pueda tomar cualquier valor entre 0
y 2, sin preferencia de ubicacion entre estos dos valores. ;Es esta logica correcta?”.
Decida si la l6gica expuesta por el profesor es correcta o no.

Hay muchas formas de afrontar la pregunta del profesor e.g. determinar la funcién
de distribucién de (X 4 Y') usando un método andlogo al Ejemplo 2.32. Una forma
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més directa es la siguiente. Recordemos que si Z ~ Uni forme[a, b, entonces V(Z) =
(b—a)?/12 (Ejemplo 3.19). En particular, si la 16gica del profesor es correcta y como
X e Y son independientes, entonces debiera ternerse que

1 (2-0)? ? (1-02 (1-02% 1

Z — V(X +Y) = V(X)+V(Y) = =,

3 12 (X+Y) (X)+V(¥) 12 + 12 6
Concluimos asi que la légica del profesor es incorrecta. De hecho, el lector podra de-
terminar por su cuenta la funcién de distribucién de (X +Y') y concluir a partir de
ella, que esta v.a. tiene una funcién de densidad dada por la férmula

t, te[0,1];
fX+Y(t): 2-t, t€[132];
0. téfo.2.

(X +Y) no es, por lo tanto, uniforme sobre el intervalo [0, 2] (gpor qué?).

Ejemplo 3.21. Considere las notas Xi,..., X, de un alumno de un cierto curso.
El promedio final de notas X se usa como una medida objetiva del entendimiento
y habilidad en la materia del curso por parte del alumno, jen qué medida es esto
respaldado por la teoria de probabilidades?

Para responder a la pregunta supondremos que Xi,..., X, son variables aleato-
rias i.i.d. Observe que cada X; sélo puede tomar valores entre 1 y 7. Por lo tanto,
la esperanza y la varianza de estas variables aleatorias son finitas (Ejercicio 5). Mds
aun, como las variables aleatorias tienen la misma distribucién, existen constantes
y o2 tales que E(X;) =--- =E(X,) =py V(X;) = =V(X,) =02

La constante u representa la nota intrinseca del alumno en el curso. En particular,
debido a la Ley de los Grandes Ntimeros, X serd una buena aproximacién de la
nota intrinseca cuando un nimero suficientemente grande de exdmenes es usado para
calcular el promedio final de notas. jPero hay mas! Observe que

W = v(EX) -y (E) g
i=1 i=1 i=1

Para el célculo del valor esperado, hemos usado la linealidad de la esperanza, y para
el célculo de la varianza, hemos usado que Xji,..., X, son independientes (Teore-
ma 3.12).

Vemos que el valor esperado de X es el mismo que cada una de las variables
Xi,...,Xpn, sin embargo, la varianza de X es mucho més pequeiia que la varianza de
cada una de estas variables (debido al factor 1/n). En particular, X es mas probable
de tomar un valor cerca de p que cualquiera de las variables X;. Esto justifica la
estrategia de adivinar p usando X.
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3.6.1 Interpretacién de la varianza

De acuerdo a la Ley de los Grandes Numeros, la esperanza de una v.a. representa el
valor aproximado del promedio de un nimero grande de realizaciones independientes
de dicha variable aleatoria. Cabe entonces preguntarse: ;qué representa la varianza?

Para responder a la pregunta considere una v.a. X con esperanza finita . (Re-
cuerde que p es una constante que no depende del valor que X tomé o tomard en
el experimento.) Si X1, X5, X3, ... son realizaciones independientes de X, entonces
(X1 — )2, (X2 — p)?, (X3 — p)?, ... son variables aleatorias independientes y con la
misma distribucién que (X —u)? (spor qué?). La Ley de los Grandes Niimeros implica,
por lo tanto, que

n

(3.11) Tim S (X~ p)? = B((X — p)?) = V(X),
i=1

con probabilidad uno. Como X = p cuando n es grande, la identidad anterior sugiere
que

(3.12) lim S% = V(X),

donde se define

La cantidad de arriba se llama la varianza muestral asociada con Xq,..., X, y
mide la fluctuacién cuadrética promedio de los datos alrededor de X. La utilizacién
de cuadrados tiene dos efectos: los términos en la suma son todos de signo positivo
(en particular, fluctuaciones positivas y negativas contribuyen igualmente), y fluctua-
ciones significativas son exageradas en la suma. Por ejemplo, si para un cierto par de
datos, (X; — X) = 2(X; — X), entonces la fluctuacién de X; alrededor del promedio
contribuye a la varianza muestral 4-veces més (en vez de solamente el doble!) que la
fluctuacién de X; alrededor de X. Por otro lado, si (X; — X) = 5(X; — X), entonces
el término (X; — X)? contribuye 25-veces més que el término (X; — X)2.

Comentamos al pasar que en la Seccién 4.7 usaremos la varianza muestral para
construir un intervalo que, con alta probabilidad, contendra el valor esperado i cuando
este parametro es desconocido.
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La demostracién de (3.12) es como sigue:

$3 =

) 20— X)= > (X —p) + (n— X)%,

i=1

S|

) +2(p— X)(X — p) + (n— X)?,

: \

n
;
;
;
LS - 5P
Finalmente, como lim,, o, X = x, la identidad en (3.11) nos permite concluir con re-
lacién a lo anterior que lim,, o0 S% = V(X). Esto demuestra (3.12) y concluimos que:

la varianza de una v.a. X representa la fluctuacion cuadrdtica promedio asintdtica de
X1,..., Xy alrededor de X i.e. el valor asintdtico de la varianza muestral.

Ejemplo 3.22. Considere el experimento donde se lanza un dado equilibrado donde
dos caras tienen marcado el ntimero 2 y las cuatro restantes el niimero 5. Si X denota
el valor de la cara lanzada, entonces E(X) = 2-1/345-2/3 = 4. En particular, debido
a la identidad en la parte (a) del Teorema 3.11, tenemos que V(X) = E(X?) — 16.
Como X? es una v.a. que sélo puede tomar los valores 4 y 25 con las probabilidades
1/3 y 2/3 respectivamente, obtenemos que (Teorema 3.3)

E(X?) =4-1/3+25-2/3 =18.

Por lo tanto, V(X) = 18 — 16 = 2. ;Qué interpretacion tiene este numero? Si lanza-
ramos el dado independientemente un nimero grande n de veces y observaramos las
caras X1,...,X,, entonces

1 n
il X, —
w2

i.e. la distancia cuadratica promedio de los datos alrededor de 4 sera aproximadamente
igual a 2.

3.7 Ejercicios propuestos
Seccién 3.1

Ejercicio 1. Imagine a cierto profesor que al corregir examenes asigna 0, 2, 5, 7 6 10
puntos por pregunta, y a cierto alumno que a lo largo del semestre ha obtenido la
distribucién de puntos resumida en la Tabla 3.1. Si el examen final del curso consis-
tird de 18 preguntas: ;cudl es el puntaje promedio por pregunta que se espera para el
alumno en el examen final?
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Puntos en pregunta | 0 2 ) 7 10
Porcentaje de preguntas | 15% | 17% | 40% | 24% | 4%
TAaBLA 3.1

Ejercicio 2. Considere una v.a. X con funcién de distribucién dada por la férmu-
la Fx(t) =t/(t+1)sit >0,y Fx(t) = 0sit < 0. Determine E(X) usando la
Definicion 3.2.

Ejercicio 3. Usando la Definicién 3.2, muestre lo siguiente:
(a) SiP[X > 0] =1, entonces E(X) = [[°P[X > t]dt > 0.
(b) Si P[X < 0] =1, entonces E(X) = — [°__P[X < ¢]dt <0.

Ejercicio 4. Demuestre que si X tiene un valor esperado bien definido, entonces
E(aX) = a-E(X), para toda constante «.
Hint: Use la Definicién 3.2 y substituya t = « - s.

Ejercicio 5. Usando la Definicién 3.2, muestre que si X es una v.a. con valor esperado
bien definido y P[X > ¢] = 1, para una cierta constante ¢, entonces E(X) > ¢. M4s
generalmente, muestre que si existen constantes reales a < b tales que
Pla < X <b] =1, entonces X tiene un valor esperado finito y a < E(X) < b.
Hint: Para la primera parte, distinga los casos ¢ > 0 y ¢ < 0 separadamente.

Seccién 3.2.

Ejercicio 6. Considere un dado tal que, las caras impares son dos veces mas probables
que las pares. ;Cudl es la probabilidad de que el dado salga 17, ;qué hay de la cara
27 Use el Teorema 3.3 para determinar el valor esperado de la cara obtenida al lanzar
el dado, ;qué intepretacién tiene el nimero encontrado?

Ejercicio 7. Muestre que si P[X=i]=1/n, para todo i € {1,...,n}, donde n > 1 es
un ndmero entero dado, entonces E(X) = (n+ 1)/2.
Hint: Use el Teorema 3.3, y que Y., i =n(n+1)/2.

Ejercicio 8. Determine el valor esperado de la v.a. X tal que
0, x < —=3/2;
1/9, —-3/2 <z <0
2/3, 0<xz<1/2
1, z>1/2.

Fx(l‘) =

Seccién 3.3.

Ejercicio 9. Considere una v.a. X con funcién de distribucién F(t) = 1 — 1/¢2 si
t>1,y F(t) =0sit < 1. Muestre que X es una v.a. aleatoria continua y determine
su funcién de densidad. Use el Teorema 3.4, para determinar el valor esperado de X*,
para cada ntmero entero k > 0.
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Ejercicio 10. Considere una v.a. X con funcién de densidad f(z) = |x|e*$2. Use el
Teorema 3.4 para determinar el valor esperado de eX” J(1+ X?2).

Ejercicio 11. Considere una v.a. continua X con funcién de densidad
[ 1/(2¢), 0<z<g
flz) = { c?/x3, x>

donde ¢ > 0 es una cierta constante, jpara qué valor de c se tiene que E(X) = 25/47

Seccion 3.4.

Ejercicio 12. El test de laboratorio para detectar el Virus de Inmuno Deficiencia
Humana (VIH), tiene una posibilidad de un 5% de entregar un resultado Falso-
Negativo. (El resultado es Falso-Negativo cuando se reporta, incorrectamente, que la
persona testeada no estd infectada con el VIH.) Aproximadamente, jcudntas personas
infectadas con el VIH, entre 1000 que toman este test, obtendrd un resultado Falso-
Negativo? Explique los supuestos detras de su respuesta y en qué medida su respuesta
estd respaldada por la teoria de probabilidades.

Ejercicio 13. Considere el experimento donde se lanzan independiente e indefinida-
mente dos dados equilibrados. Use la Ley de los Grandes Nimeros para demostrar
que la fraccién asintética de veces que los dados saldréan con la misma cara es 1/6 con
probabilidad uno.

Ejercicio 14. Considere una moneda sesgada que tiene probabilidad p de salir cara.
Imagine que lanzamos la moneda indefinidamente. Para cada i > 0, defina X;;1 como
el nimero adicional de lanzamientos a partir de i-ésima cara hasta observar una cara
nuevamente. Por ejemplo, si los primeros lanzamientos de la moneda son: sello, sello,
sello, sello, cara, sello, sello, cara, cara, etc., entonces X1 = 5, Xo = 3, X3 = 1, etc.
Use la Ley de los Grandes Ntumeros para mostrar que

1 & 1
lim =Y X, = -,
M2 K=

con probabilidad uno. ;Qué representa Y ., X;/n? Basado en su respuesta, jes la
identidad anterior del todo sorprendente? Explique.

Seccién 3.5.

Ejercicio 15. Considere variables aleatorias X e Y tales que E(X —-Y)=1y
E(X + 2Y) = 4. Determine el valor esperado de X y de Y.

Ejercicio 16. Muestre que si P[X =Y] =1y X tiene una esperanza bien definida,
entonces Y también tiene una esperanza bien definida y E(Y) = E(X).

Ejercicio 17. Considere una urna donde tres bolitas tienen marcado el nimero 0,
dos el nimero 1, y una el nimero 10. (a) Imagine que una bolita se saca al azar de la
urna y tiene marcado el nimero X, y que luego de reponer la bolita en la urna, una
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segunda bolita se saca también al azar y tiene marcado el nimero Y. ; Cudl es el valor
esperado de (X +Y)? (b) Por otro lado, jcudl serfa el valor esperado de (X +Y) si la
primera bolita no es repuesta en la urna? (c) ;Son las respuestas a las dos preguntas
previas del todo sorprendente? Explique.

Ejercicio 18. Considere el siguiente experimento con dos fases. Primero se lanza un
dado equilibrado y se registra el nimero X de la cara lanzada. Luego, se escoge al
azar un numero entero Y entre X y 6. Por ejemplo, si X = 4, entonces Y puede
tomar cualquiera de los valores 4, 5 6 6, con probabilidad 1/3 cada uno. Sin embargo,
si X = 6, entonces Y tiene que tomar el valor 6. Determine E(X), E(Y) y E(XY),
icomo se compara el producto E(X) -E(Y) con E(X -Y)?, jcontradice lo encontrado
el resultado del Teorema 3.97

Seccién 3.6.

Ejercicio 19. Considere una v.a. X tal que P[X = 1] =1 —P[X = —1] = p, donde
0 < p < 1 es una constante dada. Determine E(X) y V(X).

Ejercicio 20. Determine la varianza de la v.a. en el Ejercicio 8.

Ejercicio 21. Considere una v.a. U ~ Uniforme|0, 1]. Determine la varianza de U*,
para cada ntmero entero k > 0.

Ejercicio 22. Cousidere dos variables aleatorias X,Y ii.d. con esperanza (—1) y
varianza 3. Determine el valor esperado de (2X +Y) - (X —3Y).

Problemas misceldneos Capitulo 3.

Ejercicio 23. Considere dos variables aleatorias X e Y tales que
PX=1Y=0=1/8; PX=1Y=1=1/8;
PX=2Y=0=1/4; PX=2Y=1]=1/2.

(a) Muestre que P[X = 1] = 1/4, y P[X = 2] = 3/4. Use esto para determinar E(X).

(b) Muestre que E(Y') = 5/8.

Ejercicio 24. Muestre que para toda constante ¢ > 0, la funcién definida como

f(x)=c/(c+z)?six >0,y f(xr) =0six <0, es una funcién de densidad. Muestre
que si X es una v.a. con funcién de densidad f, entonces E(X) = 4oo0.

Ejercicio 25. Considere variables aleatorias X1,..., X, i.i.d. y uniformes en el in-
tervalo [0,1], y defina Y = min{X4,..., X, }.
(a) Muestre que para cada t € [0,1], P[Y > ¢] = (1 — ¢)™. Use la Definicién 3.2
para determinar el valor esperado de Y.
(b) Determine la funcién de densidad de Y. Corrobore el valor calculado para
E(Y), usando el Teorema 3.4.
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Ejercicio 26. Muestre que si X e Y son variables aleatorias con la misma distribu-
cién y X tiene esperanza finita, entonces Y tiene esperanza finita y V(X) = V(Y).
(Esto muestra que la varianza al igual que la esperaza de una v.a. estd solamente
determinada por su distribucién.)

Ejercicio 27. Considere un juego de azar donde usted y un oponente, escogen in-
dependientemente un nimero uniformemente distribuido en el intervalo [0, 1]. Deno-
taremos como X e Y el numero que usted y su oponente escogeran respectivamente.
Suponga que usted recibird Z = k- |X — Y| — 1 pesos por cada peso apostado, donde
k es una cierta constante.

a) Muestre y/o explique que, para simular este juego, es suficiente simular un
Muest li imul te j ficiente simul
punto (X,Y) uniformemente distribuido en el cuadrado con vértices (0,0),

(1’ O)’ (17 1) y (07 1)'
(b) Use lo anterior para mostrar que si —1 < z < (k — 1), entonces
2

Fr(z)=1- ('“‘;”) :

y deduzca que

- 0, 2 [-1k—1];
fz(2) = { Wi=2) e[~k -1

(¢) (Para qué valores de k es este juego mds conveniente para usted que para su
oponente?

Ejercicio 28. Use la Definicion 3.2 para mostrar que si X es una v.a. tal que
PX €{0,1,...}] =1, entonces E(X) = > | P[X > n].

k_ 1

Ejercicio 29. Use diferenciacién y la serie geométrica Yo, = 71—, para demostrar

que Y p2 katTl = ﬁ, para |z| < 1. (Esto demuestra la identidad en (3.5).)

Ejercicio 30. Considere variables aleatorias X, X5, X3 i.i.d. con la misma distri-
bucién que una cierta v.a. X tal que P[X = i/4] = 1/5, para cada i = 0,...,4.
Determine E(min{ Xy, X5, X5}).

Ejercicio 31. Muestre que si X e Y son variables aleatorias independientes con
esperanza finita, entonces V(XY) = E(X?) - E(Y?) — {E(X)}? - {E(Y)}2.

Ejercicio 32. Considere un experimento que tiene asociado un cierto espacio mues-
tral © y un suceso A C Q tal que P(4) > 0. Dada una v.a. X :  — R con esperanza
finita, la esperanza condicional de X dado (el suceso) A es la cantidad definida como
(ver identidad en (3.2)):

E(X - el suceso A ocurre])

E(X | A) = P
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Bajo los supuestos anteriores, muestre que

0o 0
E(X\A):/ IP’[XZHA]dt—/ PX <t| A]dt.
0 —o0
M4s adn, muestre que si Ap,..., A, son sucesos disjuntos tales que P(4;) > 0y

Q = U, A;, entonces
n

E(X) =Y E(X | A;)-P(4).
i=1
Ejercicio 33. Considere variables aleatorias discretas X e Y. Muestre quesi A, B C R
son conjuntos contables tales que P[X € A =P[Y € Bj=1y g:R? - R es una
funcién dada tal que 3°, yyeaxp 9(a,0)| - P[X = a,Y = b] < oo, entonces g(X,Y) es
una v.a. discreta con valor esperado finito dado por la férmula

E(g(X,Y)= > glab)-PX =aY =1
(a,b)e AxB

Hint: A x B = {(a,b) : a € A,b € B}.

Ejercicio 34. Demuestre, usando el Ejercicio 33, que si X e Y son variables aleatorias
discretas con esperanza finita, entonces E(a- X +8-Y) =a-E(X) + 8- E(Y), para
todo par de constantes «, 5 € R. (Esto demuestra la linealidad de la esperanza en el
contexto de variables aleatorias discretas.)

Ejercicio 35. Demuestre usando el Ejercicio 33 que si X e Y son variables alea-
torias discretas e independientes, con esperanza finita cada una, entonces E(XY) =
E(X)-E(Y). (Esto demuestra, en el contexto de variables aleatorias discretas, que el
valor esperado de un producto de variables aleatorias independientes, corresponde al
producto de sus valores esperados.)

Ejercicio 36. Considere el siguiente experimento donde un nimero aleatorio X
serd escogido en el intervalo [0, 1]: primero se lanza una moneda equilibrada. Si la
moneda sale cara, entonces X se escoge de acuerdo a una v.a. uniforme en el intervalo
[0,2/3]. En cambio, si la moneda sale sello, entonces X se escoge de acuerdo a una
v.a. uniforme en el intervalo [1/3,1].

(a) Determine las probabilidades condicionales P[X > ¢ | la moneda salié cara] y
P[X >t | la moneda sali6 sello], para cada ¢ € [0, 1].

(b) Use la Férmula de Probabilidades Totales para determinar la probabilidad
del suceso P[X > t]. Aplique esto para determinar el valor esperado de X.

(¢) Muestre que E(X) = E(X;)/2 + E(X2)/2, donde Xy ~ Uniformel0,2/3]
y Xo ~ Uniforme[l/3,1]. Explique por qué esta identidad es, de alguna
manera, intuitiva.

Ejercicio 37. Muestre que si Xi,...,X, son variables aleatorias i.i.d. con valor
esperado finito j y varianza finita 02, entonces para toda secuencia de niimeros reales
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A, -ooy Ay tales que Y07 A\ =1 se tiene que

Se puede demostrar que el factor 2?21 )\? anterior es minimizado solamente cuando
A = -+ = A\, = 1/n. Por lo tanto, el promedio X es la combinacién lineal de
X1,...,X, con minima varianza.

Ejercicio 38. Imagine un juego de azar donde—por cada peso apostado—su ganancia
neta por juego es (Z — 1) pesos, donde Z es una cierta v.a. definida por las reglas del
juego. Explique por qué la condicién P[Z > 0] = 0,99 no es suficiente para asegurar
que este juego es mas conveniente para usted que para su oponente.

Ejercicio 39. Sea X una v.a. tal que P[X = a] + P[X = b] = 1, y considere varia-
bles aleatorias X7, Xo,... independientes y con la misma distribucién que X. Para
cada n > 1 defina A, (respectivamente B,) como el nimero de variables aleato-
rias X1,..., X, que toma el valor a (respectivamente b) i.e. A, = > [X; =a] y
B, = >" ,[X; = b]. (a) Use la Ley de los Grandes Nimeros para demostrar que
lim, oo Ap/n = P[X = a] y lim,,,o, B/n = P[X = b]. (b) Aplique nuevamente la
Ley de los Grandes Numeros para demostrar alternativamente que E(X) =
a-PX =a]+0b-PX =0

Ejercicio 40. Considere una v.a. X tal que P[X € {0,1,2,...}] = 1. La funcidn
generadora de momentos de X es la funcién definida como px (2) = E(2¥), para cada
0 < z < 1. Muestre las siguientes propiedades: (i) ¢x(1) = 1. (ii) Si a,b € R son
constantes dadas, entonces @, x15(2) = 2% - px(2%). (iii) Si X e Y tienen la misma
distribucién, entonces px = ¢y. (iv) Si Xi,..., X, son variables aleatorias indepen-
dientes, entonces pyn  x, = H?Zl vx,. Use esto para concluir que si Xi,..., X, son
i.i.d., entonces psr  x, = (px,)".

Ejercicio 41. Muestre que si P[X € {0,1,2,...}] = 1, entonces la funcién generadora
de momento de X satisface la identidad ¢ x (2) = Yo, 2% P[X = k] (ver Ejercicio 40).
Concluya que E(X) = ¢/ (1).

Ejercicio 42. Si X e Y son dos variables aleatorias con esperanza finita, entonces su
covarianza es la cantidad definida como

cov(X,Y) =E({X —E(X)} - {Y —E(Y)}),

siempre y cuando lav.a. {X—E(X)}-{Y —E(Y)} tenga un valor esperado bien definido.
Muestre las siguientes propiedades: (a) Si X e Y tienen varianza finita, entonces la
covarianza entre X e Y es también finita. (b) Si X e Y tienen una covarianza bien
definida, entonces cov(X,Y) = cov(Y, X) y, para toda constante real c, cov(a-X,Y) =

128



MANUEL LLADSER

cov(X,a-Y) = a-cov(X,Y). (c) Si X e Y son variables aleatorias independientes
con esperanza finita, entonces cov(X,Y) = 0.
Hint: Para demostrar la parte (a) use que |z - y| < (22 + 3?)/2, para todo z,y € R.

Ejercicio 43. (a) Muestre que si X, Y, Z son variables aleatorias tales que cov(X, Z),
cov(Y,Z), 'y cov(X,Z)+ cov(Y,Z) son cantidades bien definidas, en-
tonces cov(X + Y, Z) = cov(X,Z) + cov(Y, Z). Més generalmente, muestre que si
X1,..., X, Y1,..., Y, son variables aleatorias tales que la covarianza entre X; e Y;
es finita para todo 7, j, entonces

n m n m
cov g X, E Y | = E E cov(X;,Y;).
i=1 j=1 i=1 j=1
Ejercicio 44. Muestre que si Xq,...,X,, son variables aleatorias con esperanza y

varianza finita, entonces

\Y <zn:x> = ZR:V(Xi) +2- ) cov(X;, X;).

1<i<y<y
Explique por qué el Teorema 3.12 es un caso especial de este resultado.
Hint: Use la identidad en (3.9) y los ejercicios 42 y 43.

Ejercicio 45. Use la Ley de los Grandes Niumeros para justificar que

n

1

Jim ;(Xi — X) - (Y; = Y) = cov(X,Y),
donde X1, Xs,...e Y7,Y5, ... son realizaciones independientes de X e Y, respectiva-

mente.

Ejercicio 46. La desigualdad de Chebyshev establece que si X es una v.a. con espe-
ranza finita p y varianza finita o2, entonces
1
P[IX —pl>t-0] <,

para todo ¢t > 0. Use esto para demostrar que

P[IX —pl <t-o] > (1-22).
(En palabras, la probabilidad de que X tome un cierto valor a ¢ desviaciones estdnda-
res de su valor esperado es al menos (1—1/t?). En particular, si X es una v.a. con una
desviacion estandar pequena, entonces X es altamente probable de tomar un cierto
valor cerca de su valor esperado. La desviacién estandar de una variable aleatoria
mide, por lo tanto, cudn concentrada es la v.a. alrededor de su valor esperado.)
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Ejercicio 47. (a) Considere variables aleatorias X1,...,X,, con esperanza y y va-
rianza o2 finitas. ;Cudl es el t mas pequeiio para el cual usted puede garantizar que
el intervalo [X —t-0,X +t - o] contiene el valor ;1 con una probabilidad mayor o
igual a 0,957 Hint: Aplique la desigualdad de Chebyshev (Ejercicio 46) con la v.a.
X. (b) Para apreciar una aplicacién concreta de lo anterior, imagine un alumno que
obtuvo el promedio final de notas X = 5,9764 en cierto curso. Suponiendo que las
notas del alumno son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
con varianza o2 = 0,09, ;cudl es el nimero minimo de notas consideradas en el pro-
medio para el cual el profesor del curso estarfa al menos un 95 % seguro que la nota
intrinseca del alumno en su curso es mayor o igual a 6.07

Ejercicio 48. (a) Use la desigualdad de Chebyshev (Ejercicio 46) para demostrar
que si X es una v.a. con valor esperado y varianza finita, entonces para todo € > 0,
la siguiente desigualdad aplica:
V(X)

5

IF’[|X ~E(X)| > ¢ < —

(b) Aplique lo anterior para demostrar el siguiente resultado. Note que, de acuerdo
al teorema, para cualquier margen de error € > 0, la probabilidad de que X tome un
valor a més de e-unidades de su valor esperado, es cada vez mas pequena a medida
que se incluyen més datos en el promedio.

Teorema 3.13. (Ley Débil de los Grandes Nimeros.) Si X1, Xa,... son variables
aleatorias i.i.d. con valor esperado p y varianza o finita, entonces, para todo € > 0,

se tiene lo siguiente:
1 n
a2 Xi—n
n -
i=1

n—oo

lim IE”[

26] =0.

Comentarios de final de capitulo

En lo que sigue, (2, F,P) es un espacio probabilistico dado.

En cierto sentido, la teoria de la medida es una teoria sobre integracién en espacios
abstractos. De hecho, el wvalor esperado de una v.a. X : £ — R corresponde a la integral
fQ X dP, siempre y cuando esta integral esté bien definida. Dos maneras alternativas de

reescribir esta integral son:
/ XdIF’:/tdIP’X :/tdFX(t).
Q R R

Por ejemplo, si X es una v.a. discreta y A C R es un conjunto contable tal que
P[X € A] = 1, entonces [, XdP = >, ., a-P[X = a], siempre y cuando la serie sea
absolutamente convergente. Cuando A es finito, X es lo que se llama una funcidn simple, y
la identidad dada aplica por definicién. El caso con A contable, es consecuencia de uno de
los teoremas destacados de la teoria de la medida: el Teorema de Convergencia Dominada.

Por otro lado, si X es una v.a. continua con funcién de densidad f entonces, el Teorema
de Fubini para integrales con respecto a medidas, implica que fQ X dP = fR t- f(t)dt, siempre
y cuando esta tdltima integral sea absolutamente convergente.
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Las propiedades de la esperanza son propiedades heredadas a partir de la definicién
de integral. Por ejemplo, en términos de integrales, la linealidad de la esperanza es una
consecuencia inmediata de la linealidad de la integral: si a, 8 € R son constantes dadas,
entonces

/Q(a.Xw.Y)dP:a./QXduwrﬁ./QYdm

siempre y cuando, la cantidad al lado derecho de lo anterior esté bien definida; en particular,
las integrales [, X dP y [,Y dP tienen que estar bien definidas. Mas atin, si X (w) < Y (w),
para todo w € €2, entonces fQ XdP < fQ Y dP. Finalmente, si X e Y son independientes y
ademés X > 0eY >0, o bien [, |X Y|dP < +oc, entonces [, X-Y dP = [, X dP- [, Y dP.
La Ley de los Grandes Numeros es en gran parte una consecuencia de las tres propiedades
anteriores.

131






MANUEL LLADSER

Capitulo 4: Distribuciones Destacadas y el Teorema Central
Limite

En esta seccion introduciremos y estudiaremos las propiedades principales de seis tipos
de variables aleatorias (distribuciones) que surgen recurrentemente en experimentos.
Las primeras tres que estudiaremos i.e. del tipo Bernoulli, geométricas, y binomiales,
son casos especiales de variables aleatorias discretas que describen, respectivamente,
la ocurrencia, primera ocurrencia, y el nimero total de ocurrencias de un cierto suceso
al repetir independientemente un experimento. El cuarto y iltimo tipo de variable
aleatoria discreta que estudiaremos es la del tipo Poisson. Esta distribucion describe
el nimero de ocurrencias de un suceso extremadamente improbable al repetir muchas
veces e independientemente un cierto experimento. Veremos e.g. que el nimero de
gotitas de agua que sacudiran una seccién del suelo durante un chaparrén de agua es
una variable aleatoria del tipo Poisson.

Entre las variables aleatorias continuas que estudiaremos se encuentran las del
tipo exponencial y del tipo normal. La distribucién exponencial usualmente describe la
separacion temporal entre eventos de la misma naturaleza e.g. llamadas consecutivas
de teleféno o el tiempo de espera entre el tltimo y el préximo e-mail que una persona
recibira. Por otro lado, la distribucion normal es particularmente importante debido
al Teorema Central Limite. De acuerdo a este celebrado resultado, el promedio de
un nimero grande de variables aleatorias independientes y con la misma distribucién
(i.e. variables i.i.d.) tendrd aproximadamente una distribucién normal. Esto aplica
sorprendentemente, tanto para un promedio de variables aleatorias discretas, como
continuas.

4.1 Distribucién de Bernoulli

En esta seccién p es un numero real dado en el intervalo [0, 1].

Definiciéon 4.1. Una v.a. X se dice tener una distribucion del tipo Bernoulli con
pardmetro p si P[X = 1] = py P[X = 0] = (1 — p). En este caso, anotaremos
X ~ Bernoulli(p).

Observe que

PX € {0,1}]] =PX =0]+P[X =1]=(1—p)+p=1.
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X es, por lo tanto, una v.a. discreta. En particular, la esperanza y la varianza de X
vienen dadas por (Teorema 3.3)

(4.1) E(X) = 1-P[X=1]40-P[X =0]=p,
(4.2) V(X) = E(X?)—{E(X)}* =E(X)—p*=p(l -p).

Para el célculo de la varianza, hemos usado que X2 = X debido a que X € {0, 1} con
probabilidad uno.

Ejemplo 4.1. Un ejemplo tipico de una v.a. del tipo Bernoulli es la funcién indicadora
de un suceso A, definida como (ver la identidad en (3.2)):

1, siel suceso A ocurre;

X = [el suceso A ocurre] = { 0, en caso contrario.

En este caso, X ~ Bernoulli(p), con p = P(A). Por ejemplo, si el experimento consiste
en escoger una persona al azar y A es el suceso “la persona nacié en un ano bisiesto”,
entonces la funcién indicadora de A es una v.a. del tipo Bernoulli con pardmetro
p=1/4.
Por otro lado, si B es el suceso “la persona nacié un 29 de febrero”, entonces la
funcién indicadora de B es una v.a. del tipo Bernoulli con parametro
p = P

un 29 de febrero un ano bisiesto un ano bisiesto |’

= 1/366-1/4 =1/1464.

Ejemplo 4.2. Considere una v.a. X que sélo puede tomar los valores (—1) y 7.
Reescriba X en términos de una v.a. del tipo Bernoulli.

Observe que (—1) - [X = —1]+7-[X = 7] esigual a (—1) cuando X = -1y a
7 cuando X = 7. Por lo tanto, X = (—1)-[X = —1] + 7 [X = 7]. Pero note que
[X=7]=1-[X = —1] (¢por qué?). Asi, obtenemos que

X = () [X=-1]+47-[X=1],
(- [X=-1]+7-1-][X=-1)=7-8-[X = -1].
Para corroborar la tltima identidad anterior, note que el lado derecho es (7 — 8)
cuando X = —1,y (7 —0) cuando X = 7. Esto concluye el ejemplo ya que [X = —1]
i.e. la indicadora del suceso [X = —1] es del tipo Bernoulli.
Ejemplo 4.3. Si X ~ Bernoulli(7/10), Y ~ Bernoulli(1/4) y la probabilidad del
suceso [X =16Y = 1] es 7/8, responda: scudl es la distribucion de XY ?

Recuerde que tanto X como Y sélo pueden tomar el valor 0 6 1; en particular,
XY =0cuando X =046Y =0,y XY =1cuando X = 1eY = 1. La v.a.
XY es consecuentemente del tipo Bernoulli con pardmetro p = P[X = 1,Y = 1].
Para determinar p note que de acuerdo a la Férmula de Inclusién-Exclusién tenemos
(Ejercicio 22 en el Capitulo 1):

PX=16Y=1 = PX=1+PY=1-PX=1,Y=1],
7/8 = T7/10+1/4—p.

la persona nacié | la persona nacié ] [ la persona nacié
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Por lo tanto, p = 3/40 i.e. XY ~ Bernoulli(3/40).

4.2 Distribucién Geométrica
En esta seccién p es un numero real dado en el intervalo (0, 1].
Definicién 4.2. Una v.a. X se dice tener una distribucion geométrica con parametro
psi PIX = k] = (1 —p)k~1p, para k = 1,2,... En este caso, anotaremos X ~
Geométrica(p).

Se deduce de la definicién que una v.a. geométrica sélo puede tomar valores

enteros mayores o iguales a uno. Esto se debe al siguiente calculo basado en la serie
geométrica (ver indentidad en (1.7)):

PIXe{12..0]=Y PX =k = p-> (1-p*",
k=1 k=1
> 1
= p'Z(l—p)kzp'mzl-

o

o

Ejemplo 4.4. Considere una v.a. X ~ Geométrica(2/5), ;cudl es la probabilidad del
suceso [X > 11]? Como X sélo puede tomar valores enteros no negativos, la respuesta
a la pregunta viene dada por

=5 (5) () - () %6)
- (20
HOROOR
HORON=SOR

Las variables aleatorias geométricas ocurren en una amplia variedad de situa-
ciones debido a lo siguiente: si repetimos un experimento independientemente hasta
observar un cierto suceso que tiene probabildad p de ocurrir, entonces el numero de
experimentos necesarios hasta observar dicho suceso tiene una distribucion geométrica
con pardmetro p.

Ejemplo 4.5. Para fijar ideas, considere el experimento que consiste en lanzar un
dado hasta observar por primera vez la cara 3 6 4, y la v.a. X que registra el nimero
de lanzamientos hasta que esto ocurre. Por ejemplo, si la secuencia de caras es 5, 3, ...
entonces X = 2. Por otro lado, si la secuencia de caras es 6,6,2,6,4,... entonces
X = 5. Debido al comentario anterior, debiera tenerse que X ~ Geométrica(1/3).
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Para justificar esto considere las variables aleatorias definidas como sigue
X, = [el dado sale un 3 6 un 4 en el i-ésimo lanzamiento].

Por ejemplo, si la secuencia de caras es 5,3, ... entonces X; = 0y X5 = 1. Por otro
lado, si la secuencia de caras es 6,6,2,6,4,... entonces X1 = Xo = X3 = X4, =0
y X5 = 1. En ambos casos, X corresponde a indice ¢ mas pequeno tal que X; = 1.
Equivalentemente, la siguiente identidad aplica

X=min{i >1:X; =1}
Observe que X7, Xo, ... son del tipo Bernoulli con pardmetro 1/3 (spor qué?). Como

X1, X5, ... son independientes, la demostracién que X es una v.a. geométrica es ahora
una consecuencia del siguiente resultado.

Teorema 4.3. Si X1, Xo,... son variables aleatorias i.i.d. del tipo Bernoulli con
pardmetro comin p > 0, entonces X = min{i > 1: X; = 1} ~ Geométrica(p).

Demostracion. En efecto, dado & > 1 y usando que Xi, ..., X} son variables alea-
torias independientes, se tiene que
PX =k = PX;= G Xpo1=0,X, =1],
= PX, = ] "P[Xkﬂ = 0] - P[Xy = 1],
= (I-p)- ( —p) D
= (1-p*
lo que demuestra el teorema. O

Ejemplo 4.6. Considere el experimento donde se lanzan simultdaneamente dos dados
idénticos y equilibrados, hasta que los dados forman una serie aritmética al ser or-
denados de menor a mayor, jcudl es el minimo numero de lanzamientos para el cual
hay una probabilidad de al menos un 50 % de observar una serie aritmética?
Denotemos como X el nimero de lanzamientos necesarios hasta obtener una
serie aritmética. Para fijar ideas note que si los lanzamientos de los dados son de
acuerdo a la Tabla 4.1, entonces X = 5 ie. X = min{i > 1 : X; = 1}, don-

de X; = [una serie aritmética es observada en el i-ésimo lanzamiento]. Claramente
X1, X5, ... son del tipo Bernoulli. Mas atun, tenemos que
. _ dado 1 = j, > dado1=j+1,
PIXi=1] = ZP{dadoQ—j+1]+Z:1P[ dado 2 = j ’
j=
5 5
1 1
- Y xtlE m
j=1 j=1

Por lo tanto, cada X; ~ Bernoulli(5/18). Como X7, Xs,... son independientes, el
Teorema 4.3 implica que X ~ Geométrica(5/18). En particular, por ejemplo, la
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probabilidad que una serie aritmética sea observada por primera vez en el quinto
lanzamiento estda dada por

13\* 5 142805
PIX=5=(2) -2 =_—"""x75%.
[ ) <18) 18 1889568 5%

lanzamiento #1 | #2 | #3 | #4 | #5
dado 1 2 4 6 3 5
dado 2 6 1 6 5 4

/serie aritmética? | no | no | no | no | si

TABLA 4.1. Resultados posibles al lanzar simultaneamente dos dados
v hasta observar una serie aritmética entre sus caras.

Para responder a la pregunta que motivé el analisis anterior, necesitamos deter-
minar el nimero entero k > 1 més pequeno tal que P[X < k] > 1/2. Como [X < k]

corresponde a la unién finita y disjunta de los sucesos [X = 1],...,[X = k], obtenemos
que
k n— k 13\k
13 5 5 1-(12) 13
PX <k|]= —_ — = — L \M18J
AELEMICIIE R DGR SN )

Como la funcién de distribucién de toda v.a. es una funcién creciente, la probabilidad
anterior es una funcién creciente de k. Como P[X < 2] = 0,478... y P[X < 3] =
0,623..., concluimos que al menos 3 lanzamientos son necesarios para observar una
serie aritmética con una chance de, al menos, un 50 %.

Si X ~ Geométrica(p), entonces encontramos que

1
(4.3) E(X) =
1/1

Para demostrar las identidades anteriores usaremos (ver identidad en (3.5)):
- 1
kak—l — T para todo |z| < 1.

Observe que, si diferenciamos ambos lados de arriba con respecto a la variable x,
obtenemos que

2
k(k—1)aF~2 = — = para todo |z| < 1.
1—a)p
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Usando la primera serie, obtenemos que
E(X) = k-PX=kl=p- E-(l—-pfl=p ——— =~
D

lo que demuestra (4.3). Por otro lado, la segunda serie, implica que

E(X (X —-1) = ik(k;— 1)-PIX = k],
k=1

= p(1—p) Y k(k—1)(1—p)*2
k

=2

2 2 /1
p“‘p)'<1—(1—p>>3:p(p‘1>'

En particular, debido a la identidad V(X) = E(X - (X — 1)) — E(X) - {E(X) — 1}
(Teorema 3.11), obtenemos finalmente que

w0-2(1-)-13-)-3-)

Esto demuestra la identidad en (4.4).

Ejemplo 4.7. Un nino colecciona las estampillas de las cartas que llegan a su casa.
Asumiendo que hay en total diez tipos de estampillas diferentes y que cada carta tiene
la misma probabilidad de ser estampada con una de éstas, ;cudl es el valor esperado
del nidmero de cartas despachadas a la casa del nino hasta que éste coleccione todas
las estampillas?

Denotemos como X la v.a. que cuenta el nimero de cartas despachadas a la casa
del nino hasta que éste forme la coleccién completa de estampillas. Para determinar
E(X) explotaremos la linealidad de la esperanza. Para esto observe que si X; es el
nimero adicional de estampillas para que el nilo aumente su coleccién de (i — 1) a i
estampillas, entonces

10
X = ZXi.
i=1

Para fijar ideas indexaremos las diferentes estampillas usando las letras a, b, ¢, d,
e, f, g, h, 1, j.Silas estampillas que el nifio colecciona llegaran a su casa en el siguiente
orden (letras subrayadas corresponden a estampillas que aumentan la coleccién): ¢, ¢,
a, b a,c,b fog,a f,d f,f, f,¢c,h ab g, 9 7,9, a,¢€,c, a, f, g, a, i, entonces
X =31y porotrolado, X; =1, Xo =2, X3=1, X, =4, X5 =1, Xg =3, X; =5,
Xg =5, Xg = 3, y X190 = 6. El lector podré facilmente verificar que la identidad
anterior aplica en este caso.

Observe que X7 = 1 siempre; en particular, X ~ Geométrica(1).

Por otro lado, Xo ~ Geométrica(9/10). Esto se debe a que cada carta despachada,
después de la primera, tiene una chance de 9/10 de contribuir con una estampilla
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nueva a la coleccién del nino. Similarmente, una vez que el nifio ha aumentado su
coleccién de una a dos estampillas, cada carta despachada a partir de ese momento,
tiene una chance de 8/10 de contribuir con una estampilla nueva. Por lo tanto, X3 ~
Geométrica(8/10).

Siguiendo la misma légica anterior, se tiene que X; ~ Geométrica((11 —i)/10).
Esto se debe a que, una vez que la coleccién del nifio consiste de (i — 1) estampillas,
cada carta adicional tiene una chance de (10 — (¢ — 1))/10 de contribuir con una
estampilla nueva a la coleccién. El hecho que X; es una v.a. geométrica es ahora una
consecuencia directa del Teorema 4.3.

Usando (4.3) y la linealidad de la esperanza, finalmente obtenemos que

10 10
10 7381
E(X)=> E(X:)=> = ~ 29,
=1

— 11— 252

1=

i.e. en promedio cada nino que colecciona estampillas requerird alrededor de 29 des-
pachos para completar la coleccién.

4.3 Distribucién Binomial

Recuerde que si n > 0 es un numero entero, entonces n factorial es la cantidad
definida como n! =1sin =0,y n! =[], isin > 0. Por ejemplo, 3! =1-2-3=06y
5l=3!-4-5=6-20=120.

Por otro lado, los coeficientes binomiales son los nimeros definidos como

donde 0 < k < n son nimeros enteros. Para un k y un n dado, este coeficiente repre-
senta el nimero de subconjuntos de cardinalidad k£ que pueden construirse a partir de
un conjunto dado de cardinalidad n. Por ejemplo, (411) =4 ya que {a}, {b}, {c}, {d},
son los tnicos subconjuntos de cardinalidad 1 del conjunto {a, b, ¢, d}. Por otro lado,
(3) = 6 ya que el conjunto {a,b,c,d} contiene solamente los siguientes subconjuntos
de cardinalidad 2: {a, b}, {a,c}, {a,d}, {b,c}, {b,d}, y {c,d}. (El lector podrd repasar
el Capitulo 4 en [4] para una discusién mds detallada de estos coeficientes).
En esta seccién n > 1 es un numero entero y p € [0, 1] es un nimero real dado.

Definicién 4.4. Una v.a. X se dice tener una distribucion binomial con parametros

(n,p), st P[X = k] = (’Z)pk(l —p)"~* para cada k = 0,1,...,n. En este caso,

anotaremos X ~ Binomial(n,p).
Usando para todo a,b € R y ntimero entero n > 0 (Férmula Binomial):

(a+b)" = zn: (Z) akpnk,

k=0
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obtenemos que

P € {0.1co)] = SPX =K = 3 ([)ih - = (o -y =1
k=0

k=0

En particular, X es una v.a. discreta.

La variables aleatorias del tipo binomial, al igual que las geométricas, estan inti-
mamente ligadas con las variables del tipo Bernoulli: si un cierto suceso tiene proba-
bilidad p en un experimento y repetimos el experimento independientemente n veces,
entonces el niumero total X de veces que el suceso serd observado tiene una distribu-
cion del tipo binomial con pardmetros (n,p).

Ejemplo 4.8. Para fijar ideas considere el experimento que consiste en escoger 10
personas al azar en el centro de Santiago, a las cuales se les pregunta el dia de su
nacimiento. El niimero de personas nacidas un dia 29 de febrero es una v.a. binomial
con parametros (10, p), donde p es la probabilidad que una persona escogida al azar
haya nacido un dfa 29 de febrero. Note que p = 1/4-1/366 = 1/1464, ya que sdlo uno
de cada cuatro anos es bisiesto y un ano bisiesto consiste de 366 dias.

Por otro lado, si escogiéramos 100 personas al azar entonces el numero de perso-
nas nacidas un dfa 29 de febrero es una v.a. binomial con pardmetros (100, p). Mds
generalmente, si escogemos un numero fijo, pero predeterminado n de personas al
azar, entonces el nimero X de ellas nacidas un dia 29 de febrero tendrd una dis-
tribucién binomial con pardmetros (n,p). Esto se debe a la siguiente identidad y al
Teorema 4.5:

donde Xi,..., X, son las variables aleatorias independientes del tipo Bernoulli, con
pardmetro comin p = 1/1464, definidas como

X; = [la i-ésima persona escogida nacié un 29 de febrero].

Teorema 4.5. Si Xi,...,X,, son variables aleatorias i.i.d. del tipo Bernoulli con
pardmetro p, entonces X =Y. | X; ~ Binomial(n,p).

Demostracién. Claramente, X € {0,1,...,n}. Para determinar la probabilidad del
suceso [X = k|, con 0 < k < n enteros, observe que

PIX=kl= Y PX;=mz]PX,=ux,,

(T15eesTn)

donde los indices (z1,...,2,) en la sumatoria son n-tuplas de ceros y unos tales que
i xi = k. Note, sin embargo, que el factor p ocurre en el producto P[X; = 1]
--P[X, = x,] tantas veces como un uno aparece en (x1,...,Z,) i.e. el factor p

ocurre k veces. Como el factor (1 — p) tiene entonces que ocurrir (n — k) veces en
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dicho producto, obtenemos que

PX =k =pF(1-pF. > 1= <Z)p’“(1 -p)" k.

(Il,...,alﬂ)

Para la dltima identidad hemos usado que hay (Z) n-tuplas de ceros y unos tales que
Yoi,x; = k. Esto se debe a que la transformacién h(z1,...,2,) = {i : ; = 1} es
una bijeccion entre las n-tuplas que satisfacen esta propiedad y los subconjuntos de
cardinalidad k del conjunto {1,...,n} (spor qué?). Esto completa la demostracién
del teorema. O

Usando el Teorema 4.5 podemos determinar facilmente el valor esperado y la
varianza de una v.a. del tipo binomial. En efecto, usando (4.1) y (4.2) deducimos que
si X ~ Binomial(n,p), entonces

E(X) = ]E(ZXJZM&)Z;}W
\Y <ZX) :ZV(Xi) =Zp(1—p) =np(1 - p).

Ejemplo 4.9. Considere un cierto colegio con 70 alumnos en Educaciéon Bésica y
50 en Educacién Media. Si la probabilidad de que un alumno de Baésica olvide su
corbata es 1/100, mientras que esta misma probabilidad para un alumno de Media es
1/60, jcudl es la probabilidad que en un cierto dia ningin alumno olvide su corbata?
Mds aun, determine la esperanza y varianza del numero de alumnos que olvidard su
corbata ese dia.

Denotaremos como X e Y, respectivamente, el niimero de alumnos en Bésica
y en Media que olvidard su corbata un cierto dia. Debido al Teorema 4.5, y bajo
el supuesto que los diferentes alumnos olvidan sus corbatas de forma independiente,
tenemos que X ~ Binomial(70,1/100) e Y ~ Binomial(50,1/60). Note, sin embargo,
que (X +Y) no es una v.a. binomial ya que la probabilidad del suceso “el alumno
olvidara su corbata” no es la misma entre los alumnos de Bésica que de Media.

La respuesta a la pregunta anterior viene dada por la probabilidad del suceso
[X +Y =0]. Como X e Y sélo pueden tomar valores no negativos, esta probabilidad
corresponde a la probabilidad del suceso [X = 0,Y = 0]. En particular, debido al
supuesto que los alumnos olvidan sus corbatas, independientemente el uno del otro,
tenemos que

=<
s
I

PIX+Y =0 = PX=0Y=0],
= P[X =0]-PY =0],

- ()G () () ) ()
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En particular, alrededor de cuatro de cada cinco dias, al menos un alumno olvidara su
corbata. Esta probabilidad es mucho més grande que la probabilidad que un alumno
especifico olvide su corbata, debido al gran niimero de alumnos en el colegio. De hecho,
y para completar el ejemplo, observe que

E(X+Y) = E(X)+E(Y)=70-1/100+50-1/60 ~ 1,53;
V(X +Y) = V(X)+V(Y)=70-1/100-99/100 + 50 - 1/60 - 59/60 ~ 1,51;

donde, para la primera identidad de la segunda fila, hemos usado que X e Y son
independientes (Teorema 3.12). Asi tenemos que en un mes tipico, alrededor de 30
(=~ 1,53 - 20) alumnos olvidarén su corbata.

Ejemplo 4.10. El consejo de profesores de un colegio, compuesto por 6 docentes,
decidira la suerte de aquellos alumnos con un promedio final de notas inferior pero
cercano a 4.0: cada alumno necesitara al menos 5 votos a favor para pasar de curso.
Si cada profesor toma la decisién correcta sobre un alumno el 75 % de las veces, y el
90 % de los alumnos en esta situacién debiera repetir de curso, scudl es la probabilidad
de que el consejo tome la decision correcta sobre un alumno?

La respuesta a la pregunta es la probabilidad

el consejo toma la
decisién correcta

_ el alumno debiera el consejo decide
o pasar de curso aprobar al alumno

el alumno debiera
pasar de curso

el alumno debiera | 1 el consejo decide
repetir de curso reprobar al alumno

el alumno debiera
repetir de curso |’

_ i el consejo decide | el alumno debiera
10 aprobar al alumno | pasar de curso
9 el consejo decide | el alumno debiera
+ —- .
10 reprobar al alumno | repetir de curso

Denotemos como X la v.a. que cuenta el nimero de profesores que piensan que
el alumno debe ser promovido, cuando éste realmente tendria que pasar de curso.
Como cada docente toma la decisién correcta el 75% de las veces, el Teorema 4.5
implica que X ~ Binomial(6,3/4). Aqui estamos suponiendo que cada docente decide
independientemente del resto. Mds atn, observe que

el alumno debiera

el consejo decide
pasar de curso

aprobar al alumno

]zmxza

Por otra parte, si Y denota el niimero de profesores que piensan que el alumno de-
be reprobar, cuando éste debiera repetir de curso, entonces, bajo los mismos supuestos
anteriores, tendremos que Y ~ Binomial(6;3/4) y que

el alumno debiera

el consejo decide
repetir de curso

reprobar al alumno ] =Py > 2].
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Obtenemos, por lo tanto, que

P el consejo toma la | i /6 3 g 1 6_k+ﬂ_z6: 6) (3 ’ 1 ot
decisién correcta | 10 P k) \4 4 10 &~ k) \4 4 ’
243/256 =~ 95 %.

La probabilidad calculada resulta interesante: aunque cada profesor toma la decision
correcta sobre un alumno, sélo el 75 % de las veces, la decisién colectiva del consejo
es practicamente infalible.

Ejemplo 4.11. Remontémonos a los tiempos de la Colonia donde los rumores se
propagaban verbalmente a través de la sociedad. Imagine un rumor que en un cierto
momento es sélo conocido por el 100p % de la sociedad, donde 0 < p < 1 es una
constante dada. Por ejemplo, si p = 1/100, entonces 100p % = 1%; y si p = 1/10,
entonces 100p% = 10%. Si Martin El Chismoso ya sabe del rumor, en promedio,
scudntas personas se enterardn del rumor directamente a través Martin y después
que éste se ha encontrado con n personas al azar?

Si X denota el nimero de personas que se enteraran del rumor por primera vez
debido a los n encuentros de Martin, y bajo el supuesto que éste compartira el rumor
con cada persona que se encuentra, tenemos que X ~ Binomial(n,1—p) (spor qué?).
En particular, en promedio, n(1—p) personas se enterardn del rumor gracias a Martin
y después que éste se ha encontrado con n personas al azar.

Ejemplo 4.12. En el Ejemplo 4.11, ;cémo cambia la respuesta si Martin El Chis-
moso no sabia orgininalmente del rumor? (Si Martin se entera del rumor en los n
encuentros, entonces lo incluiremos en el célculo.)

Denotaremos como Y el nimero de personas que se enteraran del rumor debi-
do a los n encuentros de Martin. La respuesta a la pregunta viene dada por E(Y).
Claramente, Y € {0,...,n}. Por lo tanto,

(4.5) E(Y):zn:k:-]P’[Y:k]:ik-P[Y:k].
k=0 k=1

La gran diferencia entre este ejemplo y el anterior es que el nimero de personas
que se enteraran del rumor directamente a través de Martin, depende del nimero
de encuentros que le tomara a éste enterarse del rumor. Si N denota este ntimero y
1<k <mn,entonces 1 < N < (n—k+1) cuando Y = k. Usando la Férmula de
Probabilidades Totales obtenemos, por lo tanto, que

n—k+1
Py =k]= Y PY=Fk|N=m] PN =m)
m=1

Pero, observe que P[N = m| = (1 —p)™ 1. p (spor qué?). Por otro lado, si N = m
entonces, para tener Y = k, exactamente (k — 1) de las tltimas (n — m) personas
que se encontraran con Martin, escuchardn del rumor por primera vez gracias a él. En
particular, cuando N = m, la probabilidad condicional del suceso [Y" = k] es igual a la
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probabilidad que una v.a. binomial con pardmetros (n—m, 1—p) tome el valor (k—1).
En simbolos, P[Y = k | N = m] = (7_7)(1 — p)k~1pn~m~k+1 Asf encontramos a
partir de la identidad en (4.5) que

n n—k+1
n—m -1, n—m— m—
B) = Yhe 3 (GIT)a-pr e g
k=1

m=1

n n—k+1 n m
. - okt m—2 _n—m—k+2
S5 k()

k=1 m=1

Aunque no simplificaremos la expresion anterior, es interesante cuantificar lo que
establece. En la Figura 4.1 presentamos E(Y — 1) y E(X) como funciones de p cuando
n = 10. (Substraer uno tiene sentido porque Y, a diferencia de X, incluye a Martin
en el calculo.) Como es de esperarse E(Y — 1) < E(X), para todo valor de p < 1.
Sin embargo, para valores pequenos de p, note que la velocidad de propagacion del
rumor es substancialmente menor cuando Martin no lo conoce desde un principio.
Por ejemplo, si p = 0,05, entonces E(Y — 1) ~ 1,55, mientras que E(X) = 9,5; en
particular, el rumor se propagaréd alrededor de seis veces mas rapido una vez que
llegue a los oidos de un chismoso.

—
Lo o)) o o

Valores esperados

[\

o

o

02 04 06 08 1

Parametro p

FI1GURA 4.1. Valores esperados en funcién de p de las variables alea-
torias X e (Y — 1) de los ejemplos 4.11 y 4.12 cuando n = 10. La
funcién lineal corresponde a E(X).

4.4 Distribuciéon de Poisson

En esta secciéon A > 0 es un numero real dado.

Definicién 4.6. Una v.a. X se dice tener una distribucion del tipo Poisson con
pardmetro \ si P[X = k] = A\fe=*/k! para k = 0,1,2,... En este caso, anotaremos
X ~ Poisson(A).
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Usando la serie de Taylor de la funcién exponencial:

x .k

z X
(46) e = H’
0

z eR,

obtenemos que
- A o AP A A
PX €{0,1,2,..}]=> PX =k|=e" ZH —e Mt =1,
k=0 k=0

Por lo tanto, X es una v.a. discreta, ya que sélo puede tomar valores enteros no-
negativos. Mas ain, su esperanza y varianza vienen dadas por

(4.7) E(X) = X
(4.8) V(X)) = A\
Ambas identidades resultan de la aplicacion de la serie de Taylor de la funcién expo-

nencial. En efecto,

oo

e 0 2\E A1
— — _ A _ - _ —A N
E(X)=) k-PX=k=¢ E:m—/\e Zm—/\e e =
k=0 k=1 k=1

lo que demuestra la identidad en (4.7). Por otro lado, tenemos que (Teorema 3.11):

V(X) = EX-(X-1))-EX)- {EX) -1},

= Ook(k—l)~}P’[X:k]—)\()\—1),
k=0

= SN al AA =1

= e kzﬁ(k—Q)'_ ( - )7

- )2 —/\OO AP A(A =1

= e ;ﬂm_ ( - )7

= Ae et - A\ —1) =\
Esto demuestra la identidad en (4.8).

Ejemplo 4.13. Determine el valor esperado de \™% si X ~ Poisson()\). En efecto,
como P[X € {0,1,2,...}] = 1, tenemos que (Teorema 3.3)

3 o0 _ o0 o Ak;_ B o0 1 3
E(A X):Z/\ k-IP’[X:k:]:Z)\ k-ﬁe M=e )‘Zgzel A
k=0 k=0 k=0

donde para la ultima identidad hemos usado la serie en (4.6).

Ejemplo 4.14. Considere una v.a. X ~ Poisson(1), scudl de los siguientes sucesos
es mds probable: [X es par] o [X es impar] ¢
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Note primero que P[X = k] = e~ /k!, para k = 0,1,2,... Mds ain, como estos
son los tnicos valores que X puede tomar, entonces

oo

= 1

P[X es par] = ZP[X:Qk]: m;
k=0 k=0 ’
(oo}

P[X es impar] = Y P[X =2k+1],
k=0
> 1 =1 1
B kz::oe.(%ﬂ)!_1;)@.(%)1'2“1'

Como cada término en la serie de la primera fila es mayor que en la serie de la segunda
fila, el suceso [X es par] es el més probable.

Las variables aleatorias del tipo Poisson son usadas para modelar en una serie de
situaciones de la vida cotidiana. Por ejemplo, el niimero de gotitas de agua que sacuden
una cierta seccién del suelo durante un chaparrén de lluvia, o el niimero de llamadas
telefénicas a una cierta oficina en un intervalo de tiempo dado, se modelan usando
esta distribucion. Para entender las razones detras de esto, veremos primero cémo
aproximar las probabilidades de sucesos asociados a una variable del tipo binomial
usando una v.a. del tipo Poisson. El resultado principal es el siguiente [6].

Teorema 4.7. Si X ~ Binomial(n,p) entonces, para todo conjunto A C N, se tiene
que |P[X € Al —P[Z € A]| < np?, donde Z ~ Poisson(np). Equivalentemente, aplica
que

P[XEA}—ZM@*W < np?.

|
k€A k!

Una consecuencia interesante del teorema anterior, es el siguiente resultado, el
que sera util para aproximar probabilidades asociadas a una variable con distribucién
binomial, usando una variable del tipo Poisson.

Teorema 4.8. Si X, Xo,... son variables aleatorias independientes tales que X,, ~

Binomial(n, py) y im, oo np, = A, donde 0 < A < 400 es una constante, entonces,
para todo numero entero k > 0, se tiene que

Ake—k

lim P[X,, =k = ——

Demostracién. De acuerdo al Teorema 4.7, si A = {k}, entonces

(npa)*  _
P[X, = k] — T7'l ceTP| < ”P?m
para cada n. El teorema es ahora una consecuencia directa del siguiente hecho:
2
n 1
lfim np2 = lim On)” oy L,
n—o0 n—o00 n n—oo M
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lo que completa la demostracion. O

Note que bajo los supuestos del teorema anterior se tiene que

; ; N Pn ; 1
lim p, = lim =X lim — =0.
n—o0 n—oo n n—oo N

En particular, para aproximar probabilidades asociadas a una variable del tipo bino-
mial, usando una variable del tipo Poisson, necesitamos un n grande y un p pequeno.
Bajo este supuesto, la probabilidad del suceso [X = k], con X ~ Binomial(n,p),
puede aproximarse razonablemente por la probabilidad del suceso [Z = k|, con Z ~
Poisson(np). El error de esta aproximacién es np?, para todo k segin lo establecido
en el Teorema 4.7.

Ejemplo 4.15. El profesor jefe de un cierto curso, traspasard la lista de teléfonos de
emergencia de sus 25 alumnos a una planilla electrénica en su computador. Si cada
teléfono consiste de nueve digitos (el pimer digito distingue los ntiimeros fijos de los
mobiles) y la probabilidad que el profesor ingrese incorrectamente un cierto digito
es 1/50, scudl es, aprozimadamente, la probabilidad que éste traspase correctamente
todos los digitos?

Note que el profesor tendrd que ingresar 225 (=9 - 25) digitos en el computador.
La respuesta a la pregunta viene dada por la probabilidad del suceso [X = 0], donde
X es el numero de digitos que el profesor ingresard incorrectamente. Mas aun, bajo
el supuesto que los errores de tipeo ocurren independientemente, tenemos que X ~
Binomial(225,1/50) (spor qué?). Por lo tanto, de acuerdo al Teorema 4.7, si Z ~
Poisson(9/2), entonces

2 0
P[X = 0]~ P[Z =0] = %6*9/2 =e 92 =0,011...

El error méximo en esta aproximacién es np? = 0,09, en particular, al menos el primer
digito en la aproximacién, es correcto. De hecho, uno encuentra que la probabilidad
exacta viene dada por

225\ / 1\° /49\?** 49\ 2%
P[X = 0] = —) (= - (= —0,010...
== () () =(x) =»

En particular, la aproximacién es correcta en los primeros dos digitos.

Ejemplo 4.16. Si mil personas se escogen al azar, jcudl es, aprorimadamente, la
probabilidad que exactamente una o dos de ellas hayan nacido un dia 29 de febrero?

Si denotamos como X la v.a. que cuenta el nimero de las personas nacidas un
dia 29 de febrero, entonces X ~ Binomial(1000,1/1464). La respuesta a la pregunta
anterior viene entonces dada por

P[X € {1,2)] = P[X =1]+P[X =2,
2 k 1000—k
-2 (V) (o) (o)
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Es poco claro en esta expresion, cudn probable o improbable es el suceso [X €{1,2}].
Observe, sin embargo, que X tiene una distribucién binomial con un pardmetro n =
1000 grande y p = 1/1464 pequeno. Por lo tanto, y de acuerdo al Teorema 4.8,
si aproximamos probabilidades asociadas a la v.a. X usando una variable aleatoria
Z ~ Poisson(1000/1464), entonces incurriremos en un error menor o igual a

np? = 0,0004...

Especificamente, aplica que [P[X € {1,2}] — P[Z € {1,2}]| < 0,0004... i.e. las proba-
bilidades P[X € {1,2}] y P[Z € {1,2}] tienen que ser idénticas en los primeros tres
digitos. Como
2
P[Z € {1,2}] =P[Z=1]+PZ=2]=)
k=1

(].0002::'[464)’c 6_1000/1464 — 0,4628

concluimos que la probabilidad de que, exactamente, una o dos personas entre mil
escogidas al azar hayan nacido un dia 29 de febrero es 46,2... %.

n=1 n=4
n=9 n=16
FicurA 4.2. Divisién de una seccién del suelo en n = 1,4,9,16

secciones mas pequeinias. Observe como los rectangulos de la divisién
contendran, a lo mas, una gotita de agua cuando n > 16 en este caso.

El siguiente y ultimo ejemplo justificara el uso de la distribucién de Poisson para
modelar el numero de gotitas de agua que sacudirdn una cierta seccién del suelo
durante un chaparrén de agua.

Ejemplo 4.17. Considere el experimento donde se cuenta el nimero de gotitas N
de agua que sacudirdn una cierta seccién rectangular del suelo de drea A, durante un
intervalo de tiempo de duracién 7. Si en promedio caen g gotitas de agua por unidad
de area y de tiempo, entonces

(4.9) N ~ Poisson(g-A-T).
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Por ejemplo, si A = 10 em?, 7 = 2 segy g = 0,1 gotitas/cm?/seg (i.e. en promedio, se
necesitan 10 segundos para que una gotita de agua sacuda una seccién dada del suelo
de 4drea 1 cm?), entonces N ~ Poisson(2). Sin embargo, si g = 3 gotitas/cm?/seg,
entonces N ~ Poisson(60). Destacamos que los pardmetros A, 7 y g pueden medirse
en otras unidades siempre y cuando la cantidad gAT sea un escalar sin unidades.

La justificacién del modelo probabilistico en (4.9) se basa en los siguientes su-
puestos intuitivos:

(1) para todon > 1, si Ry,..., R, son secciones disjuntas en el suelo, entonces
los sucesos “al menos una gotita de agua sacudié la secciéon R;”, con i €
{1,...,n}, son independientes, y

(2) si R es una seccién del suelo, entonces la probabilidad del suceso “al menos
una gotita de agua sacudi6 a R” depende solamente del area de R.

En lo que sigue, supondremos que n es un cuadrado perfectoi.e. n =1,4,9,16, ...
Supongamos que dividimos la seccién rectangular en el suelo en n regiones rectangu-
lares més pequenas y disjuntas Rj ,, ..., Ry, con drea A/n, respectivamente (ver
Figura 4.2). Para cada 1 < i < n considere la v.a. del tipo Bernoulli definida como

Y; » = [al menos una gotita de agua sacudié la seccién R; ,].

Si n es suficientemente grande entonces Y ., Y; , serd una buena aproximacién de
N. De hecho, si la distancia mas pequena entre dos gotitas que sacudieron la secciéon
del suelo es d > 0 y el didmetro de cada rectdngulo R;, es estrictamente menor
que d (lo que aplica para todo n suficientemente grande), entonces cada rectangulo
Ry, ..., Ry, contendrd, a lo méds, una gotita. Por lo tanto, la siguiente identidad
aplica:

n
N = Z Y; n, para todo n suficientemente grande.
i=1
En particular, resulta intuitivo que

PIN = k] = lim P

n—oo

Zn: }/im = k‘| .
=1

Ahora observe que, debido al supuesto (1), Y1, ..., Y, » son independientes. Por otro
lado, debido al supuesto (2), la probabilidad de que una cierta regién sea sacudida
por al menos una gotita de agua depende solamente del area de dicha region. En
particular, como Ry, ..., R, son regiones de dreas idénticas, Yi ,,...,Y, , son
variables aleatorias del tipo Bernoulli con un mismo pardmetro p,. Por lo tanto,
su suma es una v.a. del tipo binomial con pardmetros (n,p,). El Teorema 4.8 y la
identidad anterior implican, por lo tanto, que

Lk
(4.10) PN =k = - ek
siempre y cuando exista una constante 0 < L < 400 tal que
(4.11) lim np, = L.

n—oo
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Demostraremos que éste es efectivamente el caso. En efecto, recuerde que p, es la
probabilidad que una cierta seccién rectangular de drea A/n es sacudida por, al menos,
una gotita de agua en un intervalo de tiempo de duracién 7. En particular, se tiene
que

plz}P(LnJ[Y;ﬂL:l]) = 1_P<ﬁ[Yi,n:O]> s

i=1 i=1
n n
= 1-J[eWin =0 =1-JJQA-p)=1-(—pu)"
i=1 i=1
Para la tercera identidad, hemos usado Yi ,,...,Y, , son variables aleatorias inde-
pendientes y, para la cuarta identidad, que cada una de las regiones Ry p,..., Ry
tienen drea A/n. Obtenemos, de este modo, que p,, = 1 — (1 —p;)'/™, y en particular:
1—(1—p)/m 1—(1—p)®
lim np, = lim n(1— (1 —p)*/") = lim I=(=p) ™ = lim M
n—00 n—00 n—o00 1/7’1, z—0t x
Finalmente, usando la Féormula de L’Hopital, obtenemos que
d .
41— (1—pp)*
lm np, = lim i (PO
n—o00 z—0+ T[I}
X
—In(1—p1) - (1 —p1)*
zlg)lJr 1 Il( pl)

El cdlculo anterior demuestra (4.11), ya que 0 < p; < 1; en particular, y de
acuerdo a la identidad en (4.10), N ~ Poisson(L). Pero observe que E(N) = L.
Como en promedio caen g gotitas de agua por unidad de area y tiempo, el valor més
plausible para L es gAT, lo que justifica la identidad en (4.9).

El modelo dado en (4.9) aplicard a cualquier seccién del suelo de drea A y en
cualquier intervalo de tiempo de duracién 7 durante el cual llueva con la misma
firmeza i.e. durante el cual A permanezca constante. Una consecuencia interesante de
esta observacion es la siguiente: la probabilidad de que una seccion del suelo de drea
A no sea sacudida por ninguna gotita de agua, durante los primeros t seqgundos de un
chaparrdn, corresponde a la probabilidad del suceso [Z; = 0], con Zy ~ Poisson(g-A-t).
En particular,

0
P[Zt — 0} _ (gAt> e—gAt _ e—gAt.
0!
Vemos que la probabilidad de que una cierta seccion del suelo no sea sacudida por
la lluvia decrece exponencialmente a medida que el tiempo pasa. Esto explica por
qué durante un chaparrén suficientemente largo, casi todas las secciones del suelo
seran sacudidas por agua.

La discusién del Ejemplo 4.17 aplica para otros fenémenos donde la distribucién
de Poisson también ocurre naturalmente. Por ejemplo, si en una cierta oficina se
registran en promedio A llamadas telefénicas por unidad de tiempo, entonces, en un
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intervalo de tiempo de duracién t, debieran registrarse At llamadas en promedio. En
particular, bajo los supuestos que

(1) el ndmero de llamadas en intervalos de tiempo disjuntos son variables alea-
torias independientes, y

(2) la probabilidad que al menos una llamada suceda en un cierto intervalo de
tiempo depende solamente de su duracion,

el nimero aleatorio N; de llamadas telefénicas en un cierto intervalo de tiempo de
duracion t, serd una v.a. del tipo Poisson con pardametro At.

4.5 Distribucién Exponencial

En esta seccién A > 0 es un nidmero real dado.

Definicién 4.9. Una v.a. X se dice tener una distribucion del tipo exponencial con
pardametro A, si es una v.a. continua con funcién de densidad

Ae M x>0
f(x)_{ 0, x<0.

En este caso, anotaremos X ~ Exponencial(\).

Ejemplo 4.18. Considere una v.a. X ~ Ezponencial(2). Dado t > 0, scudl es la
probabilidad que X tome un cierto valor mayor o igual a t? La respuesta a la pregunta
corresponde a la probabilidad
o r=400
PX >t = / 2”2 dy = —e = e 2,
Jt x=t

Note, mds generalmente, que si X ~ Exponencial()\), entonces

(4.12) PX >t =e M.

En particular, la probabilidad que X exceda un cierto valor decae exponencialmente
con dicho valor. La identidad anterior serd clave para establecer la llamada propiedad
desmemoriada de la distribucién exponencial, que discutiremos al final de la seccién.

Ejemplo 4.19. Si X es una cierta variable aleatoria, tal que P[X = 1] = 1/3 y
PX =2] =2/3,e Y ~ Exponencial(1l) es independiente de X, responda: gcudl es la
probabilidad del suceso [Y > X]? Para determinar la probabilidad de este suceso apli-
caremos primero la Férmula de Probabilidades Totales (Teorema 1.3) condicionando
sobre el valor que X tomara, y luego usaremos la independencia entre X e Y:

PY>X] = PY>X.X=1+PY >X, X =2]
= PY>1,X=1]4+PY >2,X =2
= PY >1]-PX =1]+PY >2] - PX =2],
= e ' 1/3+e7%.2/3~21,3%,
donde, para la dltima igualdad, hemos usado la identidad en (4.12).
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La esperanza y varianza de una v.a. exponencial X con pardmetro A vienen dadas
por
(4.13) E(X) = 1/\
(4.14) V(X) = 1/)%

Para demostrar las identidades anteriores, usaremos el Método de Integracion por
Partes. Para esto recuerde que si a < b son ndmeros reales dados y f,g : [a,0] = R

son funciones continuas en el intervalo cerrado [a, ], y continuamente diferenciables
en el intervalo abierto (a,b), entonces

(4.15) / f(2) ¢'(2)de = f(z) - g(z)| — / f(2) - g(z) de.

Para demostrar (4.13) observe que

E(X):/o z-de Ny = /0 z - (—e ) da,

+o00 o0 oo 1
+/ z e My :/ e My = =,
0 0 0 A

lo que muestra (4.13). Por otro lado, tenemos que
E(X?) = / 22 e Mdr = / 2% (—e ) da,
0 0
= / (z%) - e M dx,
0

(oo}
= 2/ z-e Mz,
0

= g/ x.Ae—de:z.E(X)zi
A Jo

= (—ze™?)

A

Concluimos, por lo tanto, que

VX) =B - (BOX0P = 55 - (5) =3

lo que demuestra (4.14).

Las variables aleatorias del tipo exponencial estan intimamente ligadas a las va-
riables aleatorias del tipo Poisson. Para entender esta conexién, y de acuerdo a la
discusion al final de la Seccién 4.4, recordemos que si en promedio ocurren A > 0
eventos (e.g. sismos o llamadas telefénicas) por unidad de tiempo, entonces el nimero
de eventos en un cierto intervalo de duracién ¢ > 0 tiene una distribucién del tipo
Poisson con parametro At.

Mientras la distribuciéon de Poisson describe el ntimero de eventos que ocurren
en un intervalo de tiempo dado, la distribucién exponencial describe la separacion
temporal entre dos eventos sucesivos (ver Figura 4.3). En efecto, si usamos T para
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Nuamero de eventos ~ Poisson (A(b-a))

~—

a b

:[ ::]:  Eje de

” tiempo

: : : 3
Separacién entre eventos sucesivos ~ Exponencial (A)

Ficura 4.3. La distribucién de Poisson, describe el niimero de even-
tos que ocurren en un intervalo de tiempo dado. Por ejemplo, la pro-
babilidad de observar sélo dos eventos en el intervalo de tiempo [a, b]
es A2(b — a)?e~ M=) /2! cuando en promedio ocurren A eventos por
unidad de tiempo. Por otro lado, la distribucién exponencial describe
la separacién temporal entre eventos consecutivos.

denotar la separacion temporal entre el ultimo y el proximo evento, entonces, dado
un t > 0, se tiene que

Fr(t)=P[T<t]=1—-P[T >t =1—-P[N = 0],

donde N es el niimero de eventos que ocurrirdn en el intervalo de tiempo [0, t]. Usando
que N ~ Poisson(At), se deduce de la identidad anterior que

)\OefAt
Frt)=1-=——=1-c¢ A
Por lo tanto,
0, t <0;
(4.16) o ={ ) Ve 150

Como la funcién anterior es continuamente diferenciable sobre R, excepto en el punto
t =0, T tiene una funcién de densidad dada por la férmula

Ae Mot >0;

fT(t):{ 0, t<o;

i.e. T ~ Exponencial()\); en particular, E(T) = 1/\. Retrospectivamente, esto es
bastante intuitivo: como en promedio ocurren X\ eventos por unidad de tiempo, la
separacion temporal entre dos eventos consecutitvos debiera ser 1/\ en promedio. El
pardametro A, por lo tanto, representa la intensidad de los eventos i.e. el ntimero
promedio de eventos por unidad de tiempo.

Ejemplo 4.20. Considere un cierto colegio donde la jornada de clases se extiende
desde las 8am hasta las 4pm. Si en promedio dos estudiantes son expulsados de clases
en cada jornada, responda: si un cierto estudiante es expulsado y llevado a la inspec-
toria a las 10:24am, ;cudl es la probabilidad que ningin otro estudiante sea expulsado
de clases en los siguientes 90 minutos?
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Para responder a la pregunta necesitamos determinar la probabilidad del suceso
[T > 1,5], donde T denota el tiempo (medido en horas) transcurrido entre las 10:24am
y la préxima expulsion de clases. Debido a la discusion anterior es razonable suponer
que T ~ Exzponencial(0,25). Para corroborar que el pardmetro de la distribucién es
correcto note que E(T) = 1/(0,25) = 4. Esto es consistente con la informacién dada:
como en promedio ocurren dos expulsiones en una jornada de 8 horas, la separaciéon
tipica entre dos expulsiones consecutivas es 4 horas. Asi encontramos, a partir de la
identidad en (4.12), que

P[T > 1,5] = e %2515 = 0,6872... ~ 68,7 %.

Una propiedad importante de las variables aleatorias del tipo exponencial es que
son desmemoriadas. Para clarificar la terminologia retomemos el ejemplo anterior e
imagine que no han habido mas expulsiones entre las 10:24am y las 11:54am, ;cudl
es la probabilidad que la siguiente suspension ocurra antes de las 12:24pm? Para
responder a la pregunta observe que no ha habido expulsiones de clases en un periodo
de 90 minutos (i.e. entre las 10:24am y las 11:54am). Dado este hecho, necesitamos
determinar la probabilidad de que al menos una suspensiéon ocurrird dentro de los
préximos 30 minutos (i.e. entre las 11:54am y 12:24pm). Como T se mide en horas,
esta iltima probabilidad corresponde a la probabilidad condicional

P15 < T <2]

BT -15) <05T> 15 = —pr g™

JE50,25e7025 gy
11570,25 70250 dt
e—3/8 _ o—1/2
e—3/8

=1—e V5,

Sin embargo, observe que
0,5
P[T <05 = / 0,25 0%t gt =1 — e /8,
0

Concluimos, por lo tanto, que
P(T-15)<05/T>15]=P[T <0,5].

En palabras: la probabilidad de que la préxima suspensién ocurra dentro de los proxi-
mos 30 minutos, dado que han pasado 90 minutos desde la ltima suspensién, es igual
a la probabilidad de que la préxima suspensién ocurra dentro de los 30 minutos si-
guientes a la ultima suspension. En particular, el hecho que 90 minutos han pasado
desde la ultima suspensién, no retarda ni acelera la ocurrencia de la préxima. Es-
to es lo que queremos decir por “propiedad desmemoriada”. El siguiente resultado
formaliza esta idea de forma general.
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Teorema 4.10. Si X ~ Exponencial()\), entonces, para todo s,t > 0 se tiene que
P(X —s) <t|X > s] =P[X <t ie sicondicionamos sobre el suceso [X > s], la
v.a. (X — s) es también del tipo exponencial con pardmetro .

Demostracién. Recordemos que P[X > u] = e *%, para todo u > 0, debido a la
identidad en (4.12). En particular, como la funcién exponencial transforma sumas en
productos, encontramos que

PIX>s+t]=P[X >s+t]=P[X >s]-P[X >t =P[X >s]-P[X >1].

Dividiendo ambos lados de esta identidad por la probabilidad del suceso [X > s],
encontramos que P[X > s+t | X > s] = P[X > t]. Esto ultimo es equivalente a tener
que P[X <s+1t| X > s] =P[X <t (spor qué?), lo que demuestra que

P(X —s)<t| X >s]=PX <t

para todo t > 0. El resultado es ahora una consecuencia directa del Teorema 2.11: el
lado derecho es la funcién de distribucion de X, y el lado izquierdo es la funcién de
distribucién de (X — s) cuando condicionamos sobre el evento [X > s]. g

El siguiente ejemplo muestra que la propiedad desmemoriada, no es en general
cierta para variables aleatorias no exponenciales. De hecho, se puede demostrar que
las variables aleatorias exponenciales son las tnicas variables aleatorias continuas y
no negativas con esta propiedad.

Ejemplo 4.21. Imagine una persona de provincia, que visita la ciudad de Santiago
por primera vez, y que solo sabe que para llegar a su destino final debe tomar el bus
#322, después de llegar al Terminal Central de Buses. Asumiendo que el bus #322
pasa aproximadamente cada 30 minutos, responda: jcudl es la funcion de distribucion
del tiempo de espera de la persona en el paradero? y scudl es la funcion de distribucion
del tiempo adicional de espera, dado que el bus no ha pasado en los primeros 5 minutos
de espera?

Denotemos como T el tiempo de espera (medido en minutos) de la persona en
el paradero. Para responder a la primera pregunta debemos calcular la probabilidad
del suceso [T < ], para cada 0 < t < 30. Para este efecto, denotaremos como X
el momento de llegada de la persona al paradero en relacién el ciclo del bus. La
falta de informacion acerca del inicio y término de cada ciclo justifica el modelo
X ~ Uniformel0,30]. (Aqui se asume que el bus pasa exactamente al principio y
término de este intervalo.) Observe que si X < (30 — ¢), entonces la probabilidad
de que el bus pase en los préximos ¢ minutos es cero (spor qué?). Sin embargo, si
X > (30 — t), entonces la probabilidad de que el bus pase en los préximos ¢ minutos
es 1. En particular, usando la Férmula de Probabilidades Totales, obtenemos que

(4.17) P[T <t] = P(la persona espera a lo mas t minutos),
= 0-P[X <30—1t]+1-P[X >30—1,
30 —1¢ t t
= 0 —4+1 —==——.
30 * 30 30
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Para responder a la segunda pregunta debemos determinar para cada 0 < ¢t < 25
la probabilidad del suceso [(T — 5) < t] pero condicionando sobre el suceso [T' > 5].
En efecto, usando la definicién de probabilidad condicional, y la identidad anterior,
obtenemos que
P5<T < (t+5)] t/30 t

(4.18) BT —5) <t | T25)= = Fr— o = o = oo

Se deduce de (4.17) y de (4.18) que la distribucién del tiempo adicional de espera
en el paradero cambia después de haber esperado el bus por 5 minutos. De hecho,
diferenciado con respecto a la variable ¢ en (4.17), vemos que el tiempo de espera
del bus tiene una distribucién uniforme en el intervalo [0, 30]. Sin embargo, el tiempo
adicional después de 5 minutos de espera es uniformemente distribuido en el intervalo
[0, 25]. Por lo tanto, la distribucién del tiempo adicional de espera cambia a medida
que esperamos mas y mas tiempo el bus. jEsto no sucederia si los ciclos del bus fueran
variables aleatorias exponenciales!

4.6 Distribucién Normal

En esta secciéon @ € R y o > 0 son nimeros reales dados.

Definicién 4.11. Una v.a. X se dice tener una distribucion Normal con media p y
varianza o2, si es una variable aleatoria continua con funcién de densidad dada por
la férmula

e_%(%)z
oV 2w

En este caso, anotaremos X ~ Normal(u,o?).

fx) =

La demostracion que la funcién anterior, es efectivamente una funcién de densidad
ie. que ffooo f(x)dz = 1, es intrincada y serd dejada como ejercicio para el lector
(Ejercicio 23).

Un caso especial de la definicién anterior, es cuando u =0y ¢ = 1. En este caso,
diremos que X tiene una distribucién Normal estindar. La terminolgia usada en la
definicién anterior se basa en las siguientes identidades

(4.19) EX) = u,
(4.20) V(X) = o°%

Para demostrar estas identidades usaremos los siguientes resultados.
Teorema 4.12. Si Z ~ Normal(0,1), entonces E(Z) =0 y V(Z) = 1.

Demostracion. Observe primero que

0 5 +oo R
/ ze 24z = —/ ze % 24z,
—o00 0
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es antisimétrica. En particular, se tiene que

Bz = [ g L ’ gy s [ e 2an ) =0
= Z- z = ze * z+ ze 7 z e =0.
2) [oo V2r V2m {/oo /0 }

Por otro lado, usando la identidad V(Z) = E(Z?) — {E(Z)}?, y el Método de
Integracién por Partes, obtenemos que

1 Feo 2
V(Zz) = E/ 22e % /2dz,
— 00
1 Foo 2 4
- = -z /2) d
z|—e z,
V2T /_oo (

z=-+00

. .7 — 2
debido a que la funcién z — ze=* /2

26722/2 +o0 6722/2
= - + dz =1,
V2T Joo V2T

donde hemos usado que lim, 4 ze=# /2 = (spor qué?) y que z —» 6_22/2/\/271'
es la funcién de densidad de una v.a. Normal estandar. Esto completa la demostracion
del teorema. O

Teorema 4.13. Si X ~ Normal(u,0?) y a # 0 y b son constantes dadas, entonces
(aX +b) ~ Normal(au + b,a%0?). En particular, (X — p)/o tiene una distribucion
Normal estandar.

Demostraciéon. De acuerdo al Método del Jacobiano (Teorema 2.8), si X es una v.a.
continua con funcién de densidad f, entonces (aX + b) es también una v.a. continua
pero con funcién de densidad % f (TT_I’) En particular, la funcién de densidad de
(aX +b) estd dada por

xz—b

2
1( o —F ; 2
— p _1(z—(ap+b)
1 e 2 < ) e 2( ao )

a ovV2r aoy/ 2w ’

lo que corresponde a la funcién de densidad de una v.a. Normal con media (ap + b)
y varianza (ac)?. Esto completa la demostracién del teorema. O

Ahora podemos facilmente demostrar que, si X ~ Normal(u, o?), entonces E(X) =
py V(X) = o2 En efecto, de acuerdo al Teorema 4.13, tenemos que

X—p

g

7 =

~ Normal(0,1).
Como X =07 + p, y usando el Teorema 4.12, concluimos que
E(X) = E(oZ+p) =0-E2Z)+pu=0c-0+p=upu,
V(X) = V(eZ+p) =0>-V(Z)=01=0,
lo que demuestra (4.19) y (4.20).
157



El Teorema 4.13 es 1til para reescribir probabilidades relacionados con variables
aleatorias normales arbitrarias en términos de Normales estdndares. Una aplicacién
interesante de esta técnica es la siguiente. En lo que sigue usaremos ¢ para denotar
la funcion de distribucion de una v.a. Normal estdndar i.e.

2
t e—? /2

= dz,
para todo t € R. Observe que ®(0) = 1/2 debido a la simetria de la funcién de
densidad alrededor de z = 0 (ver Figura 4.4). Para valores generales de t no es posible
calcular ®(t) explicitamente y esto obliga el uso de métodos de integracién numérica
para aproximar su valor. En la Tabla 4.2 se muestran los primeros cuatro digitos
significativos de ®(t) para ciertos valores de t.

Tampoco es posible calcular explicitamente la funcién de distribucién de una
variables aleatoria Normal con parametros arbitrarios. Afortunadamente, usando el
Teorema 4.13, podemos relacionar la funcién de distribucién de toda v.a. Normal
con la de una Normal estdndar. En efecto, si X ~ Normal(u,0?) y si definimos
Z = (X — p)/o, entonces

o(t)

g

(4.21) FX(t)=PM+a-Z§t]:IP[th_“]:q><t_“),
g
para todo t € R.

ymexp(-t/2)/{ 27
ooy

-4 4
(a)

FIGURA 4.4. (a) Grafo de la funcién de densidad de una v.a. Normal
estdndar, para valores de ¢ entre (—4) y 4. La probabilidad de que una
de estas variables tome un valor entre (—4) y 4 es aproximadamente
99,993666 %. Debido a esto, los extremos del grafo parecen tocar el
eje horizontal. (b) Grafo de la funcién de distribucién de una v.a.
Normal estandar.

Ejemplo 4.22. Para fijar ideas considere una v.a. X con una distribucién Normal
con media (—1) y varianza 4. Determine la probabilidad P[0,62 < X < 1,9], usando la
Tabla 4.2.
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Primero observe que P[0,62 < X <1,9] =P[X < 1,9] — P[X < 0,62] (gpor qué?).
Por otro lado, debido al Teorema 4.13 tenemos que (X + 1)/2 es una v.a. Normal
estandar. Concluimos asi que

X+1 1941 X+1

PIX <19 = IP’{ ; < ; } :IP[ ;L < 1,45] — ®(1,45),
X+1 _062+1 X+1

PIX <062 = P { ; < OO 2+ ] —Pp { 1o 0,81} — $(0,81).

Pero note que ®(1,45) = 0,9264... y (0,81) = 0,7910... debido a la Tabla 4.2. Obte-
nemos, de esta manera, que P[0,62 < X < 1,9] = 0,9264... — 0,7910... = 0,135... i.e.
hay una chance aproximada de un 13,5% que X tome un valor estrictamente mayor
que 0,62, pero menor o igual a 1,9.

Ejemplo 4.23. Considere una variable X ~ Normal(u,0?), scudl es la probabilidad
que X tome un cierto valor t desviaciones estindares a partir de su valor esperado?
En otras palabras, debemos determinar la probabilidad del suceso [|[X — u| < ¢ - o).
En efecto, si definimos Z = (X — u)/o, entonces

X —p
g

PIX 4l <10 =P |

S@Mst

Como Z ~ Normal(0,1), y como las variables aleatorias normales son continuas,
tenemos que P[|Z| < ] = P[—t < Z < t] = P[-t < Z < {] = ®(t) — ®(—¢t). Sin
embargo, debido a que la funcién de densidad de Z es simétrica alrededor de z = 0
(ver Figura 4.4), también tenemos que

—t o—2"/2 Foo ,—2%/2
4.22 P(—t) = dz = —dz,
( ) ( ) /_oo V2T t V2T
= P[Z>t],

= 1-PZ<t]=1-9(t),
para todo ¢t > 0.
Concluimos, de este modo, que si X ~ Normal(u,o?), entonces
(4.23) PIX —p|<t-o]=2-®()—1.
Observe cémo el lado derecho no depende ni de p ni de o. Por ejemplo, usando los
valores tabulados en la Tabla 4.2, obtenemos que

P[|X —p| <lo] = 2-0,8413...— 1 =0,682... ~ 68,2 %;

P[IX —p| <20] = 2-0,9772... — 1 = 0,954... ~ 95,4 %;

P[|X —p| <30] = 2-0,9986... — 1 =0,997... = 99,7 %;
]

P(|X — p| < 4o 2.0,9999... — 1 =0,999... ~ 99,9 %.

En palabras, la probabilidad de que X tome un cierto valor dentro de una, dos, tres
o cuatro desviaciones estandar, a partir de su valor esperado, es aproximadamente
68,2 %, 95,4 %, 99,7 % 6 99,9 %, respectivamente (ver Figura 4.5). En particular, por
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ejemplo, la probabilidad del suceso [|X — u| > 30] es 0,3 % aproximadamente i.e. si
simularamos X mil veces, entonces solamente alrededor de tres de las simulaciones
debieran tomar un valor a méas de tres desviaciones estdndares, a partir de su valor
esperado. Similarmente, alrededor de una entre mil simulaciones, debiera tomar un
valor a més de cuatro desviaciones estandares de p. Estas observaciones resultan ttiles
para testear la eficacia de un simulador de variables aleatorias normales. También
resultan utiles en Estadistica para testear hipotesis acerca del pardametro p.

y=exp(-t*/2) 2w y=exp(-t*/2) 2w

95,4%

FiGUurRA 4.5. Probabilidades aproximadas que una v.a. Normal
estandar tome un cierto valor a una, dos, tres o cuatro desviacio-
nes estandar de su valor esperado.

Recordemos que la varianza de una v.a. mide cudn concentrada es dicha variable
alrededor de su valor esperado. En particular, mientras mas pequeno sea el parametro
o de una v.a. Normal, mas probable debiera ser el suceso que ésta tome un valor cerca
de p. Esta intuicién es correcta de acuerdo al siguiente resultado.

Teorema 4.14. Si X; ~ Normal(p,0?) y X2 ~ Normal(u,o3), con o1 < oa,
entonces P[| X1 — pu| < 6] > P[| X2 — p| < 8], para todo § > 0.

Demostracién. Debido a la identidad en (4.23), si X ~ Normal(u,0?), entonces
PIX —p| <to]=2-(t) — 1.

La funcién ¢ — (2 - ®(¢) — 1) es creciente, toma el valor 0 cuando ¢ = 0, y converge
hacia 1 a medida que t tiende a infinito (gpor qué?). En particular, dado 6 > 0 y
como 0/01 > §/02, la siguiente desigualdad aplica

]P’[|X1—,u|§5]:2~¢><5) —1>2-<1><5> —1=P[| X5 — p| < 4.

01 02

Esto demuestra el teorema. O
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t1\t2 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.5000 | 0.5039 | 0.5079 | 0.5119 | 0.5159 | 0.5199 | 0.5239 | 0.5279 | 0.5318 | 0.5358
0.1 0.5398 | 0.5438 | 0.5477 | 0.5517 | 0.5556 | 0.5596 | 0.5635 | 0.5675 | 0.5714 | 0.5753
0.2 0.5792 | 0.5831 | 0.5870 | 0.5909 | 0.5948 | 0.5987 | 0.6025 | 0.6064 | 0.6102 | 0.6140
0.3 0.6179 | 0.6217 | 0.6255 | 0.6293 | 0.6330 | 0.6368 | 0.6405 | 0.6443 | 0.6480 | 0.6517
0.4 0.6554 | 0.6591 | 0.6627 | 0.6664 | 0.6700 | 0.6736 | 0.6772 | 0.6808 | 0.6843 | 0.6879
0.5 0.6914 | 0.6949 | 0.6984 | 0.7019 | 0.7054 | 0.7088 | 0.7122 | 0.7156 | 0.7190 | 0.7224
0.6 0.7257 | 0.7290 | 0.7323 | 0.7356 | 0.7389 | 0.7421 | 0.7453 | 0.7485 | 0.7517 | 0.7549
0.7 0.7580 | 0.7611 | 0.7642 | 0.7673 | 0.7703 | 0.7733 | 0.7763 | 0.7793 | 0.7823 | 0.7852
0.8 0.7881 | 0.7910 | 0.7938 | 0.7967 | 0.7995 | 0.8023 | 0.8051 | 0.8078 | 0.8105 | 0.8132
0.9 0.8159 | 0.8185 | 0.8212 | 0.8238 | 0.8263 | 0.8289 | 0.8314 | 0.8339 | 0.8364 | 0.8389

0 0.8413 | 0.8437 | 0.8461 | 0.8485 | 0.8508 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8576 | 0.8599 | 0.8621

1 0.8643 | 0.8665 | 0.8686 | 0.8707 | 0.8728 | 0.8749 | 0.8769 | 0.8790 | 0.8810 | 0.8829

2 0.8849 | 0.8868 | 0.8887 | 0.8906 | 0.8925 | 0.8943 | 0.8961 | 0.8979 | 0.8997 | 0.9014

3 0.9032 | 0.9049 | 0.9065 | 0.9082 | 0.9098 | 0.9114 | 0.9130 | 0.9146 | 0.9162 | 0.9177

4 0.9192 | 0.9207 | 0.9222 | 0.9236 | 0.9250 | 0.9264 | 0.9278 | 0.9292 | 0.9305 | 0.9318

.5 0.9331 | 0.9344 | 0.9357 | 0.9369 | 0.9382 | 0.9394 | 0.9406 | 0.9417 | 0.9429 | 0.9440

[§

7

8

9

0

0.9452 | 0.9463 | 0.9473 | 0.9484 | 0.9495 | 0.9505 | 0.9515 | 0.9525 | 0.9535 | 0.9544
0.9554 | 0.9563 | 0.9572 | 0.9581 | 0.9590 | 0.9599 | 0.9608 | 0.9616 | 0.9624 | 0.9632
0.9640 | 0.9648 | 0.9656 | 0.9663 | 0.9671 | 0.9678 | 0.9685 | 0.9692 | 0.9699 | 0.9706
0.9712 | 0.9719 | 0.9725 | 0.9732 | 0.9738 | 0.9744 | 0.9750 | 0.9755 | 0.9761 | 0.9767
0.9772 | 0.9777 | 0.9783 | 0.9788 | 0.9793 | 0.9798 | 0.9803 | 0.9807 | 0.9812 | 0.9816
2.1 0.9821 | 0.9825 | 0.9830 | 0.9834 | 0.9838 | 0.9842 | 0.9846 | 0.9850 | 0.9853 | 0.9857
2.2 0.9861 | 0.9864 | 0.9867 | 0.9871 | 0.9874 | 0.9877 | 0.9880 | 0.9884 | 0.9887 | 0.9889
2.3 0.9892 | 0.9895 | 0.9898 | 0.9901 | 0.9903 | 0.9906 | 0.9908 | 0.9911 | 0.9913 | 0.9915
2.4 0.9918 | 0.9920 | 0.9922 | 0.9924 | 0.9926 | 0.9928 | 0.9930 | 0.9932 | 0.9934 | 0.9936
2.5 0.9937 | 0.9939 | 0.9941 | 0.9943 | 0.9944 | 0.9946 | 0.9947 | 0.9949 | 0.9950 | 0.9952
2.6 0.9953 | 0.9954 | 0.9956 | 0.9957 | 0.9958 | 0.9959 | 0.9960 | 0.9962 | 0.9963 | 0.9964
2.7 0.9965 | 0.9966 | 0.9967 | 0.9968 | 0.9969 | 0.9970 | 0.9971 | 0.9972 | 0.9972 | 0.9973
2.8 0.9974 | 0.9975 | 0.9976 | 0.9976 | 0.9977 | 0.9978 | 0.9978 | 0.9979 | 0.9980 | 0.9980
2.9 0.9981 | 0.9981 | 0.9982 | 0.9983 | 0.9983 | 0.9984 | 0.9984 | 0.9985 | 0.9985 | 0.9986
3.0 0.9986 | 0.9986 | 0.9987 | 0.9987 | 0.9988 | 0.9988 | 0.9988 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9990
3.1 0.9990 | 0.9990 | 0.9991 | 0.9991 | 0.9991 | 0.9991 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9992
3.2 0.9993 | 0.9993 | 0.9993 | 0.9993 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9995
3.3 0.9995 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996
3.4 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997
3.5 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998
3.6 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998
3.7 0.9998 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.8 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.9 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
4.0 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999

TABLA 4.2. Valores tabulados de la funcién de distribucién de una
v.a. con distribucién Normal estdndar. El valor en la fila ¢; y columna
to corresponde a los primeros cuatro digitos significativos de ®(t1 +
t2). Por ejemplo, si t; = 0,1 y to = 0,02, entonces $(0,12) = 0,5477...

4.6.1 Combinaciones lineales.

El siguiente resultado establece que la combinacion lineal de variables aleatorias nor-
males e independientes, es también una v.a. con distribucién Normal.

Teorema 4.15. Si X1,...,X,, son variables aleatorias independientes y tales que
X; ~ Normal(p;,0;), para cada i =1,...,n, entonces

n

zn:Xi ~ Normal Xn:m,ZU?
i=1 i=1

i=1
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Para demostrar el teorema basta con mostrar que
(4.24) X +Y ~ Normal(p1 + po, 0% + 02),

cuando X ~ Normal(py,0?) e Y ~ Normal(uz,o?) son independientes (spor qué?).
Aunque no demostraremos esto, es importante entender por qué los pardmetros de la
v.a. (X +Y) son como son. En efecto, observe que

E(X+Y) = EX)+EY)=u + pus
VIX+Y) = V(X)+VY)=0?+ 03

donde, para el célculo de la varianza, hemos usado que X e Y son independientes. En
particular, una vez que asumimos que (X + Y') es una v.a. Normal, sus pardmetros
no pueden ser otros que (1 + p2, U% + a%).

Ejemplo 4.24. Si cada uno de los doscientos pasajeros de un avién acarrea en sus
maletas un peso neto con una distribucién Normal con media 24 kilogramos y una
desviacion estandar de 10 kilogramos, responda: ;cudl es la probabilidad que el peso
neto de todas las maletas exceda 5019 kilogramos?

Si X; denota el peso neto de las maletas del i-ésimo pasajero entonces X; ~
Normal(24,100) de acuerdo a la informaciéon dada. En particular, asumiendo que
Xi,..., X500 son variables aleatorias independientes, el Teorema 4.15 nos permite

concluir que
200

X =Y X; ~ Normal(4800,20000).
i=1
La respuesta a la pregunta anterior viene, por lo tanto, dada por la probabilidad del
suceso [X > 5019]. Usando el Teorema 4.13 obtenemos, de este modo, que
X —4800 _ 5019 —4800} . < 219

> -
v/20000 — /20000 100v2

Finalmente, debido a la Tabla 4.2, tenemos que

P[X > 5019] ~ 1 — ®(1,55) = 0,0606... ~ 6 %.

P[X > 5019] = P { ) =1—®(1,548...).

Una consecuencia importante del Teorema 4.15 es el siguiente resultado.

Corolario 4.16. Si Xy,...,X,, son variables aleatorias i.i.d. del tipo normal con
valor esperado p y varianza o?, entonces

X—liX- Normal 0—2
_nizl ' M’n '

Demostracién. Debido al Teorema 4.13, X;/n ~ Normal(u/n,o?/n?), para cada i.
En particular, y de acuerdo al Teorema 4.15, la variable aleatoria

~ 1n n X,
X=g 2 Xi=2 o
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tiene una distribuciéon Normal. Los pardametros de esta distribucién estdn dados en el
Teorema 4.15. Sin embargo, podemos determinar alternativamente estos pardmetros
computando directamente el valor esperado y varianza de X. En efecto, observe que

E(X) i?raom - i?‘: "

1 « 1 « 2
EZ;V(XQ: ﬁ;(ﬂ:%.

Esto demuestra el teorema. O

V(X)

De acuerdo al corolario anterior, X tiene el mismo valor esperado que cada una de
las variables aleatorias normales que participan del promedio, sin embargo, su varian-
za es mas pequeiia debido al factor 1/n. X es, por lo tanto, mucho més probable de
tomar un valor cerca de p que cualquiera de las variables aleatorias X1, ..., X,, (Teo-
rema 4.14). Debido a esto, la mejor estrategia para estimar u cuando este pardmetro es
desconocido es a través del promedio de X1, ..., X,,. El siguiente ejemplo clarificara la
importancia de este hecho.

Ejemplo 4.25. Primero demostraremos que si a € (0,1) y 2 € R son tales que
®(z) =1 — /2, entonces

(4.25) Pl X-2-<u<X+ =(1-a).

En palabras, el intervalo con extremos aleatorios [X — zo/v/n, X + 20 /1/n], con-
tendrd el valor p un 100(1 — o)) % de las veces. Por lo mismo, nos referiremos a éste
como un intervalo de confianza para u. Esto es particularmente ttil cuando p es un
parametro desconocido.

Observe que el centro del intervalo de confianza i.e. X se aproximard a ; a medida
que n tiende a infinito, debido a la Ley de los Grandes Numeros. Por otro lado, el
radio del intervalo i.e. zo/+/n decrece a cero cuando n — oo. Por lo tanto, el intervalo
de confianza estara cada vez mas concentrado alrededor de p a medida que n crece
i.e. a medida que el nimero de datos aumenta.

Tipicamente uno escoge @ = 0,01 6 o = 0,05. Por ejemplo, si a = 0,01, entonces
necesitamos determinar z, tal que ®(z) = 0,995. Usando la Tabla 4.2 encontramos
que z =~ 2,58. Por lo tanto, el intervalo

238-0 o 2580
NN
contendrd a p con una probabilidad de un 99 %.
La demostracién (4.25) es como sigue. Note primero que X ~ Normal(u,%/n)
debido al Corolario 4.16. En particular, y de acuerdo al Teorema 4.13, la variable
aleatoria (X — p)/v/02/n = /n- (X — p)/o tiene una distribucién Normal estdndar.
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Finalmente, usando la identidad en (4.23), obtenemos que
X
i H\/ﬁ =

o

‘gz} =2.0(z)-1=2(1-3)-1=(1-a).

La identidad en (4.25) es ahora una consecuencia directa de la siguiente igualdad de
sucesos que dejaremos como ejercicio para el lector:

X—pu - Z-0 S 2.0
B

Una aplicacién concreta de la discusiéon anterior es la siguiente. Imagine que
Xiq,..., X, representan las notas de un alumno en el curso de un cierto profesor.
Asumiendo que X3, ..., X, son i.i.d. con una distribucién Normal con esperanza des-
conocida i y varianza conocida o2, el profesor puede utilizar el intervalo en (4.26)
para decidir si pasa o no a un alumno con un promedio de notas 3,91. Por ejemplo,
sin=10,0 =0,1 y X = 3,91, el intervalo de confianza para u es [3,828...;3,991...].
Como la nota 4.0 no pertenece a este intervalo, el profesor estarfa 99 % seguro que la
nota intrinseca del alumno es menor que 4.0 y reprobar al alumno parece razonable
en este caso. Por otro lado, si n = 4 entonces el intervalo de confianza para u es
[3,781...;4,039...]. Como la nota 4.0 pertenece a este intervalo, el profesor podria dar
el beneficio de la duda al alumno y pasarlo con un 4.0.

Note que la decisién del profesor no sélo depende de X, sino también de n (i.e.
del ntimero de notas) y de o (i.e. la desviacién estdndar de las notas). Mds atn,
como el largo del intervalo de confianza es proporcional a o/4/n, para un valor dado
de o, el profesor tendra mayor certeza en sus decisiones al considerar un nimero
mas bien grande que pequeno de notas. Esto explica la costumbre de utilizar varias
calificaciones para determinar notas finales.

4.7 Teorema Central Limite.

La variables aleatorias normales estdn intimamente ligadas al calculo de promedios.
Una primera indicacion de este hecho fue discutida en el Ejemplo 4.25 donde usamos
que si Xi,...,X, son variables aleatorias normales con esperanza p y varianza o2,
entonces

NOE % ~ Normal(0,1).

Sorprendentemente, si X;,..., X, son i.i.d., pero no necesariamente Normales,
la v.a. al lado izquierdo de lo anterior, tendra aproximadamente una distribucién
Normal estandar cuando n sea grande. Este resultado, al igual que la Ley de los
Grandes Numeros, es uno de los resultados mas celebrados e importantes de la teoria
de probabilidades y establece mas precisamente lo siguiente.

Teorema 4.17. (Teorema Central Limite.) Si X1, Xa,... son variables aleatorias
i.i.d. con esperanza i y varianza o2 > 0 finitas, entonces para todo par de constantes
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—o0 <a<b< 400, se tiene que

X —
h’mP{aS\/ﬁ~ “gb} — ®(b) — d(a).
n—oo
Dos casos especiales de lo anterior, son cuando a = —oc i.e. ®(a) =0, 0 b = +00
i.e. ®(b) = 1. En estos casos el Teorema Central Limite establece que
X —
(4.27) lim P [\/ﬁ £ < b} = Bb),
n—oo g
) X —p
(4.28) lim P |vn- >a| = 1-—®(a).
n—oo g

La demostracion del Teorema 4.17 es bastante técnica y va mas alla del nivel de
esta monografia. Sin embargo, en un primer estudio de probabilidades, es mucho mas
importante entender las implicaciones de este resultado que su demostracion.

Observe que si Z ~ Normal(0,1), entonces Pla < Z < b = &(b) — ®(a). El
Teorema Central Limite establece, por lo tanto, que /n - (X — u)/o se comporta
como si fuera una v.a. Normal estandar, cuando un nimero grande n de variables
aleatorias i.i.d. participan del promedio.

Ejemplo 4.26. Considere variables aleatorias X1, ..., Xigp i.i.d. con valor esperado
p = 1y varianza 0? = 4, jcudl es aprozimadamente la probabilidad del suceso X <
1,466 ¢

Como X es el promedio de un niimero grande de variables aleatorias i.i.d. el
Teorema 4.17 y la Tabla 4.2 implican que

P[X <1466] = P[X—1<1466-1],
_ P[X—1<O,466}7

)
= P[m- — §2,33},

Q

$(2,33) = 0,9901...

i.e. el suceso X < 1,466 tiene una posibilidad aproximada de un 99% debido al
Teorema Central Limite.

Ejemplo 4.27. Considere una moneda con probabilidad 1/3 de salir cara, jcudl es
aproximadamente la probabilidad de que la moneda salga cara en eractamente un
tercio de 144 lanzamientos?

Si X; es la funcién indicadora del suceso “la moneda salié cara en el i-ésimo
lanzamiento”, entonces la respuesta a la pregunta viene dada por la probabilidad del

suceso [ZMﬁ X, = 48]. Esta probabilidad es exactamente (jpor qué?)

144 1\*® /2\%
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Usando el Teorema Central Limite veremos como aproximar facilmente la probabi-
lidad anterior, evitando asi el uso de coeficientes binomiales y las potencias de los
ntmeros 1/3 y 2/3. El truco consiste en reescribir el suceso de interés en términos del
promedio de X, ..., X144 como sigue:

144

144
1
]P’[ZXiALS] = ]13’[48<ZX <48+
1=1

144
ZX I 97 _p 95 < X< 977
288 =~ 288

donde para la primera identidad hemos usado que » | i:ﬁ X; es un nimero entero. Como
X es el promedio de un niimero grande n = 144 de variables aleatorias i.i.d. con valor
esperado yu = 1/3 y varianza 0? = 1/3-2/3 = 2/9 (spor qué?), el Teorema 4.17
implica que

w %5 _1/3 X -1/3 —1/3
Z L _ /1AL . 288 /144 . /144 . 288
F L_1 Xi= 48] = F l 144 V2/9 = Vi V2/9 s Vi V2/9 ] ’

- P[\f<\/ﬁ 1/3<\/§],

o)-+()-()
16 16 16

donde para la ultima igualdad hemos usado la identidad en (4.22). Pero, observe
que \/?/ 16 ~ 0,09; en particular, debido a la segunda fila y ultima columna de la
Tabla 4.2, tenemos que ®(1/2/16) = 0,5358. Por lo tanto, la probabilidad del suceso
[2144 X, = 48] es aproximadamente (2 - 0,5358 — 1) = 0,0716, la que es correcta en
los primeros dos digitos.

Ejemplo 4.28. En el Ejemplo 4.25 vimos que si las notas X, ..., X,, de un alumno
en un cierto curso son variables aleatorias i.i.d. del tipo normal, entonces el intervalo
de confianza

X
Jn ot T
contrendrd a p con una posibilidad de un 99 %. Esto se debid a que
X —
V-

cuando X1,..., X, son normales i.i.d.
Aunque en la préctica es poco razonable suponer que las notas de un alumno son
realizaciones de una v.a. Normal, el Teorema Central Limite establece que

[

{X_ 2580 - 2,58-0}

(4.29) P [

“’ < 2,58} — 0,99,

’ <2 58} ~ 0,99,
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cuando un nimero grande de notas es considerado en el promedio. En este caso el
intervalo de confianza anterior, contendrd a p con una probabilidad aproximada (en
vez de exacta) de un 99 %. Més atin, debido a que

cuando n es grande (ver Seccién 3.6.1), el intervalo

_958-Sx - 258-Sx
X — X
[ N }

también contedrd a p con una probabilidad aproximada de un 99 %. La gracia de esto
ultimo es que no necesitamos conocer o para construir un intervalo de confianza para

L.

Ejemplo 4.29. Considere variables aleatorias X7, X5, ... i.i.d. del tipo exponencial
con pardmetro A. Estas variables podrian representar e.g. el tiempo que un cierto
alumno invierte en cada uno de los ejercicios asignados como tarea en un curso. En
este caso, tenemos que u = 1/ y 02 = 1/A2. Por lo tanto, y de acuerdo al Teorema
Central Limite, a medida que n crece la variable aleatoria

>

X —

(4.30) vn =vn-(AX 1)

>

se comportard mas y mas como si fuera del tipo Normal estandar. En la Figura 4.6
hemos presentado la funcién de densidad de esta v.a. cuando para diferentes valores
de n.

Para apreciar las posibles implicaciones de lo anterior, supongamos que un alumno
tipico invierte 6 minutos en cada ejercicio de tarea. Imagine ahora que uno de los
alumnos en el curso—el cual no ha obtenido notas muy impresionantes en el pasado—
obtuvo un 6.5 en la ultima tarea y dice haber invertido entre 2 y 3 horas en ella,
scudl es aproximadamente la probabilidad de este suceso, si la tarea consistic en 36
problemas?

Midiendo el tiempo en minutos, la respuesta corresponde a la probabilidad del
suceso [2-60 < Zfil X; < 3-60]. Dividiendo ambos lados de la desigualdad por 36,
esto es equivalente a determinar la probabilidad del suceso [10/3 < X < 5]. Para
aplicar el Teorema Central Limite observe que E(X;) = 6. Por lo tanto, A = 1/6. En
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FIGURA 4.6. Funciones de densidad de /n(AX — 1), cuando
Xiq,...,X,, son ii.d. del tipo exponencial con un mismo parametro
Ay n =148 16. Debido al Ejercicio 39, estas funciones dependen
de n pero no de A. Observe cémo éstas se parecen mas y més a la
densidad de una v.a. Normal estandar, mostrada en linea punteada,
a medida que n crece.

particular, si definimos n = 36, entonces

P[10/3<X<5] — P 3_>\X§5>\},
= Plg)‘—lgA)_(—lgs/\—l],

_ [p-\/ﬁ.<1(;))\_1>g\/ﬁ-()\)z—l)ﬁ\/ﬁ'(5/\_1):|v

~ q>(\/ﬁ.(5x—1))—<1><\/ﬁ- <10A—1>),
B(—1) — d(—8/3).

Q

Usando la identidad en (4.22), finalmente obtenemos que

P[10/3< X <5] =~ (1-®(1)—(1—o(8/3)),
®(8/3) — (1),

0,9961... — 0,8413...,

= 0,154... ~ 15,4 %.
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Basado en el calculo anterior, es un poco sospechoso que el alumno haya invertido
entre entre 2 y 3 horas en la tarea y quizéds el profesor debiera indagar mas en el
asunto.

Ejemplo 4.30. Considere variables aleatorias X1, X, ... i.i.d. del tipo Bernoulli con

pardmetro 0 < p < 1. En este caso, u = py 02 = p(1 — p). Por lo tanto, para valores

grande de n, la variable aleatoria

X —

(4.31) e —r
p(1 —p)

se comportard como si tuviera una distribucién Normal estdndar. En la Figura 4.7

hemos presentado la funcién de distribucién de esta v.a. cuando p = 49/100, para

diferentes valores de n.

FiGurA 4.7. Funcién de distribucién de la variable aleatoria dis-
creta /n(X — p)/\/p(1 —p), cuando Xy,..., X, son i.i.d. del tipo
Bernoulli con parametro p = 0,49 y n = 1,4,8,16. Observe cémo
las funciones de distribucién se parecen més y més a la de una v.a.
Normal estandar, mostrada en linea punteada, a medida que n crece.

Imagine que X; es la indicadora del suceso “un jugador gana la ¢-ésima apuesta” en
un cierto juego de azar donde se tiene una posibilidad 49/100 de ganar; en particular,
X1, Xo,... son iid. del tipo Bernoulli(49/100). Supongamos ahora que, durante
varios anos, un jugador fanatico de este juego lo ha practicado alrededor de 900 veces,
scudl es aproximadamente la probabilidad que el jugador haya perdido al menos la
mitad de estos jueqos?

La respuesta a la pregunta es la probabilidad del suceso [X < 1/2]. El cilculo
exacto de esta probabilidad es bastante complicado. Por otro lado, si p = 49/100 y
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n = 900, entonces

rix<us - p[i-psos]

>

— ]P’_ —P - 2p1
Vel —p) ~ Ve —p)]|
—\/ﬁ_)_(_p<\/ﬁ.§p]
O Ve(l=p) T T Vp(-p) |

En particular, y debido al comentario en (4.31), tenemos que

= P

1

P[Xgl/?}z¢<ﬁ~lf(;fm>®<llﬂ)m>.

Como 10v/51/119 = 0,6, los valores tabulados en la Tabla 4.2 implican que
(4.32) P[X <1/2] = 0,7257 = 72,6 %.

Esto responde la pregunta planteada. También indica que alrededor de 73 jugadores
entre 100, habran perdido dinero después de 900 apuestas. El juego de azar en cuestién
es, por lo tanto, jmuy lucrativo para un casino!

4.7.1 Cotas de error para el Teorema Central Limite.

Hasta ahora hemos aplicado el Teorema Central Limite para aproximar probabilidades
asociadas al promedio de varias variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas. Sin embargo, para un valor finito y dado de n cabe preguntarse: ;cudn
precisa es la aproxrimacion

X —
Pla<yn ="
(o

< b} ~ ®(b) — ®(a)?

La respuesta viene dada por lo que se llama la desigualdad de Berry-FEsseen y que
enunciamos a continuacién [1].

Teorema 4.18. Si X1,..., X, son variables aleatorias i.i.d. con esperanza p y va-
rianza o2 > 0 finitas, entonces, para todo t € R, aplica que
3)

En particular, para todo par de constantes —oo < a < b < +00 se tiene que

(4.33) ‘P[\/E.X;”gt}—w)‘g?}%-E(‘Xlo_”

(4.34) ‘IP {a <Vn- X;“ < b} — (B(b) —‘b(a))‘ < bg 'E (‘Xla_”‘?)) .
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Las desigualdades anteriores cuantifican el error méaximo en la aproximacion del
Teorema Central Limite. Como esta cantidad es inversamente proporcional a /n, pa-
ra reducirla a la mitad es necesario cuadruplicar el niimero de variables aleatorias que
participan del promedio. Dos comentarios importantes a este respecto son los siguien-
tes: (1) el error exacto es en general desconocido, aunque en la mayoria de los casos
puede acotarse por debajo, por una cantidad de la forma ¢/+/n, con ¢ > 0 constante;
en particular, las cotas superiores son del orden correcto, y (2) las constantes que
no dependen de n al lado derecho de las desigualdades en (4.33) y (4.34) son tipi-
camente mucho mas grandes que lo realmente necesario; en particular, para valores
pequenos de n, la cuantificacion del error basada en la desigualdad de Berry-Esseen
es generalmente pesimista. Los siguientes ejemplos aclararan estas observaciones.

Ejemplo 4.31. En el Ejemplo 4.30 vimos que si X1, ..., X,, son variables aleatorias
independientes y del tipo Bernoulli con pardmetro comin 0 < p < 1, entonces

vn -

X—p
p(1—p)
tiene una distribucién aproximadamente Normal estdndar, cuando n es suficientemen-

te grande. Como p = p y 02 = p(1 — p), para cuantificar el error en la aproximacién
usando la Desigualdad de Berry-Esseen, necesitamos determinar el valor esperado

3 3 3
X1—p 0—-p 1-p
435) E||——te S - D,
39 Vp(l =p) Vp(1 =p) Lo oi-p)|

I
=
IS
S
_|_

—

=
=
w

Por otro lado, en el Ejemplo 4.30, aproximamos la probabilidad P[X < 1/2]
usando el Teorema Central Limite como sigue:

_ B . X —p - 1-p
O R !

%

1-p

Q

& vn- _27P )

Vp(l—p)
Para cuantificar el error en esta aproximacién, podemos ahora usar la desigualdad en
(4.33) y el valor calculado en (4.35), para obtener que

3
X1—-p

Vp(1—p)

_ 0,8.{\/ p? +\/(117)3}
l—p P

IN

SiE
&

b

IP’[X§1/2}—<I><\/E~H>‘

p(1—p)

B
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Por ejemplo, si n = 900 y p = 49/100 el lado derecho de lo anterior es 0,026...; en
particular, el error incurrido en la aproximacién dada en (4.32) no puede ser mayor
que un 3%. Por lo tanto, el suceso [X < 1/2] tiene una probabilidad exacta entre
69,6 % y 75,6 %.

Ejemplo 4.32. Imagine que los alumnos de un curso grande invierten, en promedio,
5 minutos por cada pregunta asignada en un examen. Si el examen final consiste de
16 preguntas, scudl es la duracion minima del examen para asequrar que alrededor de
la mitad de los alumnos terminard a tiempo?

Para simplicar la notaciéon definiremos n = 16. En lo que sigue asumiremos que
los tiempos X7, ..., X, que un alumno invierte en cada problema del examen final son
variables aleatorias i.i.d. del tipo exponencial con pardmetro A = 1/5. (Esto asume
que medimos el tiempo en minutos.) En particular, E(X;) =5y V(X;) = 25. Como el
curso en cuestion es grande, para responder a la pregunta anterior, determinaremos
un tiempo ¢ tal que el suceso [>_-_; X; <] tiene una probabilidad aproximada de un
50 %. Note, sin embargo, que esto es equivalente a tener que

- t
P \/E(AX—1)§2—0—4 ~ 0,5.

Por lo tanto, debido al Teorema Central Limite (ver Identidad (4.30)), necesitamos
determinar ¢ tal que ®(¢/20 — 4) ~ 0,5. Para esto es suficiente que (¢/20 —4) =0 i.e.
que t = 80 minutos (gpor qué?).

De acuerdo a la Figura 4.6, el supuesto del parrafo anterior i.e. que /n(AX — 1)
tiene una funcién de densidad casi idéntica a la de una v.a. Normal estandar, parece
razonable cuando n = 16. Por lo tanto, ¢ = 80 debiera ser una buena aproximacion
del valor exacto de ¢ para el cual P[>_;"; X; < t] = 0,5. De hecho, se tiene que (ver
Ejercicio 42):

n 80 ynimn—1_—\t
Angn—le 2648261961071387
P X; <80| =  _ dt=1- —16 ~ 0,533.
[; = ] /O (n—1)! 638512875  © ’

Por otro lado, y segiin hemos explicado, la cota de error dada por la desigualdad
de Berry-Esseen es generalmente pesimista cuando n no es suficientemente grande.
De hecho, encontramos para el caso bajo estudio que

E<M3> — E(|)\X1—1|3)7

1/A
Por lo tanto, la cota méxima para el error, dada por la desigualdad de Berry-Esseen,
para la aproximacién P[y/n(AX — 1) <t/20 — 4] = ®(¢/20 — 4), es

0,8 X, — 1A%\ 267t —1)
Ef | ———— =— "4 .
NG <’ 1/A 5 83%

= / Az — 13- Xe ™ dx = (12e71 — 2).
0
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iEsta cota es bastante exagerada ya que el error exacto es menos de un 3,5 %!

4.8 Ejercicios propuestos
Seccion 4.1.

Ejercicio 1. ;Cudl es la probabilidad del suceso [X = 0], si X es una v.a. del tipo
Bernoulli, tal que E((X — 1/2)3) =1/107?

Ejercicio 2. Si X ~ Bernoulli(1/3) e Y ~ Bernoulli(2/3), jcuél es la probabilidad
del suceso [X > Y] cuando X e Y son independientes?

Ejercicio 3. Considere el experimento donde se escogen dos personas al azar y se
les pregunta el dia de la semana en que nacieron i.e. si fue un lunes, martes, miérco-
les, jueves, viernes, sdbado o domingo. Muestre que la funcién indicadora del suceso
“ambas personas nacieron un mismo dia de la semana”tiene una distribucién del tipo
Bernoulli y determine su parametro.

Seccién 4.2.

Ejercicio 4. Explique por qué el nimero de embarazos, hasta que una cierta madre
conciba una nina, es una v.a. geométrica con pardmetro p = 1/2.

Ejercicio 5. ;Cuél es la probabilidad del suceso [X = 2], si X es una v.a. geométrica
tal que P[X > 3] = 1/1257

Ejercicio 6. ;Cuédntos lanzamientos simultaneos de 10 dados equilibrados son nece-
sarios, en promedio, hasta observar todas las caras iguales?

Seccién 4.3.

Ejercicio 7. ;Para qué nimero entero n > 1 es posible lo siguiente:
si X ~ Binomial(n,1/3), entonces P[X = 2] =2/97

Ejercicio 8. Si el 20% de los nifios que llegan de urgencia a un cierto hospital sufren
de una quebradura de hueso, determine la esperanza y varianza de la v.a. X que
cuenta el nimero de ninos con una quebradura de hueso entre 10 admitidos a la sala
de Urgencia, jcudl es la probabilidad del suceso [X = 5|?

Ejercicio 9. Considere una v.a. X ~ Binomial(n,p), tal que E(X) =10y V(X) = 6.
Determine los parametros n y p.

Ejercicio 10. Imagine un juego que admite a lo mas cinco participantes y que para
jugarlo se requieren al menos tres de ellos. Si cinco amigos planean jugarlo y cada
amigo se presentard en el lugar y hora acordada con una probabilidad de un 75 %,
independientemente del resto, responda: jcudl es la probabilidad que al menos tres
de los amigos se hagan presentes para el juego?

173



Seccién 4.4.

Ejercicio 11. Considere constantes a, 3 > 0. Muestre que si X ~ Poisson(a) e
Y ~ Poisson() son independientes, entonces (X + Y') es también del tipo Pois-
son y determine su pardametro. Concluya a partir de esto que si Ay,..., A, > 0
son constantes dadas y Xi,..., X, son variables aleatorias independientes, tales que
X; ~ Poisson()\;), entonces y ;| X; es también del tipo Poisson y determine su
parametro.

Hint: Para adivinar el pardmetro de la distribucién de (X +Y) determine primero
su valor esperado.

Ejercicio 12. Si el nimero de ampolletas que necesitan ser reemplazadas por sema-
na, en un cierto colegio, tiene una distribuciéon de Poisson con parametro A = 0,1,
responda: jcudl es la probablidad que ninguna ampolleta tenga que ser reemplazada
en una semana tipica?, jcudl es la probablidad que exactamente una ampolleta tenga
que ser reemplazada en una semana tipica?, ;cudl es la probablidad que dos o maés
ampolletas tengan que ser reemplazadas en una semana tipica? Use el Ejercicio 11
para explicar por qué el nimero de ampolletas que necesitaran ser reemplazadas en
un mes tipico es una v.a. del tipo Poisson y determine su parametro.

Ejercicio 13. Imite el razonamiento utilizado en el Ejemplo 4.17 para justificar que,
si en un cierto hospital, se despachan en promedio 2 ambulancias durante cada hora de
la madrugada, entonces el nimero N de despachos entre la 1:00am y 6:00am satisface
que N ~ Poisson(10). ;Cudl es la probabilidad de que ninguna ambulancia sea
despachada entre la 1:00am y 6:00am en una noche tipica?, jcudl es la probabilidad
de que se despachen a lo mas 6 ambulancias entre la 1:00am y 6:00am en una noche
tipica?

Seccién 4.5.

Ejercicio 14. Si X ~ Exponencial()), jcudl es el valor de \ si E(X?3) = 27
Hint: Use el Método de Integracién por Partes, para determinar el valor esperado de
X3

Ejercicio 15. Muestre que si X ~ Ezponencial()) entonces Pla +s < X < b+ s |
X >s]=e?—e N =Pla < X <], para todo 0 < a < by s > 0. Explique en
palabras lo que esta identidad significa.

Ejercicio 16. Considere dos secretarias que comparten una oficina: Marta recibe
en promedio 6 llamadas telefénicas por hora, mientras que Carmen recibe 10. (a)
Explique por qué la separacién temporal entre dos llamadas consecutivas que recibe
Marta es una v.a. exponencial, jcudl es el pardmetro de la distribucién? (b) ;Qué hay
de la otra secretaria? (c) Si en un momento dado ambas secretarias estén libres del
teléfono, jcudl es la probabilidad que ninguna reciba una llamada en las préximas
t horas? Explique los supuesto hechos y el rol de la propiedad desmemoriada en su
calculo.
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Ejercicio 17. Use el Teorema 2.19 para mostrar que si X ~ Exponencial(A) e Y ~
Exponencial(\) son variables aleatorias independientes, entonces la v.a. Z = (X +Y)
tiene una funcién de densidad dada por la férmula

Aze 2, 2> 0;

fZ(Z):{ 0, z < 0.

Seccion 4.6.

Ejercicio 18. Muestre que la funcién de densidad de una v.a. Normal con media p y
varianza o2 es simétrica alrededor de u, alcanza su méaximo absoluto en p, y (1 — o)
y (@ + o) son sus unicos puntos de infleccién.

Ejercicio 19. Considere una v.a. X ~ Normal(u,o?), tal que los sucesos [X > 1]
y [X < —3] tienen la misma probabilidad. Utilice esto para determinar p, y explique
por qué no hay informacién suficiente para determinar o.

Ejercicio 20. (a) Si X ~ Normal(0,02) es tal que P[X < 4,52] = 0,8707, jcual es
aproximadamente el valor de o7 (b) Si Y ~ Normal(p,9) es tal que P[Y > 14,13] =
0,0034, jcudl es aproximadamente el valor de u?

Hint: Utilice la Tabla 4.2.

Ejercicio 21. Si X e Y son variables aleatorias independientes tales que X ~
Normal(0,1/4) e Y ~ Normal(—1,16), jcudl es la distribucién de (8X —Y")?

Ejercicio 22. El peso de una barra de chocolate sin envoltorio es una v.a. Normal con
media 300 gramos y desviacion estandar 1 gramo. Por otro lado, el peso del envoltorio
es una v.a. Normal con media 10 gramos y desviacién estandar 0,1 gramos. Asumien-
do que el peso de la barra y del envoltorio son variables aleatorias independientes,
responda: jcudl es la distristribucién del peso de una barra de chocolate envuelta?,
jcudl es la distristribucién del peso de 25 barras de chocolate con sus respectivos
envoltorios? Explique los supuestos hechos en su célculo.

Hint: Utilice el Teorema 4.15.

Ejercicio 23. En este ejercicio indicaremos cémo demostrar que la densidad de una
v.a. del tipo Normal, es efectivamente una funcién de densidad. El ejercicio usa in-
tegrales dobles y coordenadas polares, y puede ser omitido por aquellos lectores no
familiarizados con estos conceptos.

(a) Muestre que
+oo o~ (252 +00 a2 /2 5t
/ e70@:/ ¢ dx:[-/ e~ /2 dg.
o oV 2w oo V2w T Jo

(b) Muestre que
_ /°° /°° 2 g gy — T
o Jo 2

</ e—:1:2/2 d.’l?)
0

2
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Hint: Para la primera identidad consulte la Seccién 2.6.2. Para la segunda
identidad use que si f(z,y) es una funcién continua y no negativa, para todo
z,y > 0, entonces

/O°° /0°° fla,y) da dy = /OOo /Omr - f(rcos(8),rsin(9)) df dr.

(¢) Concluya que la densidad de una v.a. del tipo Normal es efectivamente una
funcién de densidad.

Seccion 4.7.

Ejercicio 24. Considere una v.a. X ~ Binomial(100,1/2). Use el Teorema Central
Limite para aproximar la probabilidad del suceso [X = 51].
Hint: Observe que P[X = 51] = P[50,5 < X < 51,5] (spor qué?).

Ejercicio 25. Imagine que se lanza un dado equilibrado 10.000 veces, ;qué suceso
tiene una probabilidad aproximada de un 50 %7, jqué suceso tiene una probabilidad
aproximada de un 95,4 %7 Justifique sus respuestas usando el Teorema Central Limite.
Hint: Para la segunda pregunta, consulte la Figura 4.5.

Ejercicio 26. Considere variables aleatorias X7, ..., Xggg como las dadas en el Ejem-
plo 4.30. (a) Muestre que

-3 () () ()

n=0

Observe que la expresién al lado derecho de lo anterior es exacta, sin embargo, es poco
claro cudn grande o pequena es esta probabilidad a partir de ella. (b) Explique por
qué la aproximacién de la distribucién binomial, usando la distribucién de Poisson
(Teorema 4.7), no es apropiada en este caso. (El Teorema Central Limite es, por lo
tanto, la tnica herramienta 1til que hemos discutido para aproximar probabilidades
como la anterior.)

Ejercicio 27. Suponga que un nino consume en promedio 1 litro de agua cada tres
horas. (a) En un paseo de curso de tres horas y con 40 nifios, jcuél es aproximadamente
la probabilidad de quedarse sin agua si el profesor de curso sélo llevard 38 litros de agua
para el consumo de los ninos? Asuma que la desviacion estandar del consumo de agua
de cada nifio es 0,4 litros. (b) ;Cémo cambia su respuesta si la desviacién estandar
del consumo de agua es 0,1 litros? (¢) En cada uno de los dos casos presentados, jcudl
es aproximadamente el minimo nimero de litros de agua que el profesor tendra que
llevar al paseo para que la probabilidad de quedarse sin agua después de tres horas
es menos de un 1%?
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Problemas miscelaneos Capitulo 4.

Ejercicio 28. Considere parametros 0 < p1,p2 < 1 y variables aleatorias indepen-
dientes X, X, tales que X; ~ Bernoulli(p;). Muestre que X; - X5 es también una
v.a. del tipo Bernoulli y determine su parametro.

Ejercicio 29. Considere una urna con 5 bolitas azules y 4 rojas. Imagine que tres
bolitas se sacan de la urna simultaneamente y un cierto nimero X de ellas son azules,
ies X una v.a. del tipo binomial? Corrobore su respuesta determinando la probabili-
dad del suceso [X = k], para cada k € {0,1,2,3}.

Hint: Para corroborar su respuesta considere el espacio muestral €2 de todos los sub-
conjuntos de {ay,as,as, aq,as,71,72, 73,74} de cardinalidad tres, donde a; representa
la i-ésima bolita azul y r; la j-ésima bolita roja.

Ejercicio 30. Muestre que si X ~ Normal(0,1), entonces la v.a. X? tiene una
funcién de densidad dada por la férmula

0, x <0
@)= —6}27 x> 0.

Ejercicio 31. Muestre usando la serie de Taylor de la funcién exponencial que si
X ~ Poisson()), entonces, E(X - (X —1)---(X — k)) = A1 para todo niimero
entero k > 0.

Ejercicio 32. Muestre que si X ~ Normal(u,0%), y 2 > 0y 0 < a < 1 son
constantes, tales que ®(z) = (1 — «), entonces P[X < o -2z + pu] = (1 — «). Més
generalmente, dados a < b, tales que ®(b) — ®(a) = (1 —«), determine la probabilidad
del suceso [p+a-0c <X <pu+b-o].

Ejercicio 33. Clasifique cada una de las siguientes variables aleatorias como una v.a.
del tipo geométrica, binomial o Poisson. En cada caso, especifique los parametros de
la distribucién:

el nimero de genios por nacer en los proximos 300 anos con un coefi-
ciente intelectual mayor o igual al de Einstein, si en promedio, sélo un
ser humano cada 150 afios nace con un coeficiente intelectual igual o
superior al de éste;

X, =

el nimero de personas que debe abordar un mendigo, antes de recibir su
X5 = primera limosna del dia, si la probabilidad de que una persona al azar
entrege una limosna es 0,03;

el nimero de computadores defectuosos, devueltos a una multitienda,
entre 15 vendidos, si la probabilidad de que un computador salga defec-
tuoso es de 1%, y la probabilidad de que una persona devuelva un com-
putador defectuoso es de un 99 %.

X3 =

Ejercicio 34. Muestre que si X ~ Geométrica(p) e Y ~ Geométrica(p) son variables
aleatorias independientes, entonces P[X = k | X +Y = n] = 1/(n — 1), para cada
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n>2yke{l,...,n—1}. Equivalentemente, X es igualmente probable de tomar
cualquier valor entre 1 y (n — 1) cuando condicionamos sobre el suceso X +Y = n.
(Para fijar ideas considere el experimento que consiste en lanzar un dado equilibrado
hasta que la cara 6 haya salido dos veces. Si esto requiri6 en total 10 lanzamientos,
entonces la probabilidad que el primer 6 haya salido en el primer lanzamiento es 1/9.)

Ejercicio 35. Imagine que el promedio de notas de un alumno es 5,905. Si las n notas
del alumno son variables aleatorias i.i.d. Normales con media p y desviacién estandar
0,25, jcuél es él nimero n mas pequeno para el cual un profesor tendria un 99 % de
confianza que p < 67, jcomo cambia la respuesta anterior si el profesor requiere una
certeza de un 95 %?

Ejercicio 36. Use la desigualdad de Berry-Esseen para demostrar el Teorema Central
Limite cuando existe una constante ¢ > 0, tal que |X| < ¢, y X tiene una varianza
estrictamente positiva.

Ejercicio 37. Use el Teorema 4.5 para determinar la distribuciéon de la variable
(X +7Y), donde X ~ Binomial(n,p) e Y ~ Binomial(m,p) son independientes.

Ejercicio 38. Considere una encuesta donde a cada nino, de un total de 75, se le
pide decir su numero entero favorito entre 1 y 5. Defina X como el nimero de ninos
que nombran “tres” como su numero favorito. Asumiendo que cada nino nombra
su numero favorito sin dejarse influenciar por la respuesta de los otros ninos y que
cada nimero es igualmente probable que cualquier otro, responda: (a) jcudl es el
valor esperado y varianza de X7?; (b) ;jcuédl es la probabilidad del suceso [X = 0]7;
(¢c) {cémo se compara la respuesta anterior con la entregada por la aproximacién de
Poisson?, explique si el error en la aproximacién es del todo sorprendente; (d) jcémo
se compara la probabilidad del suceso [X = 0] con la dada usando el Teorema Central
Limite?, explique si el error en la aproximacion es del todo sorprendente.

Ejercicio 39. (a) Muestre que si X es una v.a. del tipo exponencial con pardmetro \,
entonces AX ~ Exponencial(l). (b) Use lo anterior para justificar que si Xi,..., X,
son i.i.d. del tipo exponencial con pardmetro \, entonces la distribucién de v/n(AX —1)
no depende de .

Hint: Use el Teorema 2.11 para la parte (a).

Ejercicio 40. Muestre que si X ~ Geométrica(p), entonces, para todo par de cons-
tantes k,1 > 1, se tiene que P[X —k =1| X >kl = (1-p)'"!-p=P[X =1]. En
palabras, la v.a. (X —k), cuando condicionamos sobre el suceso [X > k], tiene la misma
distribucién que la variable X. (Para fijar ideas considere el nimero de lanzamientos
X de un dado equilibrado, hasta observar por primera vez el nimero 3. Claramente,
X ~ Geométrica(1/6). Sin embargo, si en los primeros k = 7 lanzamientos no hemos
observado ninguna vez el ntimero 3 i.e. si sabemos que X > 7, entonces el nimero de
lanzamientos adicionales hasta observar por primera vez este nimero i.e. la cantidad
(X —7), también debiera tener una distribucién geométrica con pardmetro p = 1/6.)
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Ejercicio 41. La Sociedad Mundial de la Salud estima que el nimero promedio de
casos de Influenza Porcina es 1 cada 28 dias, por cada 10,000 habitantes que residen en
una zona urbana de 10 km?. En particular, el niimero de casos de Influenza Porcina en
la ciudad de Santiago (poblacién=5 millones, drea urbana=642 km?) en un periodo
de una semana tiene una distribucién de Poisson. ;Cudl es el parametro de esta
distribucién? Aplique esto para determinar la probabilidad de al menos un caso de
Influenza Porcina en la ciudad de Santiago, en un periodo de una semana.

Ejercicio 42. Muestre usando Induccién Matematica que, para todo n > 1, si
X1,..., X, son variables aleatorias i.i.d. del tipo exponencial con pardmetro A, en-
tonces Y., X; tiene funcién de densidad:

A —le=M /(i — 1)1 sit > 0;
f(t)_{ 0, sit<0.

Una v.a. continua con funcién de densidad como la anterior, se dice tener una distri-
bucidn gama con pardmetros (n,\).

Ejercicio 43. Considere variables aleatorias X1i,..., X, i.i.d. del tipo exponencial
con parametro \. Use la desigualdad de Berry-Esseen para acotar el error incurrido al
aproximar probabilidades relacionadas con la v.a. 2?21 X; usando el Teorema Central
Limite.

Ejercicio 44. Muestre que si Y ~ Binomial(n,p), donde n es extremadamente
grande y p extremadamente cercano a uno entonces, para todo k € {0,...,n} la
probabilidad del suceso [Y = n — k] es aproximadamente la probabilidad del suceso
[Z = k], con Z ~ Poisson(n - (1 — p)). Determine una cota superior para el error en
la aproximacion.

Comentarios de final de capitulo

La funcidn caracteristica de una v.a. X se define como la funcién ¢x(0) = E(eX), para
todo 6 € R. Esta funcién, al igual que la funcién de distribucién, caracteriza completamente
la distribucién de la variable aleatoria: X e Y tienen la misma distribucion si y solo si
@x = @y. Por ejemplo, si X ~ Normal(0,1) entonces px (0) = exp(—60?/2). En particular,
si Y es otra v.a. tal que ¢y (0) = exp(—62/2), entonces Y es también una variable aleatoria
Normal estdndar. Otras propiedades importantes acerca de las funciones caracteristicas, son
las siguientes:

(a) paxis(0) =eP?. px(ah), para todo par de constantes a, 8 € R.
(b) si Xi,...,Xn son variables aleatorias independientes, entonces

(c) si X1, Xo,...son variables aleatorias tales que lim, . ¢x,, (6) = ¢x(0), para todo
0 € R, entonces lim,, o Pla < X,, < b] =Pla < X < b], para todo par de constantes
—o0 < a <b< +oo tales que Fx es continua sobre a y b.
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El Teorema Central Limite es en gran parte consecuencia de las tres propiedades anterio-

res. De hecho, si X1, Xo, ... son variables aleatorias i.i.d. con esperanza p y varianza o2 > 0
finitas, entonces existe una secuencia de nimeros reales €1, €2, . . . tales que lim,,—, o, ne, = 0,
y

2 n
lim cp\/ﬁ)z;,i(é) = lim (1 _ -I-en) = exp(—6°/2).

n— n—o0o 2n
En particular, como la funcién de distribucién de una v.a. Normal estandar es continua, la
propiedad (c) anterior implica que:

h'mp[ag\/ﬁ-

n—00

X—p
(o2

< b} — a(b) - @(a),

para todo —oo < a < b < +00, estableciendo asi el Teorema Central Limite.
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Capitulo 5: Simulacion Estocastica

En este 1ltimo capitulo presentaremos dos métodos para simular variables aleatorias.
Ambos métodos requieren, y de hecho asumen, que es posible simular una variable
aleatoria uniforme en el intervalo (0,1). jEsto tltimo es un requerimiento de toda
simulacién!

En la Seccién 5.1 presentaremos el Método de la Transformada Inversa. Este méto-
do puede utilizarse para simular en teoria cualquier tipo de variable aleatoria, ya sea
discreta, continua, o incluso una mezcla de ambos tipos. En la practica, sin embargo,
este método presenta ciertas limitaciones para simular variables aleatorias continuas.
Debido a esto presentaremos un segundo método, el Método de Rechazo, que puede
implementarse para simular una gran diversidad de variables aleatorias continuas. El
lector interesado en profundizar en este tema podrd consultar la referencia [2].

A lo largo del capitulo presentaremos una multiplicidad de algoritmos para simu-
lar variables aleatorias en especifico. Se invita al lector a implementar estos algorit-
mos en una computadora usando paquetes matematicos como EXCEL®, MAPLE®,
MATHEMATICA® o MATLAB®, o su lenguaje computacional favorito. Las herra-
mientas que presentaremos permitiran al lector osado simular los experimentos de
esencialmente cualquier ejemplo o ejercicio propuesto en esta monografia: el lanza-
miento de dados y monedas, extraccion de bolitas de una urna o cartas de mazos, e
incluso los tiempos de llamadas de teléfono a una oficina o de ocurrencia de sismos.

5.1 Método de la Transformada Inversa

El Método de la Transformada Inversa consiste en simular una v.a. X utilizando su
funcién de distribucién y una variable aleatoria uniforme en el intervalo abierto (0, 1).
Para implementar el método necesitamos encontrar primero una funcién G : (0,1) —
R que satisfaga la siguiente propiedad:

(5.1) G(u) <wvsiysolosiu< Fx(v),

para todo u € (0,1) y v € R. Previsto lo anterior, el siguiente resultado nos permi-
tird simular la v.a. X.

Teorema 5.1. Si X es una v.a. con funcion de distribucion Fx y G satisface la
condicion dada en (5.1), entonces la v.a. Y = G(U), con U ~ Uniforme(0,1), tiene
la misma distribucion que X.
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Demostracién. Basta con demostrar que F'x = Fy (Teorema 2.11). En efecto, dado
x € R, y debido a la propiedad en (5.1), obtenemos que

Fy(z)=PY <z] = P[GU) <z,
PIU < Fx(2)] = P[U € [0, Fx (2)]] = Fx(x),

donde para la dltima identidad hemos usado que Fx(x) € [0, 1]. Esto demuestra el
teorema. O

La ezistencia de una funcion G que satisface la condicion dada en (5.1) es directa
cuando Fx : R — [0,1] es estrictamente creciente. En este caso, basta con considerar
G = Fgl i.e. la funcion inversa de Fx. En efecto, si F'x es estrictamente creciente
entonces Fiy ' estd bien definida y es también estrictamente creciente (spor qué?). Por
lo tanto, para todo u € (0,1) y v € R se tienen las siguientes equivalencias légicas:

G(u) <v <= Fy'(u) <v <= Fx(Fx'(u)) < Fx(v) <= u < Fx(v),
lo que demuestra (5.1).

Ejemplo 5.1. Para fijar ideas considere una v.a. X con la funcién de distribucién
dada en la Figura 5.1. Como Fx es estrictamente creciente, entonces F§1(0,2) =
-2,37, F§1(0,4) =0, F§1(076) =201,y F§1(078) = 4,37. Para simular X basta con
simular una v.a. U ~ Uniforme(0,1) y, por ejemplo, asignar a X el valor —2,37 si
U = 0,2, o asignar a X el valor 4,37 si U = 0,8. Por otro lado, si U = 0,4, entonces
X =0;ysiU = 0,6, entonces X = 2,01. Mas generalmente, si U = u, entonces
X =z, donde z es la dnica solucién de la ecuacién Fx (z) = u.

: - >z

-2,37 0 2,01 4,37
FiGcura 5.1

Ejemplo 5.2. Considere el experimento donde se escoge un niimero U uniformemente
distribuido en el intervalo (0, 1] e independientemente se lanza una moneda que tiene
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probabilidad p de salir cara y (1 — p) de salir sello. Considere la variable aleatoria

(5.2) & — 1, sila moneda sale sello.

Observe que X puede tomar en principio cualquier valor real. Esto se debe a que el
rango de las funciones u — (1—1/u) y u — (1/u—1), con 0 < u < 1, son los intervalos
(—00,0] y [0, +00), respectivamente (spor qué?).

Para determinar Fx distinguiremos dos casos. Si v < 0, entonces la Férmula de
Probabilidades Totales implica que

3

1 o3 « .
Y { 1 — ¢, silamoneda sale cara;

1
Fx(v)=PX<v] = P|1- i < v| moneda=cara| - P[moneda=cara]
1
+P {U —1<vw moneda:sello] - P[moneda=sello],
i ) -
= P|U<L . moneda=cara| -p+0- (1 —p),
—v
1] P
Ui =iy

donde, para la pentultima igualdad, hemos usado que el lanzamiento de la moneda es
independiente del valor que U tomara. Por otro lado, si v > 0, entonces se encuentra
similarmente que

p+v
F = .
x(0) =T
En resumen,
_pP_ v <0
— 1—v? ?
Fx(v) = { phv oy > 0.

Observe que Fx es estrictamente creciente (ver Figura 5.2) y, por lo tanto, Fx
admite una funcién inversa. Para determinar esta funcién distinguiremos nuevamente
dos casos. Si 0 < u < p, entonces las siguientes equivalencias légicas aplican:

U —
Fx(v)=u<:>L=U<:>U= p,
1—w U
y sip <u <1, entonces
p+vw u—p
Fx(v) =u <= = U&= v =
x(v) 14w 1—u

La funcién inversa de Fx estd, por lo tanto, dada por la férmula

L 0<u<p;
— u
Glu) {;‘5, p<u<l

De acuerdo al Método de la Transformada Inversa, si U ~ Uni forme(0, 1), entonces

Y—r  0<U<p;
= v > ’
(5:3) ¢o) { U=b p<U<1;
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tiene la misma distribuciéon que la v.a. X.

FiGURA 5.2

Lamentablemente, en muchos casos de interés la funcién de distribucién Fx es
creciente, pero no estrictamente creciente y, por lo tanto, su funcién inversa no esta de-
finida (gpor qué?). En estos casos, la implementacién del Método de la Transformada
Inversa depende del siguiente resultado. Recuerde que Fx es siempre una funcién
creciente y continua por la derecha.

Teorema 5.2. Si F: R — [0,1] es una funcidn creciente y continua por la derecha,
entonces G : (0,1) — R definida como G(u) = inf{v € R : F(v) > u} satisface la
condicion dada en (5.1).

Demostracién. Primero demostraremos que
(5.4) F(G(u) = u,

para todo u € R. En efecto, como G(u) = inf{t € R : F(t) > u}, entonces existe
una secuencia de ndmeros reales (t,)n>1, tal que ¢, | G(u) y F(t,) > u, para todo
n. Pero observe que lim,_,o F(t,) = F(G(u)) debido a que F' es continua por la
derecha. Como F(t,) > w obtenemos que F(G(u)) = lim, o0 F(t,) > u, lo que
demuestra (5.4).

Demostraremos ahora que G satisface la condicién dada en (5.1). Para esto con-
sidere v € (0,1) y v € R. Si G(u) < v y como F es creciente, obtenemos que
F(G(u)) < F(v). En particular, y de acuerdo a la desigualdad en (5.4), u < F(v).
Reciprocamente, si v < F(v), entonces v € {t € R : F(t) > u} y, por lo tanto,
v>mf{t e R: F(t) > u} = G(u). Esto demuestra la condicién en (5.1) y concluye la
demostracién del teorema. O

Ejemplo 5.3. Para fijar ideas considere la funciéon F' dada en la Figura 5.3. La
funcién G toma los siguientes valores debido a las siguientes razones: (a) G(1) = 3,
porque F(v) > 1 siy solo si v >3, (b) G(0,75) = 2,5, porque F(v) > 0,75 si y solo si
v > 25, (¢) G(0,5) = 2,1, porque F(v) > 0,5 si y solosiv > 21,y (d) G(0,25) =1,
porque F(v) > 0,25 si y solo si v > 1.
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1 2,125 3
FIGURrA 5.3

Una consecuencia importante de la discusién anterior, y que adelantamos en la
Seccién 2.2, es la siguiente: si F' es una funcion de distribucion i.e. F' es crecien-
te y continua a la derecha con limite a la izquierda y tal que limy,_ F'(t) = 0 y
limy 100 F(t) = 1 (Teorema 2.2), entonces existe una v.a. X tal que F = Fx. La
demostracion de este hecho es una consecuencia directa de los teoremas 5.1 y 5.2: si
U ~ Uniforme(0,1), entonces G(U) = inf{v € R: F(v) > U} es una v.a. con funcién
de distribucion F.

Ejemplo 5.4. Recordemos que si (X,Y) es un punto equidistribuido en el circulo
unitario, entonces R = v X2+ Y? tiene una funcién de distribucién dada por la
férmula (Ejemplo 2.12):

0, r < 0;
Fr(r)=14 r?, 0<r<l;
1, r>1.

Para simular R bastarfa con simular (X,Y) y luego determinar la distancia en-
tre este punto y el origen. Sin embargo, podemos simular R directamente usando
el Método de la Transformada Inversa. Como Fg no es estrictamente creciente (e.g.
(—=1/2) < 0, pero Fr(—1/2) = Fr(0) = 0), para implementar el método sélo necesi-
tamos determinar explicitamente para u € (0,1) la funcién

G(u) = inf{v € R : Fgr(v) > u}.

Observe que si 0 < u < 1, entonces 0 < \/u < 1y Fr(y/u) = (y/u)?> = u. Como
FR es estrictamente creciente en el intervalo abierto (0,1) (spor qué?), concluimos
que Fr(v) > u siy solo si v > y/u, y la igualdad Fr(v) = wu es posible solamente
cuando v = y/u (ver Figura 5.4). Por lo tanto, G : (0,1) — R estd alternativamente
dada por la férmula

G(u) = V.

En particular, si U ~ Uni forme(0,1), entonces VU y R tienen la misma distribu-
cién. Una consecuencia inesperada de esto es que R? ~ Uniforme(0,1). Lo anterior
se debe a que la funcién £ — 22 es continua y, por lo tanto, R? y (\/U)2 tienen la
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misma distribucién (Teorema 2.12). En otras palabras: si escogemos un punto (X,Y)
equidistribuido en el circulo unitario, entonces (X2 +Y?) i.e. el cuadrado de su dis-
tancia al origen tiene una distribucion uniforme en el intervalo [0, 1].

FIGURA 5.4

5.1.1 Simulacién de variables aleatorias exponenciales.

Usando el Método de la Transformada Inversa podemos simular facilmente variables
aleatorias exponenciales. Para esto, observe que si X ~ Exponencial()), entonces
Fx(t) = 1 — e para todo t > 0; en particular, si u € (0,1), entonces existe un
tnico vg > 0 tal que Fx(vg) = u (ver Figura 5.5). De hecho, resolviendo la ecuacién
1 — e~ = y se encuentra que vg = — In(1 — u)/\. Mas aiin, segiin se aprecia en la
Figura 5.5, Fx(v) > w si y solo si v > vg. Por lo tanto, la funcién G en el Teorema 5.2
viene en este caso dada por la férmula

In(1 —
Gu)=mf{lveR: 1 -—e " >u} = 7M'
De acuerdo al Teorema 5.1, si U ~ Uniforme(0,1), entonces la variable aleatoria
Y = —In(1 — U)/A es del tipo exponencial con pardmetro A. Note, sin embargo, que

U tiene la misma distribucién que (1 — U) (gpor qué?). En particular, y debido al
Teorema 2.12, tenemos que

Z = _lnTU ~ Exponencial(\).

Para apreciar una posible aplicaciéon de la discusiéon anterior, imagine que el bi-
bliotecario de un colegio determinado quiere simular los tiempos en que los préximos
n estudiantes entrardn a la biblioteca (e.g. para ver cémo mejorar el pedido de libros).
Si A denota el numero promedio de estudiantes que entran a la biblioteca por unidad
de tiempo, entonces el tiempo de llegada X} del k-ésimo estudiante viene dado por
la variable aleatoria

Xe=T+...4T, = Xg_1+ T},
donde T1,T5,... son i.i.d. con distribucién exponencial con pardmetro A (ver Sec-
cién 4.5). Usando el Método de la Transformada Inversa podemos simular cada una
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: > ¢

vp=-1n(1-u)/A
FIGURA 5.5

de las variables T1,...,T, y, por lo tanto, también los tiempos aleatorios de llegada
Xq,..., X, de los préximos n estudiantes. El algoritmo que resulta se describe en la
Tabla 5.1.

En el algoritmo, la variable k mantiene cuenta de las variables X1,..., X, que ya
han sido simuladas; en particular, el algoritmo comienza con k = 0 y termina cuando
k = n. La variable X}, es asignada el valor X;_1 + Tx. Una observacién importante (y
que aplica a todos los algoritmos que presentaremos) es que las simulaciones en cada
linea son independientes de las simulaciones ejecutadas previamente en cualquiera de
ellas.

Linea 1: | Asigne k =0y Xy =0.

Linea 2: | Simule U ~ Uniforme(0, 1).

Linea 3: | Si k < n, entonces asigne k =k + 1, X = X1 — In(U)/A,
y vuelva a la linea 2. Si no, termine.

TABLA 5.1. Algoritmo basado en el Método de la Transformada In-
versa para simular los tiempos de llegada de los préximos n estu-
diantes a una biblioteca donde A estudiantes llegan en promedio por
unidad de tiempo.

5.1.2 Simulacién de variables aleatorias discretas.

En esta seccion especializaremos el Método de la Transformada Inversa para simular
variables aleatorias discretas. Para fijar la idea principal consideraremos primero un
ejemplo ilustrativo.

Ejemplo 5.5. Considere el problema de simular el lanzamiento de una moneda con
probabilidad 3/4 para cara y 1/4 para sello. Identificando “cara” con el valor 0 y
“sello” con 1 obtenemos una v.a. X que sblo puede tomar valores en el conjunto
finito {0, 1}. La funcién de distribucién de X estd entonces dada por la férmula (ver
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Figura 5.6):

0, x <0
Fx(z)=< 3/4, 0<z<1;
1, x> 1.

Esta funcién no es estrictamente creciente ya que, por ejemplo, 1/10 < 9/10 y, sin
embargo, Fx(1/10) = 3/4 = Fx(9/10). Para simular X usando el Método de la
Transformada Inversa tenemos que hacer explicita la funciéon G dada en el Teore-
ma 5.2. En efecto, usando el grafo de Fx en la Figura 5.6, ficilmente encontramos
que
0, 0<u<3/4
G(“)_{ 1, 3/4<u<l

Por lo tanto, si U ~ Uniforme[0, 1], entonces

[ cara, si0<U <3/4
| sello, si3/4<U<1,;

simulara el lanzamiento de la moneda.

Retrospectivamente la simulacién anterior es bastante obvia: como la probabilidad
del suceso [U < 3/4] es 3/4 (la probabilidad que queremos para cara), mientras que la
del suceso [U > 3/4] es 1/4 (la probabilidad que queremos para sello), la simulacién
producird los valores “cara” y “sello” con las probabilidades requeridas. Esta idea es
la esencia del Método de la Transformada Inversa para simular variables aleatorias
discretas en general.

F x( 22)
A

34—

Y
8

FiGcura 5.6
De manera mas general, considere una v.a. discreta X y un conjunto contable
ACRtalque PIX € A]=1y
(5.5) P[X =a] > 0,

para cada a € A. (Si P[X = a] = 0 para algin a € A, entonces podemos eliminar a
de A a modo de satisfacer esta ultima restriccién.)
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Al igual que como lo hicimos para simular el lanzamiento de la moneda en el
Ejemplo 5.5, simularemos la v.a. X construyendo, para cada a € A, un intervalo
I(a) C [0, 1] del mismo largo que la probabilidad del suceso [X = a]. La tinica restric-
cién importante sobre estos intervalos es que tienen que ser disjuntos. En particular,
y debido a que

Z largo(I(a)) = Z PX =a] =1,

acA acA
todo punto entre 0 y 1 pertenecerd exactamente a un unico intervalo. Esto permite
definir una v.a. Y como sigue: primero simulamos U ~ Uniforme[0,1] y vemos a cudl
intervalo pertenece U. Si U € I(a), entonces asignamos a 'Y el valor a. El siguiente
resultado garantiza que Y es una realizacion de X.

Teorema 5.3. SiY es la v.a. definida como recién vimos, entonces X e Y tienen la
misma distribucion.

Para entender la validez del teorema basta con observar que si a € A, entonces
PlY =a] =P[U € I(a)] = largo(I(a)) = P[X = a,

donde la primera igualdad es consecuencia de la definicién de Y, la segunda del hecho
que U ~ Uniformel0,1], y la tercera a que el largo de I(a) fue precisamente escogido
como la probabilidad del suceso [X = a].

Ejemplo 5.6. Para fijar ideas consideremos el problema de simular el lanzamiento
de un dado sesgado donde la cara lanzada X satisface que P[X = k] = k/21, para
k=1,...,6.

El problema de disenar un dado con esta propiedad, por ejemplo, para un casino
en la ciudad de Las Vegas, Estados Unidos, puede ser un problema ingenieril bastante
complicado. Sin embargo, usando un computador es un problema bastante simple:
itodo se reduce a la simulacién de una v.a. uniforme! Para esto dividimos el intervalo
[0, 1] en los intervalos [0,1/21], (1/21,3/21], (3/21,6/21], (6/21,10/21], (10/21,15/21],
(15/21,1], respectivamente de largo 1/21, 2/21, 3/21, 4/21, 5/21 y 6/21. Si U ~
Uniforme[0,1], entonces, y de acuerdo al Teorema 5.3, la siguiente v.a. se comporta
como lo haria el dado que queremos simular

I, 0 < U < 1/21
2, 1/21 < U < 3/21;
y_J3 320 < U < 6/24
Y4, 6/21 < U < 10/21;
5, 10/21 < U < 15/21;

6, 15/21 < U < 1.

Los algoritmos en las Tablas 5.2 y 5.3 pueden implementarse en un computador
para simular el lanzamiento del dado. Destacamos que para el mismo valor de U
ambos algoritmos asignaran a Y el mismo valor. Sin embargo, el Algoritmo No. 2 es
maés eficiente que el Algoritmo No. 1. Esto se debe a que el Algoritmo No. 2 chequea
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los sucesos U € (15/21,1],...,U € [0,1/21] desde el mds probable hasta el menos
probable; sin embargo, el Algoritmo No. 1 chequea lo mismo pero en el orden inverso.

Linea 1: | Asignei =0, j = 1.

Linea 2: | Simule U ~ Uniforme[0, 1].

Linea 3: | Asigne i = (i + j).

Linea 4: | Si U < i/21, entonces asigne Y = j y termine.
Si no, asigne j = (j + 1) y vuelva a la linea 3.

TABLA 5.2. Algoritmo No. 1 para la simulacién de un dado sesgado
donde la cara k tiene probabilidad k/21 de ocurrir. El algoritmo
chequea iteradamente si U < 1/21, U < 3/21, etc., hasta asignar un
valor a Y.

Linea 1: | Asigne i =21, j = 6.

Linea 2: | Simule U ~ Uniforme[0,1].

Linea 3: | Asigne i =i — j.

Linea 4: | Si U > i/21 entonces asigne Y = j y termine.
Si no, asigne j = (j — 1) y vuelva a la linea 3.

TABLA 5.3. Algoritmo No. 2 para la simulacién de un dado sesgado
donde la cara k tiene probabilidad k/21 de ocurrir. El algoritmo
chequea iteradamente si 15/21 < U, 10/21 < U, etc., hasta asignar
un valor a Y.

Ejemplo 5.7. Considere el problema de simular la extracciéon al azar de una carta
de una baraja inglesa. Para esto, y sin pérdida de generalidad, identificaremos cada
carta con un par ordenado de la forma (7,5), donde i € {1,...,4} representa la pinta
de la carta y j € {1,...,13} su ntimero.

Si X denota la pinta de la carta extraida e Y su nimero, entonces X e Y son va-
riables aleatorias independientes (spor qué?). Note que para cada 4, el suceso
[X = 4] tiene probabilidad 1/4. En particular, para simular X usando el Método de
la Transformada Inversa, basta con simular una v.a. Uy ~ Uniformel0,1] y asignar a
X el valor i si (i —1)/4 < Uy < i/4. Similarmente, para simular Y basta con simular
independientemente de U; otra v.a. Uy ~ Uniforme[0,1] y asignar a Y el valor j si
(j —1)/13 < Uz < j/13. El algoritmo en la Tabla 5.4 implementa la extraccién al
azar de una carta de una baraja inglesa usando estos hechos.

Imagine ahora que se quiere simular la extraccién de n cartas al azar del mazo,
donde 1 < n < 52 es un entero fijo. Para fijar ideas supondremos que n = 2 y que
en una primera iteracién del algoritmo en la Tabla 5.4 obtenemos el valor (X,Y) =
(3,11). Si aplicaramos nuevamente el algoritmo para simular la extraccién de una
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segunda carta, entonces no estaremos simulando lo que queremos ya que existe una
probabilidad positiva de que el algoritmo entregue nuevamente el valor (3,11). Sin
embargo, si el resultado de la segunda simulacién es diferente de (3,11), entonces el
par ordenado es igualmente probable de ser cualquiera de los asociados a las otras
cartas. Para simular la extraccién de dos cartas al azar basta, por lo tanto, con aplicar
el algoritmo en la Tabla 5.4 hasta observar un par ordenado diferente del primero.
Esta idea es incorporada en la Tabla 5.5 para simular la extracciéon de n cartas del
mazo. En el algoritmo, el conjunto C mantiene cuenta de las diferentes cartas que ya
han sido extraidas y el indice i de la cardinalidad de C. La condicién de término del
algoritmo es, por lo tanto, cuando ¢ = n.

Linea 1: | Asigne i =0, j = 0.

Linea 2: | Simule Uy, Us ~ Uni formel0, 1].

Linea 3: | Asigne i =i + 1.

Linea 4: | Si U; < i/4 entonces asigne X = ¢ y continue
a la linea 5. Si no, vuelva a la linea 3.

Linea 5: | Asigne j = j + 1.

Linea 6: | Si Uy < j/13 entonces asigne Y = j y termine.
Si no vuelva a la linea 5.

TABLA 5.4. Algoritmo basado en el Método de la Transformada In-
versa para simular la extracciéon al azar de una carta de una baraja
inglesa. X denota el nimero de la carta e Y su pinta. Aquf las pintas
1,2,3 y 4 representan e.g. corazén, diamante, trébol y espada, y los
nimeros 1,11,12 y 13 representan As, Jota, Reina y Rey, respecti-
vamente.

Linea 1: | Asignei =0y C = 0.

Linea 2: | Genere (X,Y’) usando el algoritmo de la Tabla 5.4.
Linea 3: | Si (X,Y) € C entonces vuelva a la linea 2. Si no asigne
i=@G@+1)yC=CU{(X,Y)}.

Linea 4: | Si i < n entonces vuelva a la linea 2. Si no, termine.

TABLA 5.5. Algoritmo basado en la Tabla 5.4 para simular la ex-
traccion al azar de n cartas de una baraja inglesa.

5.1.3 Simulacién de variables aleatorias del tipo Bernoulli.

El Método de la Transformada Inversa nos permite simular directamente una v.a.
del tipo Bernoulli con pardmetro p. Todo se reduce a dividir el intervalo [0,1] en
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los intervalos [0,p) y [p,1], de largo p y (1 — p), respectivamente. De acuerdo al
Teorema 5.3, si U ~ Uniforme|0, 1], entonces la v.a. definida como

1, siU<p;
Y_{Q $iU > p

es del tipo Bernoulli con parametro p. Observe que Y corresponde a la funcién indi-
cadora del suceso [U < p.

5.1.4 Simulacién de variables aleatorias geométricas.

Considere una v.a. X ~ Geométrica(p). Para simular X, usando el Método de la
Transformada Inversa, dividiremos primero—de izquierda a derecha—el intervalo [0, 1]
en intervalos mas pequefios y de largo p, (1—p)p, (1—p)?p, etc. Si U ~ Uni forme|0, 1],
entonces la v.a. definida como

Y =k <= U toma un cierto valor en el k-ésimo intervalo,

tiene una distribucién geométrica con pardmetro p.

Una manera eficiente de determinar el valor de Y es verificar secuencialmente si
U < Zle(l —p)lp=1—(1-p)* para k = 1,2,... (4por qué?). Si definimos
V = (1 — U), lo anterior es equivalente a verificar secuencialmente si (1 — p)* <V,
para k = 1,2,... Usando que V ~ Uniformel0,1] (gpor qué?), el algoritmo en la
Tabla 5.6 es suficiente para simular la v.a. X.

Linea 1: | Asigne k = 0.

Linea 2: | Simule V' ~ Uni forme[0, 1].

Linea 3: | Asigne k =k + 1.

Linea 4: | Si (1 — p)* <V, entonces asigne Y = k
y termine. Si no, vuelva a la linea 3.

TABLA 5.6. Algoritmo No. 1 basado en el Método de la Transforma-
da Inversa para la simulacién de una v.a. geométrica con pardmetro

p.

Ejemplo 5.8. Para simular el lanzamiento de una moneda equilibrada hasta observar
una cara por primera vez, basta con aplicar el algoritmo en la Tabla 5.6 con p = 1/2.
Por ejemplo, si V' en la linea 2 fuera asignado el valor V' = 0,2755..., entonces Y
serd asignado el valor Y = 2 debido a que (1/2)! = 0,5 > V, pero (1/2)? = 0,25 < V.
Note, sin embargo, log,(V) = —1,8...; en particular, (1/2)?2 < V < (1/2)%. Por lo
tanto, usando el logaritmo en base-2 de V', podemos determinar directamente el valor
més pequefio de k en la linea 4 para el cual la condicién (1/2)F <V serd satisfecha.

Para fijar ideas, imagine que a V' es asignado el valor V = 0,0135... en la linea 2.
Entonces log, (V) = —6,2... e Y serd asignada el valor Y = 7. Para corroborar esto
note que (1/2)% = 0,015625 > V, sin embargo, (1/2)7 = 0,0078125 < V. Esta idea
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es implementada en la Tabla 5.12 en el Ejercicio 11 para simular més facilmente una
v.a. geométrica con un parametro arbitrario p.

5.1.5 Simulacién de variables aleatorias binomiales.

Para simular una v.a. X ~ Binomial(n,p) podemos dividir el intervalo [0, 1] en inter-
valos de largo (Z)pk(l —p)"*conk =0,...,n,yluego simular una v.a. uniforme. Sin
embargo, esta tarea resulta un poco engorrosa y puede simplificarse tremendamen-
te usando el Teorema 4.5: para simular X es suficiente sumar n variables aleatorias
independientes y del tipo Bernoulli con pardmetro comun p. Este procedimiento ha
sido implementado en el algoritmo de la Tabla 5.7.

Linea 1: | Asigne j =0y X = 0.

Linea 2: | Simule U ~ Uni forme[0,1].

Linea 3: | Asigne j =j + 1.

Linea 4: | Si j > n, termine. Si no, si 0 < U < p entonces asigne
X = (X +1), y vuelva a la linea 2.

TABLA 5.7. Algoritmo basado en el Método de la Transformada In-
versa para la simulacién de una v.a. binomial con parametros n y

D.

(Recuerde que cada ejecucién de la Linea 2 en el algoritmo es independiente
de todas las ejecuciones previas y futuras.) En el algoritmo propuesto la variable j
mantiene cuenta de las variables binomiales X1, ..., X,, que ya han sido simuladas;
en particular, el algoritmo comienza con j = 0. La variable X corresponde a la suma
parcial Y 7_, X;. La tltima iteracién del algoritmo ocurre cuando j = n razén por la
cual j > n es la condicién de término.

5.1.6 Simulacién de variables aleatorias del tipo Poisson.

Considere una v.a. X ~ Poisson()\). Ciertamente, podemos simular X usando el
Método de la Transformada Inversa. Dejaremos como ejercicio para el lector disenar
un algoritmo basado en este método. En esta seccién, sin embargo, veremos una
manera alternativa para simular variables aleatorias de tipo Poisson, basada en la
conexién entre este tipo de variable y las del tipo exponencial.

Recordemos que si en promedio ocurren A eventos por unidad de tiempo (e.g.
sismos, llamadas de teléfono, o visitas a una biblioteca), entonces el nimero de eventos
que ocurren en un intervalo de duracion ¢ tiene una distribucién del tipo Poisson con
pardmetro At (Seccién 4.4). Usando esto, vimos que la separacién temporal entre
eventos consecutivos tiene una distribucion del tipo exponencial con parametro A
(Seccién 4.5). En particular, para simular X basta con registrar el niimero de eventos
que ocurren en el intervalo [0, 1]. (Esto se relaciona de alguna manera con la simulacién
de los tiempos de llegada de alumnos a una biblioteca presentada en la Seccién 5.1.1.
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Entonces fijamos el nimero n de alumnos, mientras que ahora fijaremos el tiempo ¢
en que permitiremos a los alumnos entrar a la biblioteca.)

Debido a la discusion anterior y si 77,75,... son los entretiempos de eventos
consecutivos (ver Figura 5.7), para simular X basta con determinar el ndmero de
eventos en el intervalo [0, 1]. Este ntimero corresponde al indice n > 0 més grande,

tal que
n
Srst
i=1

Se entiende que n = 0, cuando T3 > 1. Como — In(Uy)/A, —In(Uz)/ A, . .. son variables
aleatorias independientes y del tipo exponencial con parametro A, cuando Uy, Us, . ..
son i.i.d. Uniformes|0,1] (gpor qué?), el algoritmo descrito en la Tabla 5.8 simulard la
v.a. X.

Eje de
tiempo

0 1
:[ f ; 7 :5}

: 3 :
T1 T2 T3 T4 T5

FIGURA 5.7. Simulacién de una v.a. X ~ Poisson(\). Como
T1,T5,Ts, ... son variables aleatorias i.i.d. del tipo exponencial con
pardmetro A, y Z?ﬂTi < 1, pero Zle T; > 1, X es asignado el
valor 4 en este caso.

Linea 1: | Asigne X =0y T =0.

Linea 2: | Simule U ~ Uni forme[0,1].

Linea 3: | Si (T'— In(U)/A) > 1, termine. Si no, asigne
T=(T-InU)/\)y X =X +1. Vuelva a la linea 2.

TABLA 5.8. Algoritmo para la simulacién de una v.a. del tipo Poisson
con parametro A, basado en la relacién entre variables aleatorias del
tipo Poisson y exponenciales.

5.2 Método de Rechazo

El Método de la Transformada Inversa puede, en teoria, utilizarse para simular cual-
quier tipo de variable aleatoria, particularmente variables aleatorias del tipo discreto.
En la practica, sin embargo, este método presenta complicaciones para simular varia-
bles aleatorias continuas en general. El problema radica en determinar la funcién G
dada en el Teorema 5.2 de forma relativamente explicita.
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En esta seccion discutiremos un método alternativo para simular variables alea-
torias continuas llamado Método de Rechazo. Este método tiene una variante para
simular variables aleatorias discretas que, por razones de espacio, hemos omitido de
la presente monografia. El lector interesado podra usar la referencia [2].

Considere una v.a. continua X que se desea simular. El Método de Rechazo con-
siste en simular X usando otra v.a. continua Z que ya sabemos como simular (e.g.
usando el Método de la Transformada Inversa). Para implementar el método lo tinico
que necesitamos es una constante finita ¢ > 0 tal que

(5.6) Ix(2z) <c- fz(2),

para todo z € R. Observe que la condicién anterior requiere que fz(z) > 0si fx(z) > 0
i.e. todo valor posible para X tiene que ser un valor posible para Z.

Linea 1: | Simule Z y asigne z = Z.
Linea 2: | Simule U ~ Uni forme[0, 1].

Linea 3: | Si U < CJ_C ;(Z((ZZ)) entonces asigne Y = z

y termine. Si no, vuelva a la linea 1.

TABLA 5.9. Algoritmo general para la simulacién de una v.a. conti-
nua X a través de otra v.a. continua Z usando el Método de Rechazo.

La v.a. Y producida por el algoritmo tiene la misma distribuciéon que
X.

La parte més intrincada del Método de Rechazo es la eleccién de la constante
c. Observe que la condicién en (5.6) implica que ¢ > 1 (spor qué?). Por lo tanto,
el meollo del problema no es tener ¢ > 0, sino ¢ < +o0o. Esta dltima condicién es
equivalente a tener que
fx(2)
sup
z€R: fz(2)>0 fZ(Z)
En este caso, cualquier valor ¢ mayor o igual al valor supremo anterior, puede usarse
para la aplicacién del método (gpor qué?). Sin embargo, y debido al siguiente resul-
tado, es recomendable escoger el valor mas pequeno para ¢ a modo de minimizar el
nimero promedio de iteraciones del algoritmo. La seleccién éptima de ¢ es precisa-
mente el valor supremo anterior.

< 00

Teorema 5.4. La v.a. N que cuenta el nimero de iteraciones de la Linea 3 en el
algoritmo del Método de Rechazo, tiene una distribucion geométrica con valor esperado
c. Mds aun, X eY tienen la misma distribucion.

Presentaremos la demostracién de este resultado al final del capitulo.

Ejemplo 5.9. Para fijar ideas considere dos v.a.’s continuas X y Z, tales que
fx(t) 2562

fz(t)  2(1+t1)’
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para todo t € R, ses posible simular X a partir de Z usando el Método de Rechazo?,
squé hay de Z a partir de X ?
Para responder la primera pregunta observe que

9 {fx(t)] _25t(1 —t*)
ot | fz(t)] — (A +th)2

Como limy_, 1 oo fx(t)/fz(t) = 0, podemos concluir a partir de la identidad anterior
que fx(t)/fz(t) alcanza su méximo absoluto cuando ¢ = +1. En particular, para
implementar el Método de Rechazo, podemos seleccionar ¢ = fx(1)/fz(1) = 25/4
para simular X a partir de Z.

Para responder la segunda pregunta note que

sup f2(t)

ter [x(t)
En particular, no es posible simular la v.a. Z a partir de la v.a. X usando el Método
de Rechazo.

= +00

Ejemplo 5.10. Considere una v.a. X con funcién de densidad f(z) = k- x2/5 -
(1 — 2)*5, para z € [0,1], donde k es una constante tal que fol flx)dr = 1 ie.
k= () 225 (1 —2)*5dx)~".

La funcién de distribucién de X viene dada por

xr
FX(I):/ k- t2/° . (1 —t)45 dt,
0

para todo = € [0,1]. Observe que si quisiéramos simular X usando el Método de
la Transformada Inversa necesitarfamos para cada u € (0,1) resolver la ecuacién
Fx(v) = u. Aunque esta tarea no es ficil, podemos simular X fécilmente usando
el Método de Rechazo. Algo interesante del calculo es que la simulacién no requiere
conocer explicitamente la constante k en la densidad f.

Como fx > 0 en el intervalo (0,1), para implementar el Método de Rechazo
resulta natural escoger Z ~ Uniforme|0, 1]. En particular, tenemos que

c= sup Ix(2) = sup fx(z)=k- sup 2%/°(1—2)"°,
2€[0,1] fz(2) 2€[0,1] 2€[0,1]
Note, sin embargo, que
9 2/5 a/5] _ 2(1 —32)
5 |70 =217 = 523/5(1 — 2)1/5”

Esto implica que la funcién z — 2%/°(1 — 2)*®, con z € [0,1], alcanza su tinico
méximo en el punto z = 1/3. Por lo tanto, ¢ = k- (1/3)%/% - (2/3)*/° y en particular:
fx(2) 21— 2)"°

) = R s = (3932 =32/
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El algoritmo en la Tabla 5.10 implementa el Método de Rechazo para simular la v.a.
X.

Linea 1: | Simule Z ~ Uniformel0, 1] y asigne z = Z.

Linea 2: | Simule U ~ Uni forme[0, 1].

Linea 3: | Si U < (32)%/°(3/2 — 32/2)*/5 entonces asigne X = z
y termine. Si no, vuelva a la linea 1.

TABLA 5.10

5.2.1 Simulacién de variables aleatorias normales.

Considere el problema de simular una v.a. X ~ Normal(p,0?). Como la v.a. Y =
(X — p)/o tiene una distribucién Normal estdndar (Teorema 4.13) y X = pu+o0-Y,
para simular X basta con simular Y. Veremos cémo hacer esto ultimo usando el
Método de Rechazo.

Como fy > 0 sobre R, para satisfacer la condicién dada en (5.6) necesitamos una
v.a. Z que sabemos como simular y tal que fz > 0 sobre todo R. Lamentablemente,
una v.a. del tipo exponencial no sirve para este efecto, ya que su funcién de densidad
se anula sobre el intervalo abierto (—oo,0). Para corregir este problema, sin embargo,
podemos multiplicar una v.a. exponencial por +1 con probabilidad 1/2. El lector
podra verificar por su cuenta que la v.a. Z que resulta es continua y tiene una funcién
de densidad dada por la férmula fz(z) = e~*1/2, para todo z € R. En particular, se
tiene que

e*/2, z < 0;
Fz(2) = { (2—e%)/2, 23>0

Como esta funcién es estrictamente creciente y su funcién inversa viene dada por

18N In(2u), 0<u<1/2;
Iz (“)_{ ~In(2—2u), 1/2<u<l;

el Teorema 5.1 implica que si U ~ Uniforme(0,1), entonces Fz_l(U) tiene la misma
distribucién que Z.

Finalmente, para implementar el Método de Rechazo, s6lo necesitamos acotar por
arriba la funcién fy/fz. Para esto observe que

2 2 2 2 2
c=sup Iy (y) = sup\/>-6|y|y 12 = Sup\/>-6y9 12— 28~ 1,3.
y€ER fZ(y) yeR VT y>0 V T s

Para la tercera igualdad, hemos usado que la funcién y — (Jy| — y%/2) es simétrica
alrededor de y = 0, y para la tultima, hemos usado que esta funcién alcanza su maximo
en el punto y = 1 (gpor qué?). En particular, para simular Y a partir de Z (y, por
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lo tanto, X a partir de Z) necesitaremos en promedio 1,3 iteraciones del Método de
Rechazo. Como
fr(y) — lul=y?/2-1/2
¢ fz(y) ’

en algoritmo en la Tabla 5.11 simulard una v.a. del tipo Normal.

Linea 1: | Simule Uy ~ Uniformel0,1] y Uy ~ Uniformel0,1]
independientemente

Linea 2: | Si U; < 1/2 entonces asigne z = In(2U;), sino asigne
— 111(2 - 2U1)

Linea 3: | Si Us < el*1=2"/2-1/2 entonces asigne X = (u+o0-2)
y termine. Si no, vuelva a la linea 1.

TABLA 5.11. Algoritmo basado en el Método de Rechazo para simu-

lar una v.a. Normal con media p y varianza o2.

Demostracion del Teorema 5.4. La demostracién requiere el uso de integrales
dobles y el lector no familiarizado con este concepto puede omitirla (ver Seccién 2.6.2).
Para simplificar la demostracién supondremos que fz(z) > 0, para todo z € R.
Denotemos como p la probabilidad de que Y es asignado un valor en la primera
iteracién del algoritmo. Como cada iteracién del algoritmo es independiente de las
iteraciones previas, P[N = n] = (1 — p)"~! . p, para cada n > 1. Esto demuestra que
N ~ Geométrica(p).

Para determinar el valor de p observe lo siguiente: para que Y sea asignado un
valor en la primera iteracién, necesitamos que (Z, U) pertenezca a la regién de puntos
en el plano:

Rl—{(z,u):ze]Ry0<u<fX(z)}.

¢ fz(2)
Como U y Z son variables aleatorias independientes, tenemos que (Teorema 2.19)
p=P[(Z,U) e Ry] = / fz(2) - fu(u) dudz,
= -ldudz,

p e fz<)>' =[x

En particular, E(N) = 1/p = ¢ debido a la identidad en (4.3). Esto demuestra la
primera parte del teorema.

Finalmente demostraremos que X e Y tienen la misma distribucién i.e. que
Fy(t) = Fx(t), para todo t € R (Teorema 2.11). En efecto, dado t € Ry n > 1,
para que Y sea asignado un valor menor a igual a t en la n-ésima iteracién i.e. para
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que el suceso [Y < ¢, N = n] ocurra, necesitamos que Y no sea asignado ningin valor
en las primeras (n — 1)-iteraciones, pero que en la n-ésima iteracién el punto (Z,U)
pertenezca a la region

e fz(2)

En particular, y debido a la Formula de Probabilidades Totales, encontramos que

Rzz{(z,u):z<ty0<u< Ix(2) }

Fy(t) =Py < = f}P[YSt,N:nL
= Z(l — )" P((Z,U) € Ry,

oo

= [ #20- ot auaz- Y-y,

n=1

_ / /0"’2” 2)dudz - 71_(1_]3),
- /fx Jdz -+ = = P[X <] = Fx(t)

donde hemos usado que cp = 1 en la penultima identidad. Esto concluye la demos-
tracién del teorema.

5.3 Ejercicios propuestos

Seccién 5.1.

Ejercicio 1. Considere una v.a. X con funcién de densidad f(z) =3/z*siz > 1,y
f(z) =0siz < 1. (a) Determine la funcién de distribucién de X. (b) Muestre cémo
simular esta v.a., usando el Método de la Transformada Inversa.

Ejercicio 2. Determine la funcién G dada en el Teorema 5.2 si F' es la funcién

0, < -1
Bz +5)/6, —1<z<0;
F(z) = 5/6, 0<x<2/3
(x+1)/2, 2/3<z<1;

1 x> 1.

)

Ejercicio 3. Muestre como simular el lanzamiento de un dado equilibrado usando el
Método de la Transformada Inversa.

Ejercicio 4. Considere el experimento que consiste en lanzar dos veces un dado con
probabilidad p de cara y (1 — p) de sello, y la v.a. X definida a continuacién. Disefle
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un algoritmo para simular X, a partir del Método de la Transformada Inversa.

1, primer lanzamiento=cara, segundo lanzamiento=cara;
2, primer lanzamiento=cara, segundo lanzamiento=sello;
3, primer lanzamiento=sello, segundo lanzamiento=cara;
4, primer lanzamiento=sello, segundo lanzamiento=sello.

Ejercicio 5. Considere las variables aleatorias V' ~ Uniforme(—n/2,+7/2) y X =
tan(V). Determine c6mo simular la v.a. X, usando el Método de la Transformada
Inversa. Retrospectivamente, jes la férmula encontrada del todo sorprendente? Ex-
plique.

Seccién 5.2.

Ejercicio 6. Explique por qué el Método de Rechazo no puede utilizarse para simular
la v.a. X, a partir de la v.a. Z, en cada uno de los siguientes casos:

(a) X ~ Exzponencial(l), Z ~ Uniformel0,1].
(b) X ~ Exponencial(2), Z ~ Exponencial(4).
(¢) X ~ Exponencial(l), Z ~ Normal(0,1).

Ejercicio 7. Implemente el Método de Rechazo para simular una v.a. uniforme en
el intervalo [0,1] a partir de una v.a. exponencial con pardmetro A = 1, jcudntas
iteraciones requiere en promedio el algoritmo para simular la v.a. uniforme?

Ejercicio 8. Sean «, 8 > 0 dos constantes dadas. Implemente el Método de Rechazo
para simular la v.a. X con funcién de densidad dada por la formula f(z) = kz®(1—x)%,

para x € [0,1], donde k es una constante tal que fol f(z)dx = 1.

Ejercicio 9. Considere un punto aleatorio (X,Y’) uniformemente distribuido en el
circulo unitario. (a) Muestre que X es una v.a. continua con funcién de densidad dada
por la férmula fx(z) = 2v1 —22/m,si —1 <2 <1,y fx(x) = 0, en el caso contrario.
(b) Dise

ne un algoritmo basado en el Método de Rechazo para simular la v.a. X. (c¢) Intuiti-
vamente, si X = z, entonces Y ~ Uniforme[—v1 — x2,v/1 — x2|. Use esto para dise
nar un algoritmo que simule el punto aleatorio (X,Y).

Problemas miscelaneos Capitulo 5.

Ejercicio 10. Considere el experimento donde se lanza una moneda equilibrada y
dos variables aleatorias X e Y (independientes de la moneda) tales que fx(t) = et
v fy(t) =272 sit >0,y fx(t) = fy(t) = 0si t < 0. Muestre cémo simular la
siguiente v.a. usando el Método de la Transformada Inversa:

7 X, sila moneda sale cara;
"1 Y, sila moneda sale sello.
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Ejercicio 11. Use el algoritmo descrito en la Tabla 5.6 para demostrar directamente
que el algoritmo descrito en la Tabla 5.12 también puede utilizarse para simular una
v.a. geométrica con parametro p.

Linea 1: | Simule V' ~ Uniforme[0, 1].
Linea 2: | Asigne X = [In(V)/In(1 — p)| y termine.

TABLA 5.12. Algoritmo No. 2 basado en el Método de la Transforma-
da Inversa para la simulacién de una v.a. geométrica con pardmetro
p. Para z € R, [z] denota el nimero entero mds pequefio que es
mayor o igual a x.

Ejercicio 12. Describa dos algoritmos diferentes para simular el dado sesgado del
Ejemplo 5.6 usando el Método de la Transformada Inversa con los intervalos [0,6/21],
(6/21,11/21], (11/21,15/21], (15/21,18/21], (18/21,20/21] y (20/21,1].

Ejercicio 13. Muestre que si Uy, Us son variables aleatorias i.i.d. y uniformes en el
intervalo abierto (0, 1), entonces

Y:{ 1_UL2’ 0< U <p;

71 p<Ui <

tiene la misma distribucién que la v.a. X en el Ejemplo 5.2. (Note que la simulacién
de X, basada en el Método de la Transformada Inversa en el Ejemplo 5.2, es mas
eficiente ya que sélo requiere la simulacién de una tnica v.a. uniforme.)

Ejercicio 14. Considere una secciéon S del plano de area A y contenida en un cierto
rectangulo R con vértices (a1, b1), (az,b1), (az,b2) vy (a1,bs2), donde a1 < as y by < bo
(ver Figura 5.8). (a) Use el Teorema 2.19 para mostrar que si Uy ~ Uniformela, as]
y Us ~ Uniforme[by, by] son independientes, entonces (Uy,Us) es un punto equidis-
tribuido en el rectangulo R.

Hint: Para esto basta con demostrar que P[(Uy,Us) € R1] = P[(U1,Us) € Rs), para
todo par de rectangulos Ry, Rs C R con lados paralelos a los ejes y de la misma area.
(b) Considere el algoritmo en la Tabla 5.13. Muestre que si N cuenta el nimero de
iteraciones de la Linea 3, entonces

N ~ Geométrica ( A ) .
(a2 — a1) - (bz — b1)
(¢) Muestre que el punto aleatorio (X,Y"), producido por el algoritmo, es equidistri-
buido en la seccién S. (d) Si S es el circulo unitario: jcudl es la seleccién 6ptima de
a1, az, by y ba? Usando estos valores reescriba el algoritmo en la Tabla 5.13 a modo
de verificar la condicién (Uy,Usz) € S directamente.

201



b,

b

Y

FiGURrA 5.8

Linea 1: | Simule Uy ~ Uniformelay, as).

Linea 2: | Simule Uy ~ Uniformelby, bs].

Linea 3: | Si (Uy,Us) € S entonces asigne (X,Y) = (Uy, Us).
Si no, vuelva a la linea 1.

TABLA 5.13. Algoritmo para simular un punto (X,Y") equidistribui-
do en una seccioén S del plano, contenida en el rectangulo con vértices
(a1,b1), (az,b1), (az,b2) y (a1,b2).

Ejercicio 15. Implemente el Método de la Transformada Inversa para simular la ex-
traccién—sin reposicién—de dos bolitas al azar de una urna que contiene tres bolitas
de color rojo, tres de color blanco, y cuatro de color azul.

Ejercicio 16. Use el Teorema 4.3 para desarrollar un algoritmo basado en la simu-
lacién de variables aleatorias del tipo Bernoulli, para simular una v.a. geométrica con
parametro p.

Ejercicio 17. Considere el problema de simular un punto (X,Y") equidistribuido en
la regién eliptica 22/9 + y%/16 < 1.
(a) Muestre que X tiene una funcién de densidad dada por la fé6rmula

0 , x & |—3,3|;
fx(x)z{ 2 - ¢ (3,3

37 -9 x e [—3,3]

(b) Observe que si X = z, entonces necesitamos |Y| < 44/1 — 22/9, para que
(X,Y) pertenezca a la region eliptica. Mas atin, como (X,Y) es equidistri-
buido en la region eliptica resulta intuitivo que

2 2
Y ~ Uniforme [—4\/1 — 2,4\/1 — g;] ,

cuando X = z. Use esto para disefiar un algoritmo para simular (X,Y).
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