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PIERRE-PAUL ROMAGNOLI

Presentacién de la Coleccion

La coleccion de monografias que presentamos es el resultado del generoso esfuerzo de
los autores, quienes han dedicado su tiempo y conocimiento a la tarea de escribir un
texto de matematica. Pero este esfuerzo y generosidad no se encuentra plenamente
representado en esta labor, sino que también en la enorme capacidad de aprendizaje
que debieron mostrar, para entender y comprender las motivaciones y necesidades de
los lectores: Futuros profesores de matemaética.

Los autores, encantados una y otra vez por la matemaética, sus abstracciones y
aplicaciones, enfrentaron la tarea de buscar la mejor manera de traspasar ese encanto
a un futuro profesor de matematica. Este también se encanta y vibra con la matemati-
ca, pero ademds se apasiona con la posibilidad de explicarla, ensenarla y entregarla
a los jovenes estudiantes secundarios. Si la tarea parecia facil en un comienzo, esta
segunda dimensién puso al autor, mateméatico de profesion, un tremendo desafio. Tu-
vo que salir de su oficina a escuchar a los estudiantes de pedagogia, a los profesores,
a los formadores de profesores y a sus pares. Tuvo que recibir criticas, someterse a
la opinién de otros y reescribir una y otra vez su texto. Capitulos enteros resulta-
ban inadecuados, el orden de los contenidos y de los ejemplos era inapropiado, se
hacia necesario escribir una nueva versiéon y otra mas. Conversaron con otros autores,
escucharon sus opiniones, sostuvieron reuniones con los editores. Escuchar a los es-
tudiantes de pedagogia significd, en muchos casos, realizar eventos de acercamiento,
desarrollar cursos en base a la monografia, o formar parte de cursos ya establecidos.
Es asi que estas monografias recogen la experiencia de los autores y del equipo del
proyecto, y también de formadores de profesores y estudiantes de pedagogia. Ellas
son el fruto de un esfuerzo consciente y deliberado de acercamiento, de apertura de
caminos, de despliegue de puentes entre mundos, muchas veces, separados por falta
de comunicacién y cuya union es vital para el progreso de nuestra educacion.

La coleccion de monografias que presentamos comprende una porciéon importante
de los temas que usualmente encontramos en los curriculos de formacién de profeso-
res de matematica de enseianza media, pero en ningin caso pretende ser exhaustiva.
Del mismo modo, se incorporan temas que sugieren nuevas formas de abordar los
contenidos, con énfasis en una matematica més pertinente para el futuro profesor, la
que difiere en su enfoque de la matematica para un ingeniero o para un licenciado en



matematica, por ejemplo. El formato de monografia, que aborda temas especiificos
con extensién moderada, les da flexibilidad para que sean usadas de muy diversas
maneras, ya sea como texto de un curso, material complementario, documento bésico
de un seminario, tema de memoria y también como lectura personal. Su utilidad cier-
tamente va mas alla de las aulas universitarias, pues esta coleccién puede convertirse
en la base de una biblioteca personal del futuro profesor o profesora, puede ser usa-
da como material de consulta por profesores en ejercicio y como texto en cursos de
especializacién y post-titulos. Esta coleccion de monografias puede ser usada en con-
cepciones curriculares muy distintas. Es, en suma, una herramienta nueva y valiosa,
que a partir de ahora estara a disposicién de estudiantes de pedagogia en matematica,
formadores de profesores y profesores en ejercicio.

El momento en que esta coleccién de monografias fue concebida, hace cuatro anos,
no es casual. Nuestro interés por la creacion de herramientas que contribuyan a la
formacion de profesores de matemaética coincide con un acercamiento entre matemati-
cos y formadores de profesores que ha estado ocurriendo en Chile y en otros lugares
del mundo. Nuestra motivacién nace a partir de una creciente preocupacién en todos
los niveles de la sociedad, que ha ido abriendo paso a una demanda social y a un in-
terés nacional por la calidad de la educacion, expresada de muy diversas formas. Esta
preocupacion y nuestro interés encontré eco inmediato en un grupo de matematicos,
inicialmente de la Universidad de Chile, pero que muy rapidamente fue involucrando
a matemdticos de la Pontificia Universidad Catdlica de Chile, de la Universidad de
Concepcion, de la Universidad Andrés Bello, de la Universidad Federico Santa Maria,
de la Universidad Adolfo Ibanez, de la Universidad de La Serena y también de la
Universidad de la Reptblica de Uruguay y de la Universidad de Colorado de Estados
Unidos.

La matematica ha adquirido un rol central en la sociedad actual, siendo un pilar
fundamental que sustenta el desarrollo en sus diversas expresiones. Constituye el ci-
miento creciente de todas las disciplinas cientificas, de sus aplicaciones en la tecnologia
y es clave en las habilidades basicas para la vida. Es asi que la matemética actual-
mente se encuentra en el corazén del curriculo escolar en el mundo y en particular
en Chile. No es posible que un pais que pretenda lograr un desarrollo que involucre
a toda la sociedad, descuide el cultivo de la matematica o la formacién de quienes
tienen la misién de traspasar de generaciéon en generacién los conocimientos que la
sociedad ha acumulado a lo largo de su historia.



PIERRE-PAUL ROMAGNOLI

Nuestro pafs vive cambios importantes en educacién. Se ha llegado a la convic-
cién que la formacién de profesores es la base que nos permitird generar los cambios
cualitativos en calidad que nuestra sociedad ha impuesto. Conscientes de que la tarea
formativa de los profesores de matematica y de las futuras generaciones de jévenes
es extremadamente compleja, debido a que confluyen un sinntimero de factores y dis-
ciplinas, a través de esta coleccién de monografias, sus editores, autores y todos los
que han participado del proyecto en cada una de sus etapas, contribuyen a esta tarea,
poniendo a disposiciéon una herramienta adicional que ahora debe tomar vida propia
en los formadores, estudiantes, futuros profesores y jovenes de nuestro pais.

Patricio Felmer y Salomé Martinez
Editores
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PIERRE-PAUL ROMAGNOLI

Prefacio

Esta monografia estd dedicada a aquellos profesores de colegio, que marcaron para
siempre mi vida futura y personal y, a mi mujer y mi hijo que son mi razén para
vivir ese futuro. En particular a Benjamin Le6n, mi profesor de Fisica de ensenanza
media, John Mackenzie mi profesor de Teoria del Conocimiento y muy especialmente
a Julio Blanco mi maestro en Inglés, Historia, Geografia y Mateméticas ademas de
formarme en Ajedrez y Futbol. El profesor Blanco es, sin duda, el docente que maés
me ha marcado en mi vida, a través de su ejemplo de pasién y compromiso. Nun-
ca olvidaré sus consejos, como aquel en que nos decia que un hombre debia formarse
en todas las disciplinas, inspirandonos con Da Vinci, y no un experto en una sola cosa.

Agradezco a todos los alumnos de pedagogia, que participaron en las pruebas de
este libro, aportando con sus comentarios y correcciones. Ademads, debo darle las gra-
cias a un montén de personas que revisaron las versiones preliminares de este libro, en
especial a Ernesto San Martin y Giovanna Tichione cuyos aportes me forzaron a re-
escribir gran parte del libro. A Ménica Celis por su exhaustiva revisién final del texto.

No puedo dejar de mencionar a Patricio Felmer y Salomé Martinez por su confian-
za y apoyo al encomendarme, esta enorme responsabilidad, en su hermoso proyecto.
Finalmente agradezco al profesor Raul Gouet que me formé en probabilidades en la
Universidad de Chile y que probablemente encontrara influencias de su estilo de en-
sefianza en este texto.

Es mi esperanza que este texto sea, un aporte real para nuestros profesores en esta
area de las matematicas que es tan especial para mi. Esta monografia ha sido escrita
pensando en ellos o en cualquier lector cuyo interés sea, ademdas de aprender por si
mismo, ensenar probabilidades basicas. No hay que olvidar que el objetivo de ensenar
probabilidades, no es sorprender ni entretener ni agudizar la mente, sino manejar un
tépico desafiante de las matemadticas que tiene una inmensidad de aplicaciones en
nuestro dia a dia. Escribir un texto orientado a docentes no es simplemente cambiar
el contexto de los ejemplos de un texto clasico de probabilidades.

Si tuviera que resumir el espiritu de esta monografia en un sola frase, tendria que

tomar prestadas las palabras de Pierre Simon Laplace que traduzco libremente del
francés:
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“En el fondo, la teoria de probabilidades no es sino sentido comin reducido a
célculos”.

Es muy frecuente encontrar una gran cantidad de cursos de probabilidades que
se podrian titular Paradojas y Sorpresas de la Probabilidad o bien Juegos de Ingenio
“para” probabilidades que es como servir sélo el postre de una gran comida. El énfasis
en los ejercicios utilizados para la ensenanza de las probabilidades debiera centrarse
en construir intuicién y no en paradojas enganosas. Es una gran tentacion utilizar los
problemas més rebuscados para ejemplificar los razonamientos erréneos, con la espe-
ranza de, lograr de esta forma, iluminarlos. Sin embargo, el gran riesgo en persistir
con esta practica es que el lector se convenza de su completa incapacidad y en su
desesperacion desista de intentar comprender y se limite a aprender como resolver los
problemas.

Por otro parte, es cierto que ejemplos contraintuitivos y paradojas tienen el efec-
to de captar la atencion al plantear un desafio. Esto es un excelente camino para
aprender y apreciar las habilidades de explorar, reflexionar y razonar. En general, los
estudiantes tienden a aceptar lo que se les ensefia atin en los casos en que esto entre
en conflicto con sus intuiciones previas. Esto es gravisimo porque cuando los alumnos
tengan que tomar un juicio de naturaleza probabilista fuera del salén de clase, lo mds
probable es que utilicen su intuicién por sobre sus estudios formales.

En este trabajo no vamos de dejar de lado estas paradojas y ejemplos contrain-
tuitivos, pero pretendemos utilizarlos sabiamente. Para citar a Laplace “Una de las
grandes ventajas del cdlculo de probabilidades es que nos ensena a desconfiar de nues-
tra primera impresiéon” y “La mente, como el sentido de visién, tiene sus ilusiones,
tal como el tacto corrige estas ultimas, a través de cédlculos correctos se corrigen las

)
primeras”.

Un estudiante debe construir su conocimiento de manera activa més que recibirla
pasivamente de su entorno. Para lograr esto, los textos que utilizamos para formar a
nuestros profesores debieran tener el mismo enfoque. Se debe entregar al docente més
responsabilidad en su propia formacién y ayudarlo a desarrollar pensamiento critico
y creativo. En una primera lectura pareciera que en este enfoque el rol del docente
pasa a ser secundario lo que es un gran error. Su rol de hecho es mas importante y
complejo que antes, puesto que debe reconocer las creencias del alumno y ayudarlo a
profundizar en ellas para que obtenga una mejor comprension. Es entonces un facili-
tador del conocimiento y como tal, ademas de estar en contacto e interactuar con sus
alumnos debe tener una solida formacién en la disciplina que ensena.

El lector de este texto podra apreciar que se dedican muchas de sus paginas a
entregar diferentes representaciones y herramientas cuyo objetivo directo no es lograr

18
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desarrollar la intuicién y ejemplificar conceptos, sino permitir al docente desarrollar
su creatividad y ayudarlo a transmitir lo aprendido a sus alumnos. Los textos clasicos
de probabilidades han sido escritos principalmente para ingenieros y economistas, en
el dltimo tiempo el area de la salud también ha generado una gran cantidad de obras
pero en general mas enfocadas a la Estadistica. Si bien es cierto los contenidos pueden
ser los mismos, la manera de presentarlos es por completo distinta. Nunca ha dejado
de sorprenderme que, fuera del campo de los ingenieros, se considere valioso utilizar
el concepto de Centro de Masa para aclarar el concepto de Valor Esperado de una
Variable Aleatoria.

Ensenar probabilidades no puede limitarse solo a ensenar estructuras conceptua-
les y herramientas para la resolucién de problemas. Es necesario desarrollar maneras
de razonamiento y un sistema robusto de desarrollo de intuicién. El razonamiento
probabilistico es diferente del 16gico o del razonamiento causal. Las cosas ya no son
verdaderas o falsas siempre y la causalidad se puede invertir (Regla de Bayes).

Lo que normalmente debiera considerarse una gran ventaja, se ha convertido en
un gran problema en la ensefianza de las probabilidades. Me refiero a su gran cone-
xion con el mundo real. En nuestro propio lenguaje, expresiones como “independien-
te”, “maés probable” y otras tienen una interpretacion en castellano que no siempre
corresponden con la definicién formal que tienen en el contexto de probabilidades.
Personalmente aprendi, con gran sufrimiento inicial y alivio final, que para un médico
decir que una enfermedad es probable sélo significa que no puede descartarla como
posible.

Existe un gran dilema en la ensenanza de las probabilidades respecto al nivel de
formalismo que se requiere para ensenarlo. Un enfoque demasiado informal en pro-
babilidades es una receta segura para el desastre. Es extremadamente facil entregar
diferentes argumentos que llevan a resultados diferentes en apariencia todos correctos.
Al igual que en otras disciplinas, es un hecho que la representacién que se utiliza para
resolver un problema en probabilidades juega un rol fundamental llegando incluso a
transformar un problema aparentemente complejo en algo obvio (no vamos a usar el
término trivial). Por otro lado, el formalismo minimo para solucionar por completo to-
dos estos problemas es gigantesco y bastante més complejo de lo que se podria pensar.
No en vano esto le tomé a la humanidad bastante tiempo como veremos més adelante.

El método actual de comenzar a ensenar probabilidades, curiosamente, repite
los errores histéricos del desarrollo de la Teoria de Probabilidades. Se genera una
confusion total entre la Combinatoria y las Probabilidades al considerar el concepto
intuitivo de base de la nocién de probabilidad como el cociente entre casos favorables
y casos posibles. Esto no es justo para ninguna de las dos disciplinas y en el caso
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de probabilidades es el principal causante de la gran mayoria de los ejemplos contra-
intuitivos y paradojas de la teoria. Aun si es cierto que, muchas de las propiedades
bésicas de la combinatoria permiten comprender de manera intuitiva algunas pro-
piedades bésicas de las probabilidades, muchas propiedades de la combinatoria que
no son ciertas en probabilidades causan grandes problemas también. No pretendemos
descartar este enfoque, pero no consideramos que sea un buen punto de partida para
construir la intuicién en probabilidades. Vamos a dar muchos ejemplos para justificar
esta decisién y mostraremos las limitaciones de este paralelo entre combinatoria y
probabilidad.

En este texto vamos a incorporar el formalismo de manera gradual y priorizaremos
el desarrollo el desarrollo de la intuicién. Para efectos de representacion introducire-
mos elementos ludicos, graficos, concretos e intuitivos como nuestras herramientas
principales. El primero de estos elementos seran discos con una cantidad finita de
regiones distinguibles en los que el azar actia como una aguja que gira sobre este
disco. Este objeto tiene un atractivo natural para ninos y jovenes por lo que es ideal
para introducir ejemplos entre ellos. El azar en la ocurrencia de un evento aleatorio
estara representado por el giro de la aguja en un disco y el resultado de esta ocurrencia
serd la etiqueta que corresponde a la region del disco donde la aguja se detuvo. Con
esta herramienta vamos a representar lo que formalmente se conoce como Variables
Aleatorias Discretas y deduciremos de manera intuitiva las propiedades béasicas de la
Teoria de Probabilidades. Esto postergara la axiomatica conjuntista de probabilidades
hasta un momento més propicio en que se hayan desarrollado las habilidades intuitivas
y la capacidad de modelar y simular. Permitird ademés construir ejemplos y resolver
problemas complejos con nuestras propias manos, con la intuiciéon y sentido comun
como nuestra principal herramienta. Muchos de estos problemas seran retomados en
el texto una vez introducida la axiomatica, para ser resueltos nuevamente con este
nuevo lenguaje. Una ventaja adicional consiste en realizar simulaciones en las que se
integren elementos de geometria, que usualmente no se utilizan en probabilidades y
que en general son mejor comprendidos en matematicas.

Este texto también contiene los elementos basicos de un curso de combinatoria
aunque limitado a aquellos elementos que resultan tutiles para la teoria de proba-
bilidades. Utilizando urnas y bolitas vamos a deducir las propiedades basicas de la
combinatoria, entregando al mismo tiempo herramientas accesibles a cualquier do-
cente que necesite ensenarlo a sus alumnos. Estas representaciones de disco, bolita y
urna hacen natural, ameno e intuitivo el paralelo entre combinatoria y probabilidad
y, al mismo tiempo. muestran las limitaciones de éste.
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PROBABILIDADES DOCTAS PIERRE-PAUL ROMAGNOLI

Capitulo 1: Introduccién

1.1 Historia

Es importante conocer, al menos brevemente, la historia de las probabilidades, para
poder aprender de sus lecciones antes de iniciarse en su estudio. Lo que se pretende no
es una descripcién exhaustiva, sino mas bien resaltar los puntos que son importantes
para la comprension de la filosofia y la metodologia que se va a desarrollar en este
trabajo.

Es casi un concenso en nuestra cultura asociar las raices de la teoria de probabi-
lidades al nacimiento de los juegos de azar hace mas de cuatro siglos. Las apuestas,
de una manera u otra son tan antiguas como la propia humanidad. Segin cuenta la
historia, los chinos realizaban ya juegos de azar organizados por el Estado hace 2000
anos. Durante la época del Imperio Romano, tuvieron gran auge los juegos de azar.
Las apuestas deportivas eran parte de la vida de los romanos, incluso el propio Julio
César apostaba en los acontecimientos que se celebraban en los circos romanos.

0 0o

FicurA 1.1. Romanos jugando a los dados

La lista de adictos a los juegos de azar en la historia es larga y extensa e incluye a
emperadores romanos como Augusto y Claudio, literatos espafnoles como Géngora y
Argote, y también rusos como Lermontov y Dostoievsky. Este ultimo inclusive utiliza
su tragica adiccién en su obra clasica El jugador. Es claro entonces que la atraccion

21



hacia los juegos de azar es una constante en la historia que toca a todos los niveles
sociales e intelectuales. De hecho en Espana en un estudio del 2007 se estima que el
2% de su poblacién es adicta a los juegos de azar (ludopatia) y alrededor de un 60 %
de estos son menores de 30 anos.

Esto justifica y, méds aun, nos incentiva a mantener el enfoque lidico como herra-
mienta docente para la ensenanza de las probabilidades, especialmente para jévenes.

Si nos remontamos a Aristoteles, este distingue tres tipos de causas o principios
en la existencia, movimiento y posesiéon de uno u otro rasgo, propiedad o caracteristica
de los seres:

1. por azar: algo puede existir y ocurrir como consecuencia del azar: los llama-
dos seres deformes o “monstruos de la naturaleza”, la piedra que cae y que
accidentalmente rompe una rama, etc...

2. por arte o técnica, como ocurre con cualquiera de nuestras maquinas y las
cosas que ellas hacen

3. por naturaleza, como los cuatro elementos, las plantas, los animales y sus
partes.

Durante la edad media hubo una gran actividad cientifica y artistica en Oriente
y el nombre de azar parece haber venido desde Siria a Europa. La flor de zahar, que
aparecia en los dados de la época podria ser el origen.

Sin embargo, el enfoque de la Teoria de Probabilidades que utilizamos hoy es
mucho mas reciente. Alrededor de 1640 en la sociedad francesa, los juegos de azar
comenzaron a ser extremadamente populares y no sujetos a restricciones legales. Ca-
da vez fueron surgiendo juegos mas complejos con cartas, dados y otros artefactos y
ademas se apostaban mayores sumas de dinero por lo que las casas de juego conside-
raron una necesidad el desarrollo de algin sistema para predecir sus ganancias.

Es por esto que los ejemplos clasicos para explicar la Teoria de Probabilidades
tienen que ver con los juegos de azar. Sin embargo, la utilidad actual de las probabili-
dades va mucho mas alld que resolver juegos de salén y para ser el alma de las fiestas
(al menos en los salones en la sociedad francesa del siglo XVII).

El primer libro sobre Teoria de la Probabilidades parece ser De Ludo Aleae de Gi-
rolamo Cardano (1501 - 1576) publicado recién en 1663 que estd basicamente dedicado
al juego de dados.

Se atribuye el origen de la formulacién de la primera teoria de las probabilida-
des a una disputa entre apostadores en el ano 1654, entre los cuales se encontraba
Antoine Gombaud el Chevalier de Méré caballero y asiduo apostador. El Chevalier
se contact6é con Blaise Pascal, conocido matematico francés, para que le ayudara a
discernir una aparente contradiccién en un popular juego de dados. El juego consistia
en lanzar un par de dados 24 veces. La pregunta era si valia la pena apostar a que
salia un doble seis, al menos una vez, en los 24 lanzamientos. La experiencia indicaba
que si era conveniente y por el contrario sus cédlculos le decian que no. Aparentemente
este y otros problemas planteados por el Chevalier, llevaron a Pascal a mantener un
fluido intercambio de correspondencia con Pierre de Fermat otro matematico francés.
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Este intercambio se considera como el origen de los principios de la Teoria de
las Probabilidades. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que, Pascal y Fermat no
desarrollaron mucho el campo. Seria Christian Huygens en 1657, quien, tras conocer
el tema a través de la correspondencia entre Pascal y Fermat, escribiria De Ratiociniis
in Ludo Aleae, el primer libro sobre el particular. Otras figuras que continuaron el
desarrollo de ese campo matemaético serian también Abraham de Moivre y Pierre-
Simon Laplace.

Durante el siglo 18 el interés por aplicar matematica a los juegos de azar se expan-
di6 rapidamente, siendo Jakob Bernoulli y Abraham de Moivre dos de los principales
precursores de este movimiento. Sin embargo, en esta época las probabilidades ya eran
aplicadas fuera del contexto de los juegos de azar. El Marqués de Condorcet (1743-
1794) lider politico durante la Revolucién Francesa estaba interesado en aplicar Teoria
de probabilidades a economia y politica. El realizaba calculos para obtener la probabi-
lidad de que un jurado, que decidiera por mayoria, tomara la decision correcta si cada
miembro del jurado tenia la misma probabilidad de tomarla independientemente.

JACOBI BERNOULLI,

Profefll Bafil. & utriufque Societ. Reg. Scientiar.
Gall. & Prufl: Sodal.
MatEMaricl CELESERRIMI

ARS CONJECTANDI,
OPUS POSTRUMUM.
Aeeedit
TRACTATUS
DE SERIEBUS INFINITIS,
EcErisroraGallict feripta

DE LUDO PILZE
RETICULARIS

BASILEZE,
Impenfis THURNISIORUM, Fratrum.
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Ficura 1.2. Portada de la obra de J. Bernoulli

En 1812 Pierre de Laplace publica su obra titulada Théorie Analytique des Pro-
babilités en la que introduce nuevas ideas y técnicas al calculo de las probabilidades.
Antes de Laplace la Teoria de Probabilidades era tan solo un andlisis matemé&tico de
los juegos de azar. Asi, Laplace extendi6 definitivamente el uso de las probabilidades
fuera del ambito de los juegos de azar. La Teoria de Errores y la Mecanica Estadistica
son algunos ejemplos.
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En 1894, Karl Pearson analizé un gran ntimero de resultados de una determinada
ruleta no justa (con distribucién no uniforme) y sugirié utilizar los casinos como un
laboratorio aplicado de Teoria de Probabilidades para realizar experimentos, lo que
lo condujo a descubrir la prueba Chi-Cuadrado de independencia.

Una de las mayores dificultades para desarrollar una teoria de las probabilidades,
es obtener una definicion que sea a la vez mateméticamente consistente y con la
simpleza necesaria para ser aplicada a una gran variedad de situaciones. Esta biisqueda
tomé mas de tres siglos y estuvo marcada por mucha controversia.

De hecho, grandes mateméaticos cometieron errores, que en nuestros dias se con-
siderarfan de principiante. Por ejemplo, Jean le Rond D¢ Alembert (1717-1783) (uno
de los autores de la famosa Enciclopedia Francesa) al responder la pregunta; jcon
que probabilidad una moneda que se tira dos veces, por lo menos una vez cae en
sello? entregd como respuesta % El matematico consideraba que hay tinicamente tres
resultados posibles, dos sellos, 1 sello y una cara o 2 caras y un caso no favorable. D
Alambert no tuvo en cuenta que los tres resultados posibles no eran igualmente pro-
bables!! (La respuesta correcta es % como aprenderan facilmente los lectores de esta
monografia). Hemos resaltado este ejemplo, porque este tipo de errores provienen de
plantear la ensenanza de las probabilidades como una aplicacién de la combinatoria,
al considerar como la férmula de probabilidad el cociente de favorables sobre posibles,
que es algo que pretendemos evitar en este texto.

Esta génesis es la que habitualmente se considera como el origen de la teoria de
probabilidades, pero lo cierto es que en esa misma época, en la Madre Rusia florecia
una escuela matemaética que finalmente haria muchas de las contribuciones funda-
mentales a la Teoria de Probabilidades, que estd plasmada en muchos de los nombres
que utilizamos actualmente para grandes resultados. El primer libro de probabilida-
des en ruso fue escrito por Viktor Buniakovski (1804-1889) y no es posible dejar de
mencionar a Pafnuty Tchébychev (1821-1894) que, ademds de su famosa desigualdad,
generaliz6 la Ley de Grandes Nimeros y a Sergei Michailovich Liapunov (1857-1918)
creador de la primera demostraciéon del Teorema Central del Limite para Variables
Aleatorias Independientes. Andrei Andreyevich Markov (1856-1922) extendié los do-
minios de aplicacién de la Ley de los Grandes Numeros y el Teorema Central del
Limite y fue el creador de la nocién de Proceso Estocéstico.

Para finales del siglo XIX la teoria de probabilidades y el concepto de azar se
habian transformado en temas polémicos por su alto potencial matematico. Mu-
chos matematicos volvian a plantearse preguntas fundamentales. Poincaré en su libro
Science et Méthode planteaba que la nocién de azar no se debe tanto a nuestra igno-
rancia como a una falta de soporte empirico. Estas reflexiones estaban motivadas por
la discusion fundamental entre determinismo e indeterminismo levantada por la crisis
de la Fisica de los primeros afios del siglo XX.

En el Segundo Congreso Internacional de Matematicas (Parfs 1900) David Hilbert
planteé 23 problemas a sus colegas matematicos. Entre esos problemas, el sexto,
solicitaba encontrar una base axiomatica que permitiese deducir todas las teorias
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fisicas y los fendmenos aleatorios o dependientes del azar. Textualmente (aparte de su
traduccién): “Las investigaciones sobre los fundamentos de la geometria sugieren el
problema: Tratar de la misma manera, por medio de axiomas, aquellas ciencias fisicas
en las cuales las matematicas juegan una parte importante; en primer lugar estéan la
teorfa de probabilidades y la mecanica.”

Muchos mateméticos destacados como Kolmogorov y von Neumann dedicaron
gran parte de su carrera académica al estudio de las probabilidades. Finalmente en
1933, fue la monografia del matemdtico ruso Andrei Kolgomorov (traducida al inglés
en 1950), titulada Foundations of Probability Theory, la que nos dio la axiomatica que
es la base de la teoria moderna de las probabilidades.

Todo este desarrollo de modelos mateméticos del azar ha consolidado la Teoria de
Probabilidades y sus disciplinas relacionadas (teorfa ergédica, teoria de la informacién,
teoria de procesos estocdsticos entre otras) que permiten la construccién del Analisis
Estocastico en el curso del presente siglo.

Es so6lo después de la mitad del siglo XX, y a partir de los anos 1970, que la Teoria
de Probabilidades se ensena como parte de todas las carreras profesionales vigentes
hoy en dia. En la actualidad su conocimiento se exige practicamente en todos los
estudios de postgrado de Ingenierfa, Ciencias de la Salud e incluso en Ciencias Sociales.

En gran parte del mundo las probabilidades forman, incluso, parte del programa
de estudios tanto en Educacion Béasica como Media. Sin embargo, son pocas las carre-
ras de Pedagogia en Matemadticas en nuestro pais que tienen una formacion sélida en
probabilidades. En muchos casos existe un sélo curso, y a veces electivo, en el area de
probabilidades que en la mayoria de las veces también se usa para ensenar estadistica.
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Capitulo 2: ;Qué es el Azar?

Existen libros completos que se dedican a examinar la buena definicién de azar y sus
consecuencias epistemoldgicas y filoséficas. En nuestro caso vamos a definir el azar de
la manera maés simple y til que nos sea posible. De manera general vamos a cuantificar
el azar segun la falta de informacion. Es decir, mientras menos informacién se tenga
mayor serd el azar. En palabras de Henri Poincaré: “El azar es una medida de nuestra
ignorancia.”

Un Evento Aleatorio (£) es cualquier operacidn, ya sea real o ficticia, que entre-
ga uno o mas resultados distinguibles y conocidos. A pesar del nombre, un Evento
Aleatorio no tiene porque tener una naturaleza aleatoria en el sentido castellano del
término. La real academia define aleatorio como “Perteneciente o relativo al juego de
azar” o bien “Dependiente de algun suceso fortuito” y por otro lado define azar como
“Casualidad, caso fortuito”.

La falta de informacién no necesariamente proviene exclusivamente del evento.
El observador es la otra causa principal y, por tanto, el evento en si podria ser com-
pletamente no aleatorio, siendo el azar exclusiva responsabilidad del observador. Una
primera consecuencia importante de esta observacién, es que nuestra representacion
de un Evento Aleatorio puede evolucionar al incorporar nueva informacién del Evento
Aleatorio o la percepcién y/o cambio del observador.

En vista y considerando lo anterior, los Eventos Aleatorios no aparecen sélo en el
ambito de los juegos de azar y de hecho su utilidad ha demostrado ser fundamental
en diversas areas del conocimiento. En palabras del gran Laplace: “Es un hecho des-
tacable que una ciencia que empez6 analizando juegos de azar acabe convirtiéndose
en el mas importante objeto del conocimiento humano.”

Virtualmente, cualquier situacién que se pueda representar como una lista de
resultados posibles es un Evento Aleatorio. Invito a los lectores a pensar en una
situacién de interés que no pueda ser representada de este modo. Como decia el
filésofo griego Demdcrito de Abdera: “Todo lo que existe en el universo es fruto del
azar y de la necesidad.”

Mas que una disciplina en particular, es una nueva manera de analizar cualquier
fenémeno y por tanto no tiene limitaciones en su campo de aplicaciéon. Por otro lado,
es verdad que su utilidad es limitada y esta subordinada a la habilidad de cuantificar
y utilizar la falta de informaciéon disponible. Un modelo que no tiene utilidad no
tiene sentido. De otro modo no podriamos defendernos de los dichos de Bertrand
Russell: “;Cémo osamos hablar de leyes del azar?, jno es, acaso, el azar la antitesis
de cualquier ley?.”
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Nuestra visién contrasta un poco con las ideas establecidas sobre cuando se debe
utilizar el cdlculo de probabilidades. Como Descartes decia: “Es una verdad muy cierta
que, cuando no esté a nuestro alcance determinar lo que es verdad, deberemos seguir
lo que es més probable.”

Es decir, apliquemos las probabilidades cuando no tengamos otra alternativa. Es
un hecho que en nuestros dias esta posicién es insostenible. Con la apariciéon de la
mecdanica cudntica, por ejemplo, hubo gran oposicion a la idea de incorporar célculos
probabilistas. Como dijo Einstein en una de sus citas més racistas, a mi parecer: “Dios
no juega a los dados.”

La respuesta de Stephen Hawking a esta cita me parece lapidaria y aplastante:
“Dios no solo juega a los dados sino que a veces los lanza donde no los podemos ver.”

El problema entonces no es modelar como un Evento Aleatorio sino cémo obtener
la informacién cuantitativa necesaria para que este enfoque nos sea de utilidad.

Quisiera terminar citando a un gran cientifico nacional, Servet Martinez: “El
completo azar a nivel microscépico, es lo que nos permite tener leyes deterministas a
nivel macroscépico.”

2.1 Presentacién

En este capitulo vamos a formalizar el concepto de Azar como falta de informacion.
Cualquier experimento que permite obtener una lista de resultados posibles, sin saber
cual de ellos ocurrird en cada realizacién, se considera como un FEwento Aleatorio.
Entonces, cualquier experimento se puede considerar aleatorio pero, la falta de in-
formacion es relativa al observador y podria variar de una realizacién a otra para
él.

Si consideramos el caso de listas finitas de resultados posibles (que llamaremos
Caso Discreto) lo que primero distingue a dos representaciones de Eventos Aleatorios
es el conjunto de resultados posibles. Si los resultados posibles son los mismos, en-
tonces el segundo y ltimo factor de distincion es la estimacién que se tiene de cudn
posible es obtener cada uno de ellos. Dos Eventos Aleatorios representados de esta
manera, no son distinguibles, si tienen los mismos resultados posibles y es tan factible
obtener cada uno de ellos.

La representacion discreta de un Evento Aleatorio se puede efectuar en un Disco
o Ruleta con una cantidad finita de regiones con etiquetas que representan dichos
resultados. La proporcién de arco de cada region es una medida de cuan posible es
obtener ese valor en particular. Una realizacién del Evento Aleatorio serd una aguja
que gira y el resultado obtenido serd el indicado por la regién donde se detuvo la
aguja.

Este enfoque permite construir un simulador del fenémeno de manera concreta y
simple. Sin embargo, para realizar ciertos calculos, veremos que es mejor otra repre-
sentacién como una tabla de dos filas en que los resultados posibles estan en la primera
fila y la proporcién de perimetro de la regién asociada esta en la segunda fila. Al con-
siderar la combinacién de més de un Evento Aleatorio en el caso discreto, veremos
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que resulta de utilidad representarlos como un arbol. Estudiaremos como construir
cada una de estas representaciones a partir de cualquier otra o del evento original.
Con estas herramientas resolveremos diversos problemas y deduciremos la mayoria de
las propiedades basicas de la Teoria de Probabilidades para el caso discreto.

2.2 Espacio Muestral

Frente a un Evento Aleatorio, lo primero a definir es la lista de resultados posibles
distinguibles por el observador. A esta lista la llamaremos Espacio Muestral. Mientras
mayor sea la cantidad de elementos del Espacio Muestral mayor sera la falta de
informacion (es decir el azar). En el caso de una cantidad finita de resultados posibles
se habla de un Espacio Muestral Discreto.

Los ejemplos clasicos de Espacios Muestrales Discretos provienen de los juegos de
azar, por ejemplo, cara o sello como valor de la cara superior al lanzar una moneda. El
tiempo de vida de una ampolleta (o una persona, en una versién més trégica) resulta
no ser discreto puesto que puede ser cualquier niimero real positivo.

En una definicién més formal, el Espacio Muestral se representard como un con-
junto y se utilizara toda la estructura de la Teoria de Conjuntos para dar definiciones,
demostrar propiedades y realizar calculos.

Un mismo Evento Aleatorio puede dar pie a distintos Espacios Muestrales que,
inclusive, podrian ser en algunos casos discretos y en otros no. Esto resulta ser extre-
madamente importante y muchas veces no queda tan claro. Por ejemplo, un clédsico de
los juegos de azar es lanzar un dado. El Evento Aleatorio es el lanzamiento del dado.
Se asume que es evidente que lo relevante de este Evento es el valor que se observa
en la cara superior del dado al dejar de rodar. Es decir, el Espacio Muestral Discreto
que estd formado por los nimeros del 1 al 6. Esto porque en nuestra cultura es lo que
habitualmente interesa en los juegos de dados. Es posible que en otras culturas y/o
aplicaciones se considere otra caracteristica del experimento, que podria ser inclusive
un Espacio Muestral infinito.

Determinar el Espacio Muestral correcto puede resultar mas dificil de lo que
parece. Del ejemplo anterior queda claro que el Evento por si solo no permite definir
el Espacio Muestral. Es necesario determinar el interés en el Evento Aleatorio para
poder definir el Espacio Muestral adecuado. Por ejemplo, en el caso del dado, ganar
el juego depende del nimero de la cara superior, esos nimeros formarén el Espacio.

Es fundamental entender la importancia de seleccionar un Espacio Muestral. Este
es el primer paso para Modelar nuestro Evento Aleatorio y para esto se debe tener un
objetivo claro. No se modela por el puro placer intelectual de hacerlo. Una manera
tradicional de fijar el objetivo consiste en decidir qué tipo de preguntas son las que
se quiere responder. Volviendo a nuestro ejemplo del lanzamiento del dado. Es muy
diferente modelar pensando en preguntas del estilo, cual es la probabilidad de obtener
un seis? que modelar pensando en, ;cudl es la probabilidad que el dado ruede por mas
de 5 segundos?.
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Por desgracia, tener claro el objetivo tampoco define por completo el Espacio
Muestral. Un ejemplo clasico, que mencionamos en la historia de las probabilidades,
proviene de considerar el Evento Aleatorio de lanzar una moneda dos veces. Podemos
considerar como resultados posibles el niimero de caras obtenidas lo que nos da 0, 1 o
2 o bien la lista de resultados que nos da cara-cara, cara-sello, sello-cara y sello-sello.
Ambos Espacios Muestrales son adecuados para responder preguntas, por ejemplo,
respecto a cuales son las posibilidades de obtener dos caras seguidas. Veremos, sin
embargo, que al momento de cuantificar cudn probables son los resultados posibles,
el que aparentemente es més directo para resolver el problema, es decir, el niimero
de caras obtenidas, no es el méas adecuado puesto que es mas natural cuantificar los
resultados posibles para el otro caso.

2.2.1 El Problema de las 12 Monedas

Es sorprendente la cantidad de informacién que se puede obtener tan solo consideran-
do la nocién de Espacio Muestral; Por ejemplo, consideremos el Evento Aleatorio con
una bolsa con 12 monedas de las cuales una es falsa ( la tinica manera de distinguirla
es que su peso es significativamente distinto del de las otras). Si se nos da una balanza
de contrapeso, la pregunta a resolver es la cantidad minima de veces que podemos
utilizar la balanza para determinar la moneda falsa. Este es un problema cuyo origen
se pierde en la historia, pero que resulta ser un clasico como problema de ingenio; Ha
sido resuelto de multiples maneras por ilustres personajes entre los que destacamos a
Martin Gardner.

El Espacio Muestral natural para encontrar la moneda falsa son 12 resultados
posibles, uno por cada moneda. Si utilizamos la balanza una sola vez, sélo obtenemos
3 resultados distinguibles que corresponden a cuando el lado izquierdo de la balanza
pesa mas, menos o igual que el lado derecho. Es claro que el nimero de posibilidades
no alcanza para obtener una respuesta a nuestro problema, no es posible decidir entre
12 posibilidades utilizando 3. Si usamos la balanza 2 veces, el nimero de resultados
posibles serd 3 -3 = 9, que todavia no es suficiente. Al usarla 3 veces, obtenemos
3-3-3 =27. Por lo tanto, la conclusién es que al menos se debe utilizar la balanza 3
veces para encontrar la moneda falsa.

Si sélo utilizamos 2 resultados posibles por cada uso de la balanza, por ejemplo,
si ambos lados pesan igual o distinto necesitaremos utilizarla 4 veces en vez de 3!!.

Es importante aclarar que no hemos resuelto el problema (ni estamos cerca de
hacerlo) pero si, hemos sido capaces de determinar que la balanza debe ser utilizada
al menos 3 veces en un caso y 4 veces en el otro, considerando sélo el concepto de
Espacio Muestral como herramienta. Si no fuese posible resolver el problema con 3
usos de la balanza esto, quiere decir que la informacién 1til por cada uso de la balanza
no es 3 sino tan solo 2.
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2.3 Probabilidad sobre el Espacio Muestral

Recordemos una vez mas que un Evento Aleatorio no tiene porque tener una natu-
raleza ladica o aleatoria. El azar muchas veces se manifiesta exclusivamente por la
falta de informacion del observador. La primera diferenciacién entre dos o méas Even-
tos Aleatorios corresponde al Espacio Muestral asignado. Sin embargo, atn si dos
Eventos Aleatorios tienen el mismo Espacio Muestral esto no los identifica como uno
solo.

El siguiente paso para determinar un Evento Aleatorio corresponde a cuantificar
cuan factibles son cada uno de los resultados posibles. En el caso de Espacios Mues-
trales Discretos, la tradicion corresponde a asociar a cada resultado un valor numérico
positivo entre 0 y 1. Mientras méas pequeno el valor asociado, menos probable es que
ese resultado ocurra en una realizacién del Evento Aleatorio. Entonces el valor 0 indi-
ca que este resultado es casi imposible (aunque no imposible) y el valor 1 lo contrario,
es decir, que es casi imposible que no ocurra.

Por ejemplo, el resultado de un partido de fitbol o de una eleccién no es alea-
torio después de finalizado el partido o de realizada la votacién. Sin embargo, para
un observador que no pudo ver el partido o antes de que los votos sean contados,
esto si serd un Evento Aleatorio. El azar en estos casos depende exclusivamente del
observador y por tanto, puede cambiar de acuerdo a la informacién de la que dispone
dicho observador.

Un observador completamente desinformado y sin ideas preconcebidas, natural-
mente asignara la misma opciéon de ganar a cada candidato o equipo. Un hincha
de corazén al igual que un miembro fanatico de alguna colectividad politica, asig-
nard una posibilidad nula a que su favorito pierda. Un observador més informado y
realista podra considerar las estadisticas recientes disponibles. Esto podria incluir, en
el caso del partido de futbol, los resultados de los ultimos partidos jugados de cada
equipo o de los tltimos encuentros entre estos dos equipos en particular en toda su
historia. En el caso de una eleccién se podria considerar las encuestas previas a las
elecciones o la cantidad de inscritos en los partidos que apoyan a cada uno de los
candidatos. Las fuentes de informacién para cuantificar los resultados posibles son
infinitas y en algunos casos pueden parecer completamente absurdas en nuestra cul-
tura (por ejemplo visiones, suenos o predicciones astrales). Validar la confiabilidad, o
veracidad, de la cuantificacién escogida no corresponde a este trabajo, dado que eso
corresponde més al area de la Estadistica. Lo inico que nos importa de la fuente de
informacion es que se pueda traducir en una cuantificacién de los resultados posibles
del Espacio Muestral escogido.

Una vez decidida la asignacién inicial, corresponde observar para incorporar nueva
informacién que permita mejorar el modelo de la mejor forma posible. Por ejemplo,
el marcador del medio tiempo o una cuenta parcial de votos pueden modificar la
manera de cuantificar los resultados posibles. Lo ideal es encontrar una manera de
incorporar esta nueva informacién a la ya existente y no comenzar todo de nuevo.
Es esta necesidad la que produce las reglas del calculo de probabilidades que vamos
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a discutir en este trabajo. Como siempre digo, la idea de las matemaéticas es lograr
trabajar lo menos posible para lograr el objetivo. En general, pensar primero y calcular
después, tiende a ser mas productivo en este sentido que calcular adivinando con
la esperanza de tropezar con la respuesta correcta. No hay que olvidar nunca que
pretendemos guiarnos por el sentido comin para traducirlo en calculos.

En ciertas tribus africanas se tenia la creencia que tocar los tambores al amanecer
era lo que causaba que el sol saliera cada mafiana. El riesgo de que esto fuese posible
aunque poco probable, impedia que dejaran de realizar este ritual dia tras dia para
verificar esta hipdtesis. En nuestra cultura esto parece ridiculo, pero no lo es mas que
jugar a la ruleta rusa o comprar un boleto de loteria con la esperanza de ser millonario
algin dia.

En la literatura clésica, se reconocen tres estilos bésicos de asignacion inicial de
probabilidad, que enunciamos a continuacién. Lo cierto es que, en nuestro caso, nos
vamos a concentrar en uno de ellos.

2.3.1 Enfoque a Priori

Comenzamos con el Enfoque Cldsico o A Priori (del latin “lo que viene antes de”).
Se define como “una cuantificacién obtenida a través de un andlisis l6gico de la in-
formacion disponible del Evento Aleatorio”. Este trabajo pretende principalmente
desarrollar las habilidades necesarias para poder utilizar todo el potencial de esta
filosofia de cuantificar las probabilidades.

En el caso de absoluta falta de informacién sobre el Evento Aleatorio (aparte
del Espacio Muestral) este enfoque nos lleva a asignar a cada resultado posible, la
misma opcién que cualquier otro (esto se justifica normalmente por simetria). En el
caso discreto esto quiere decir que si tenemos n resultados posibles cada uno tiene

1
una probabilidad de —. Es decir, la probabilidad de que alguna situacién ocurra se

reduce a la férmula dg favorables sobre posibles, que muchos autores llaman la Regla
de Laplace. Esto, a veces se confunde, con la regla general de este enfoque y, en al-
gunos libros, inclusive lo definen de esta manera. Como los lectores comprenderdn a
estas alturas, asumir esto como herramienta para desarrollar la intuicién tiene conse-
cuencias nefastas dado que se basa en la absoluta falta de informacién. Regresemos
a un ejemplo, que entregamos en nuestro breve recuento histérico, para aclarar lo
expresado. ;Cudl es la posibilidad de que una moneda que se lanza dos veces, por
lo menos una vez caiga sello?. Los resultados posibles pueden ser 3 o 4 segin como
razonemos. Si pensamos en el nimero de sellos obtenidos tenemos 0, 1 0 2 y por tanto,

sin mayor informacién, respondemos una probabilidad de —. Pero si consideramos los
4 resultados “reales” tendremos 4, es decir ce, ¢s, scy ss (donde c es cara y s es sello)
por lo que, sin mayor informacién, respondemos 1 Esto nos presenta una aparente

paradoja, puesto que dos razonamientos correctos producen resultados distintos.
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Lo cierto es que existe un razonamiento injustificado en la asignacion de las pro-
babilidades en el primer caso (no un error en seleccionar un Espacio Muestral de 3
resultados posibles!!). No es razonable asumir que 0, 1 o 2 sellos son igualmente pro-
bables, puesto que sélo un resultado permite no obtener sellos (2 caras seguidas) y; 1
sello se puede lograr con una cara y un sello (y al revés) y, 2 sellos (una vez més de
una sola manera). Entonces las probabilidades de 0 y 2 sellos debieran ser la mitad de

1 1
la probabilidad de obtener 1 sello. Es decir 7 para Oy2y 5 para 1 sello si queremos

suma total 1. Entonces la probabilidad de obtener al menos 1 sello coincide con la
respuesta obtenida con el segundo Espacio Muestral de 4 resultados.

A juicio del autor, la gran mayoria de las paradojas, y las que mas confusion pro-
ducen entre los aprendices de probabilidades, son consecuencia de esta simplificacién.
Este tipo de paradojas son en realidad solo un resultado contraintuitivo si basamos
nuestra intuicién en la Regla de Laplace. Es lamentable constatar que este método
se usa poco correctamente, a pesar de que tiene enormes ventajas en la comprensién
y ensenanza de la disciplina y no es mucho mds complejo de utilizar. Otra ventaja
adicional que se obtiene al potenciar este enfoque es el desarrollo de habilidades de
razonamiento légico que son necesarias e inevitables para la cuantificacién de los re-
sultados posibles. A veces me pregunto si evitar el aprendizaje de estas habilidades
con el loable objetivo de hacer el aprendizaje mas fécil, fue lo que llevé a considerar
la ensenanza solo con el caso equiprobable.

2.3.2 La Paradoja de Simpson

Un ejemplo famoso de estas falsas paradojas se conoce como la Paradoja de Simpson.
El planteamiento 16gico del problema es bastante simple, pero he preferido dar un
versién real de aplicacién de esta mala comprension de las probabilidades.

En los anos 70 la Divisién de Admisién de la Universidad de Berkeley en el estado
de california, realizé un estudio para comprobar un reclamo de practicas discrimina-
torias en la admisién respecto al género (para detalles ver la revista Science, vol 187,
Pag. 398-404, 1975, Bickel, Hammel y O’Connell).

La informacién disponible indicaba que 8442 hombres y 4321 mujeres postularon
en admisién; El 44 % de los hombres fueron admitidos y solo el 35% de las mujeres.
Esto parecia apoyar el reclamo e indicaba una discriminacién hacia el género femenino.

Sin embargo, el descomponer estos datos con un poco mas de informacién, los
investigadores (que eran dos estadisticos y un decano) se encontraron con resultados
inesperados. Reemplazando los nombres de los departamentos por las letras A,B, C,D,
E y F y los datos de admisién (total de alumnos y porcentaje admitido para cada
género) para los 6 departamentos con mads ingreso, se obtenfa:
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Hombres Mujeres

Dep.  Total %Ad. | Total %Ad.
A 825 62 108 82
B 560 63 25 68
C 325 37 5938 34
D 417 33 375 35
E 191 28 393 24
F 373 6 341 7

Tot. 2691 45 7180 33

En este grupo més reducido los resultados apoyan de manera més aplastante el
reclamo, puesto que el porcentaje de admisién de hombres es de un 45 % y de mujeres
de un 33 %. Sin embargo, la conclusién al analizar cada departamento por separado
es diferente. En efecto, existe una fuerte discriminacién hacia el género masculino
en el departamento A y hay un mayor porcentaje de admisién de mujeres en los
departamentos B, D y F, siendo la diferencia en los departamentos C' y E poco
significativa a favor del género masculino. Encontramos entonces, dos razonamientos
correctos, que llevan a conclusiones opuestas. Por lo tanto, tenemos una paradoja.

Para explicar de manera més sencilla esta situacién consideremos un segundo
ejemplo con datos reales. El mejor bateador de una temporada de béisbol, es aquel
que tiene el mejor porcentaje de hits (golpes conectados) sobre el total de lanzamientos
que ha jugado. Los rendimientos de los dos mejores bateadores en los anos 1989 y 1990,
Dave Justice y Andy Van Slyke fueron los siguientes:

Dave Justice Andy Van Slyke
Ano | Hits Total Hits/Total | Hits Total Hits/Total
1989 | 12 51 0,235 113 476 0,237
1990 | 124 439 0,282 140 493 0,284
Total | 136 490 0,278 253 969 0,261

La paradoja en este caso consiste en constatar que el ganador de las temporadas
1989 y 1990, no es el ganador si se consideran las dos temporadas como una sola gran
temporada, en cuyo caso el ganador resultar ser el otro bateador. Parece absurdo
constatar que si en ambas temporadas el promedio de hits de un jugador es superior
al de otro, en el promedio de ambas temporadas esto se invierte.

Esto nos parece contradictorio, solo por el hecho que en el caso equiprobable esto
es imposible. El promedio de cada bateador se obtiene como el promedio ponderado
de los promedios de ambas temporadas es decir:

Si los ponderadores fueran todos iguales, esto seria aritméticamente imposible
puesto que:
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51 439

0,278 = 0,235 -—— 0,282 -—

’ ’_ 490 + ” 490
\ A A

476 493

0,261 = 0,237 -— 0,284 -—

’ ’ 490 +0, 969

Ficura 2.1. Paradoja de Promedios Ponderados

1 1 1 1
0235 < 0,237 y 0,282 < 0,284 = £0.235 + 50,282 < 50,237 + 50,284,

2.3.3 Enfoque Empirico

Proseguimos con el Enfoque Cldsico Empirico, que consiste en cuantificar los resulta-
dos posibles, en el mismo espiritu de la Regla de Laplace. En esta situacion se utiliza la
informacién disponible, de realizaciones anteriores, del Evento Aleatorio. Se considera
la opcién de cada resultado posible, como el cociente entre las veces que el resultado
ha ocurrido sobre el total de realizaciones del Evento. Este cociente usualmente se
llama la frecuencia relativa de dicho resultado. En nuestro enfoque, este es el siguien-
te que incorpora informacién aparte del Espacio Muestral, considerando como nueva
fuente de informacion la experiencia de diversas realizaciones. Esta manera de asignar
probabilidades se explota mas en el area de la Estadistica que en nuestro contexto de
aprendizaje de la Teoria Basica de Probabilidades.

Existe una justificacién matematica formal, que explica y justifica, por qué esta
asignacién resulta ser adecuada para cierta clase de Eventos Aleatorios. Por desgracia,
no tenemos en este instante el nivel de formalismo y conocimientos que se requieren.
A pesar de ello algo podemos decir de manera informal y, apelando a la intuicién del
lector.

Primero, es evidente que esta informacién es mas precisa y util mientras mayor

sea el niimero de realizaciones del Evento. En particular con 1 realizacién la frecuencia
2

33 ol = 3Y asi sucesivamente. Es por
tanto de utilidad disponer de una cantidad importante de realizaciones del Evento,
respecto a la cantidad de resultados posibles. Recordemos el espiritu del andlisis del
problema de la moneda falsa. No serd de mucha utilidad, tener 3 realizaciones de un
evento, como fuente de informacion, si los resultados posibles son 12.

Segundo, este proceso tiene una tendencia a centrarse en torno a un valor (con-

verger, en términos mds mateméticos). En efecto, si consideramos n realizaciones con,

relativa solo puede ser 1 o 0 y con 2 solo

k
digamos, k resultados favorables (es decir una frecuencia relativa de —) y, obtenemos

informacién de otra realizacién la frecuencia relativa actualizada solo puede tomar los
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(ver ecuacién 2.1 para la deduccién).

valores Es decir, la frecuencia relativa siguiente difiere a lo mas en

n+1
ko k+1 kE-(n+1)—(k+1)-n n—k 1
(2.1) - — = = <
n n+l n(n+1) nn+1) " n+1
kook (n+1)—n k 1
. —_ — . = < .
(22) n n—|—1‘ K n(n+1) nn+1) " n+1

1 -
Dado que 1 se hace més pequeno, cuando n aumenta, este cociente cambia
n

cada vez menos y en muchos casos tiende a estabilizarse en torno a un valor limite. Hay
una sutileza matematica que hace que nuestro argumento no garantice la convergencia,
aunque intuitivamente nos parezca que debe ser asi. No olvidemos que, la convergencia
de esta secuencia de frecuencias (bajo hipétesis adicionales) es uno de los grandes
Teoremas en probabilidades, llamado la Ley de los Grandes Numeros.

Por ltimo, es claro que el orden en que incorporamos las realizaciones no es im-
portante (es decir, son intercambiables), puesto que la frecuencia relativa se mantiene
igual ante estos cambios. Esto quiere decir que, esto es sélo aplicable, cuando el orden
de las realizaciones no cambia la informacién de cuén probable es que ocurran los
resultados posibles en cada etapa. Esto se relaciona con el concepto de independencia
que trataremos mas adelante.

En general este tipo de enfoque se aplica en situaciones como miltiples lanza-
mientos de una moneda, dado u otro objeto lidico; En esta situacién parece acep-
table asumir lo anterior. Sin embargo, veremos que una ligera modificacion de las
condiciones (ejemplo 3.1) nos lleva a conclusiones erradas. Entonces para determinar
la probabilidad de que un jugador gane un partido contra una maquina por ejemplo
este enfoque no es aplicable, a menos que supongamos que la experiencia adquirida
por la persona en cada juego es nula.

Un razonamiento clasico y de gran polémica, utilizando informacién de realizacio-
nes previas, lo realizé Pascal al enunciar su famosa Regla de la Sucesion que se puede
enunciar, informalmente, como sigue; si lo tnico que se sabe de un evento es que ha

. . . o n+1
ocurrido n veces seguidas, la probabilidad de que ocurra de nuevo serd > (esta
n

deduccidén no es tan directa y no la vamos a explicar). Con esto Pascal estimé que la

- . - 1826213 4+ 1
probabilidad de que saliera el Sol manana era 182621352 0,9999995. En nuestros

dias esta estimacion estd ain maés cercana a 1 todavial.
2.3.4 Enfoque Subjetivo

El dltimo caso a considerar se denomina Probabilidad Subjetiva que se define como “la
cuantificacion que se obtiene por el juicio subjetivo de un observador determinado”; en
este caso no es necesario ningun tipo de légica, o justificacion, en la asignacién. Al igual
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que el Enfoque Empirico éste resulta de mucha utilidad en el area de la Estadistica,
porque permite incorporar informacién de “expertos” que no tienen necesariamente
un razonamiento légico o empirico que justifique su decisién.

2.4 Caracterizando Eventos Aleatorios

En nuestro contexto un Modelo de un Evento Aleatorio consiste en tan solo dos
elementos.

1. Espacio Muestral.
2. Cuantificacién de cuan posible es cada uno de los resultados respecto a los
demas.

En el caso de Espacios Muestrales Discretos la cuantificacién resulta ser bastante
simple. Consiste simplemente en cuantificar cuan factible es cada uno, de los valores
posibles, respecto a los demas.

2.4.1 Espacios Muestrales Infinitos

A pesar de que esto no serd tratado en este texto, es importante aclarar que cuanti-
ficar la probabilidad de cada uno de los resultados posibles, en el caso de un Espacio
Muestral infinito no permite construir un modelo consistente. Por ejemplo, considere-
mos un numero natural cualquiera, al azar. Si no tenemos més informacion, todos los
numeros debieran tener la misma probabilidad. Ahora bien, dado que la suma total es
1 entonces ningun valor positivo nos sirve puesto que la suma seria infinita y si el valor
es 0 tampoco, puesto que entonces la suma nos daria 0 y no 1. De hecho, es imposible
modelar este Evento Aleatorio. Esto s6lo lo podremos explicar con la axiomaética de
Teoria de Probabilidades que introduciremos en el dltimo Capitulo, que, ademas per-
mite tratar Espacios Muestrales infinitos con el mismo tipo de reglas y cédlculos que
vamos a deducir y utilizar en el caso Discreto. Esta es una de las razones principales
por la que se introduce esta formalizacién.

2.4.2 Identificando Eventos Aleatorios

Si tenemos dos Eventos Aleatorios de naturaleza completamente distinta, pero que
se codifican con el mismo Espacio Muestral y para los cuales es igualmente probable
obtener cualquier valor, serdn para nosotros indistinguibles. Esta es la fundacién de
nuestro Modelo. Realizar esta asociacién produce una reduccién dréstica de infor-
macién. Sin embargo, esto resulta ser extremadamente practico puesto que podemos
simular cualquier par de Eventos no distinguibles utilizando al otro.

Resumiendo entonces, para el caso de Espacios Muestrales Discretos, la manera
de caracterizarlos es una lista de resultados posibles indicando para cada uno de ellos
la posibilidad de ocurrir. Tradicionalmente se introducen argumentos combinatorios
para especificar estas posibilidades. En esta monografia vamos a posponer un poco
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estos argumentos para entregar uno mas general y grafico, que, ademas, nos permi-
te simular. La idea de simulacién serd nuestra herramienta principal de intuicién y
deduccién de las reglas de la Teoria de Probabilidades.

2.5 Disco Basico

Basados en la discusién de la seccién precedente, resulta claro que es posible repre-
sentar cualquier Evento Aleatorio Discreto con un disco con una flecha que gira. Este
Disco Aleatorio estara divido en una cantidad finita de regiones etiquetadas acorde
al Espacio Muestral. Una manera simple de construir esta herramienta para poder
simular fisicamente, es un disco circular tipo ruleta dividido en regiones similares a
las obtenidas al cortar una torta de cumpleafios (ver figura 2.2).

Espacio Muestral

qe c/d{ \E‘

FIGURA 2.2. Disco Baésico

Una realizacién del Evento Aleatorio a través del Modelo se obtiene girando la
flecha en torno al centro del Disco. No se tiene control alguno sobre el destino final de
la flecha mas que el hecho de saber que se detendra en algin momento. El resultado
del Evento Aleatorio serd la etiqueta de la regién en que la punta de la flecha se
detuvo.

Un Espacio Muestral Discreto también se puede representar como un arbol que
tiene ramas que llevan a cada resultado posible (ver figura 2.2). Una realizacién del
Evento Aleatorio, ahora, consiste en seleccionar una de las ramas posibles. Por el
momento esto no resulta ser muy interesante, pero mas adelante, cuando consideremos
mds de un Evento Aleatorio, su utilidad quedara de manifiesto.

Volviendo al disco, la comparacién de los arcos de las regiones, es, naturalmente,
la que cuantifica cudnto mas probable es un resultado que otro. En efecto, mientras
mas grande es el arco de una regién respecto de las demas, mas probable serd obtener
ese valor por sobre los otros. De hecho, es bastante intuitivo que esta asociacién es
lineal. Es decir, si el arco de una regién se amplifica al doble, entonces serd doblemente
mas probable que la flecha se detenga en esa regién y lo mismo para cualquier otro
ponderador.
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Es preferible considerar el area de la regiéon como magnitud, que el arco, puesto
que resulta mas intuitivo y facil de visualizar. Esto no cambia nada puesto que el arco
es proporcional al area de la regién.

L

7 N

L=Oxr

FIicura 2.3. Arco de Circulo

Es un ejercicio sencillo probar que el area de una regién es proporcional al arco
exterior de la misma. El arco de una regién dividido por el radio del circulo es el angulo
en radianes de dicho arco (ver figura 2.3). Por otro lado, el drea de un sector circular
es el producto del angulo en radianes por el cuadrado del radio del circulo dividido
por 2; por tanto estas dos cantidades son proporcionales. En lenguaje matematico si
llamamos S al area del sector circular, L al arco y 6 el angulo en radianes del arco
tendremos que:

(2.3) S:%r2'9,L:r-0:>S:%r2~

=p
2

L r
r

Siendo que sélo se consideran proporciones de dreas o arcos en el Disco, amplificar
de manera geométrica el Disco no cambia los resultados, por lo que es natural fijar
una escala. La escala usual para probabilidades es considerar la probabilidad de que
la flecha se detenga en una region como el cociente entre el drea que ocupa la etiqueta
y el area total del disco. Segun esta convencion el valor menos probable serd 0 y el
mas probable 1.

La méaxima informacién sobre un Evento Aleatorio, o lo que es lo mismo, la mini-
ma incertidumbre, es un disco con una sola etiqueta. Es cierto que parece un poco
absurdo considerar este caso como aleatorio, pero es absolutamente necesario hacerlo,
como es necesario considerar el conjunto vacio en la Teoria de Conjuntos.

Nota: Por vacuidad cualquier etiqueta que no esté en el Disco Aleatorio tiene un
valor probable de 0 (estas etiquetas son resultados imposibles).
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2.6 Arbol y Tabla de un Evento Aleatorio Discreto

Si bien es cierto, el Disco Aleatorio es una representaciéon muy intuitiva que permite
simular una o ma&s realizaciones de un Evento Aleatorio, no es muy util llegado el
momento de realizar calculos numéricos.

En la representacién de arbol del Espacio Muestral, es posible agregar la proba-
bilidad de cada resultado a cada uno los arcos que indica cudn probable es tomar
ese camino en una realizacion. Con esto sacrificamos la parte gréfica de la simulacién
obteniendo a cambio del valor numérico exacto de cada resultado posible.

Eliminar por completo la simulacién corresponde a construir una tabla de dos filas.
En la primera fila se colocan las etiquetas del disco y en la segunda la probabilidad
de obtener cada etiqueta (ver figura 2.4).

Estas tres representaciones son absolutamente equivalentes respecto a la informa-
cién que entregan, pero su utilidad es por completo diferente. De hecho pasar de una
a otra es bastante inmediato.

En el caso del Disco a Tabla o Arbol es necesario calcular 4reas para convertirlas
a numeros. En direcciéon contraria basta utilizar un trazo recto cualquiera dividido en
tantos trazos como etiquetas, manteniendo entre los trazos la proporcién dada por la
tabla. Una vez realizado esto se unen los extremos del trazo para formar un circulo y
se marcan las regiones obtenidas con las etiquetas correspondientes.

Nota pedagdgica: Existe un sinfin de actividades pedagdgicas que se pueden realizar
utilizando estas tres representaciones y su relacion. Por ejemplo, la construccién de

un Disco Aleatorio, ya sea en papel o por computador, a partir de la informacién de
la tabla y viceversa.

Espacio Muestral

\ o'i/ \D\A

P. P; PD PA

Etiqueta . ¥ D A

Probabilidad

Pe | Py | P | Pa

Pgt Pyt Pyt P, =1

FiGura 2.4. Tabla, Arbol y Disco de un Evento Aleatorio
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2.7 Ejemplos Clasicos de Juegos de Azar

Una manera de poner en préactica lo aprendido y recorrer otra vez los caminos de la
historia de las probabilidades, es conectarlo con elementos como monedas, dados y
mazos de cartas.

2.7.1 Monedas

Apostar al lanzamiento de una moneda es un juego muy antiguo. Los romanos lo
llamaban “navia aut caput” (barco o cabeza), dado que las monedas tenfan un barco
por un lado y la efigie del emperador en la otra. Es habitual que la persona que escoge
no es la persona que lanza la moneda para evitar posibles trampas. Este elemento es
muy utilizado como herramienta para zanjar disputas o para tomar decisiones de
manera imparcial hasta el dia de hoy. En los deportes es comtn que el arbitro lance
una moneda para decidir quien comienza con el balén y/o escoge el lado de la cancha.

Al jugar el clasico juego de cara o sello estamos considerando un Espacio Muestral
con dos sucesos posibles. El Disco Aleatorio tendra dos regiones una marcada con
“CARA” y otra con “SELLO”.

En una version justa de este juego la moneda estd equilibrada y entonces las dos
regiones tendran areas iguales. Si la suma total es 1 entonces la probabilidad de cada

1

uno de estos dos valores es 5 y para cualquier otro valor serd 0. Si la moneda no

estd equilibrada una regién tendra probabilidad 0 < p <1 y la otra 1 — p.

Espacio Muestral

Cara Sello
' p 1-p
Cara Sello
P 1-p

Figura 2.5. Disco y Moneda

2.7.2 Dados

Un dado clésico tiene 6 caras numeradas 1,2,3,4,5 y 6 que se asumen igualmente
probables por la simetria del dado. Esto equivale a un Disco Aleatorio con estas
etiquetas y con todas sus regiones iguales (ver figura 2.6).

2.7.3 Cartas

Los mazos de cartas son otro ejemplo de azar. En el caso de nuestro pais estamos
hablando de la baraja internacional de 52 cartas. Cada carta tiene una de 4 pintas
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FIGURA 2.6. Tabla y Disco Aleatorio de un dado

(CORAZONES ©, DIAMANTES <, PICAS & y TREBOLES &) v 13 simbolos (A,
2,3,4,5,6,7,8,9,10, J, Q, K).

Extraer una carta del mazo tiene asociado un Disco Aleatorio con 52 divisiones
cada una con probabilidad B

2.8 Preguntas y Respuestas en un Experimento

Cualquiera de las tres representaciones de un Evento Aleatorio permite, para cual-
quier valor posible de x tanto fuera como dentro del Espacio Muestral, responder
inmediatamente a la pregunta jcual es la probabilidad de que el Evento Aleatorio
tome el valor 7. Aunque en el caso del disco debamos medir el valor numérico del
area.

De hecho, estas son las tnicas preguntas que se pueden responder sin calculo
aritmético alguno. Con la informacién del Disco podemos responder otras preguntas
mas complejas mediante ciertos cdlculos y habra otras que no podremos responder. A
un mismo Evento Aleatorio se le pueden asociar diferentes Espacios Muestrales y por
tanto Discos Aleatorios. La informacién cuantitativa que se incorpore a cualquiera de
estas representaciones debe ser consistente y compatible. Muchas veces seleccionar el
Espacio Muestral correcto es crucial para responder adecuadamente un problema y
evitar cometer errores.

2.8.1 Preguntas y Reetiquetado

Si las preguntas a responder estan decididas, son estas las que definen si el Espacio
Muestral es adecuado o no. El criterio para decidir es bastante simple. Basta una
regién del disco donde no se determina la respuesta a una pregunta, para que el Es-
pacio Muestral no sea adecuado. Por ejemplo, si al lanzar un dado de seis caras con
el Evento Aleatorio asociado a los resultados posibles del nimero de la cara superior,
me pregunto si cay6 en la mesa o afueral. En este caso, en todas las regiones es posible
que el dado esté en la mesa o afuera. La “reciproca”’ a esta pregunta es determinar las
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preguntas que se pueden responder, conociendo el Espacio Muestral. La manera mas
directa y tradicional de seleccionar un Espacio Muestral para un Evento Aleatorio es
justamente fijar las preguntas que se quieren responder.

Observemos que una vez definido el Espacio Muestral no parece facil dar el lis-
tado de todas las preguntas que se pueden responder con este. Sin embargo, por
nuestra observacién, podemos dar una lista de todas las respuestas posibles que po-
demos entregar. En efecto, numéricamente deben ser sumas y divisiones de los valores
numeéricos de las areas de los sectores circulares presentes en el disco. La suma pro-
viene de agrupar las areas y la division de renormalizar las areas al eliminar alguna
de ellas.

Dado un Disco, un reetiquetado (ver figura 2.7) consiste en cambiar las etiquetas
del disco agrupando las areas que quedan con la misma etiqueta. Agrupar es necesario
puesto que definimos los Discos de modo que cada regién tenga una etiqueta diferente.
El area de la agrupacién de las regiones es obviamente la suma de las areas que la
forman.

Nota: Esta propiedad sobre la agrupacién de areas se conoce como la Propiedad Adi-
tiva de las probabilidades.
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FiGURA 2.7. Reetiquetado de un Disco

La operacién sobre la representacién de Tabla es igual de simple (ver figura 2.8).

Otra manera habitual de incorporar informacién a un Evento Aleatorio, corres-
ponde a entregar informacién parcial que elimina la posibilidad de que algunos de
los resultados del Espacio Muestral hayan ocurrido. Naturalmente, los resultados res-
tantes mantienen la proporciéon de ocurrir que tenian originalmente pero ahora son
todos los resultados posibles y por tanto deben sumar 1. Esto corresponde a eliminar
regiones del Disco y renormalizar las restantes para armar un nuevo Disco.
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Etiqueta . * D A | | Btiqueta <D @ |Etiqueta <o

Probabilidad P. p* PD 13A Probabilidad P. P* PD 13A Probabilidad p.+ P* PD+ PA

Pg+ Pyt P TP, =1 — Pg+ Pyt P+ P, =1 — (pg *+ Py )+(P+ P, )=1

Ficura 2.8. Operacion reetiquetado en tablas

Una simplificacion de un Disco (ver figura 2.9) consiste en eliminar etiquetas lle-
nando el espacio del disco entre las demaés regiones respetando la proporcién existente
entre las regiones sobrevivientes.

A O * 0A pD
P p* b, -
[ ] 0 Pa
P."‘PD P.+pD

FicuraA 2.9. Simplificacién de un disco

La operacién de simplificacion sobre la tabla corresponde simplemente a una
renormalizacién de las areas de las regiones restantes, que se realiza dividiendo cada
area restante por la suma de las dreas de ellas (ver figura 2.10).

Etiqueta . ‘ D A Etiqueta . I:'
_feo |_™O
Pgt P Pet P

Probabilidad P. P* PD P A Probabilidad

=1

P P

= o + O

Pot Pyt R TP Pa+t D DPatD
() O o O

F1aUurA 2.10. Operacién simplificacién en tablas

Nota: La operacion de simplificacion de un Disco corresponde a lo que se conoce
como Probabilidad Condicional.

Toda respuesta a una pregunta compatible con el Modelo se obtiene combinan-
do estas dos operaciones. Veremos a continuacién que, con estas dos operaciones, es
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posible resolver una gran parte de los problemas de la Teoria de Probabilidades, sin
tener que introducir formalmente ni Combinatoria ni la axiomatica de la Teorfa de
Conjuntos. En las secciones que siguen, vamos a seguir desarrollando esta metodologia
utilizando las herramientas que acabamos de definir entrenando ademads la habilidad
de seleccionar el Espacio Muestral adecuado a cada situacion.

Nota pedagodgica: Las operaciones de reetiquetado y simplificacién sobre discos,
como actividad pedagogica, son interesantes a realizar por los alumnos ya sea con
computador o manualmente. Permite al alumno manipular y relacionar probabilida-
des con otras dreas como Geometria y Artes Manuales. Ademds, tiene aplicaciones
relacionadas con propiedades como asociatividad, conmutatividad y distributividad
de las operaciones de suma y producto.

2.9 El Ejemplo de la Extracciéon de Bolitas

Para comenzar, veamos un ejemplo concreto. Consideremos una urna con 15 bolitas;
1 ploma, 2 negras, 3 blancas, 4 moradas y 5 grises. Nuestro Evento consiste en sacar
una bolita de la urna sin saber cudl es.

Las preguntas que vamos a responder son ;Cual es la probabilidad de que la
bolita sea ploma, negra, blanca, morada o gris? Un primer Disco esta formado por
15 regiones que representan a cada una de las 15 bolitas en una extraccién. Vamos a
numerar las bolitas ordenadas por el color, es decir, la 1 es ploma, 2 y 3 negras, 4, 5
y 6 blancas, etc...

Sin disponer de mas informacién todas las regiones tienen la misma area, 1 del

area total para ser precisos. No vamos a dibujar este disco por razones obvias (15
regiones!!) pero la tabla serd:

1 [ 2 3] 4] 5 6 ] 7] 89 [10] 11 12]13][14] 15
1/15 [1/15 | 1/15 | 1/15 | 1/15 | 1/15 | 1/15 | 1/15 | 1/15 | 1/15 | 1/15 | 1/15 | 1/15 | 1/ | 1/15

Veamos como responder las preguntas que motivaron este Modelo. Sabemos exac-
tamente el color de cada bolita y por tanto cudles son las regiones que corresponden
a obtener cada uno de los colores posibles. Aplicando el reetiquetado de cada bolita
por su color obtenemos un Disco con 5 regiones etiquetadas con los colores posibles de
las bolitas 2.11. Utilizando la tabla original podemos construir la tabla de este nuevo
disco facilmente:

1 2 3[4 5 6] 7 8 9 1011 12 13 14 15
1/15 | 1/15 1/15 | 1/15 1/15 1/15 |1/15 1/15 1/15 1/15|1/15 1/15 1/15 1/ 1/15

PLOMA | NEGRA | BLANCA | MORADA | GRIS
1/15 2/15 3/15 4/15 5/15
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F1GURA 2.11. Disco Aleatorio de colores posibles

Concluimos entonces que la probabilidad de obtener una bolita ploma, negra,
2 3 4 5

blanca, morada o gris es respectivamente ' 15 15° 1§ y T

Es cierto que podriamos haber comenzado con este disco de 5 regiones desde un
principio. Pero en ese caso seria necesario dar el argumento légico que nos permite
deducir que no estamos en un caso equiprobable (si lo piensan un poco eso es en el
fondo lo que acabamos de hacer).

Si inicialmente representamos el Disco con 5 regiones sin mayor informacién, se
asumiria que cada uno de los colores es tan probable de ocurrir como cualquier otro.
Es decir, la siguiente tabla:

PLOMA | NEGRA | BLANCA | MORADA [ GRIS
1/5 1/5 1/5 1/5 1/5

Este Disco Aleatorio entrega respuestas diferentes al que obtuvimos anteriormen-
te porque considera otra informacién. Parece un poco rebuscado y excesivo todo este
procedimiento de célculo, cuando era mas facil utilizar el consabido cédlculo de favo-
rables sobre posibles para el primer Evento Aleatorio y sumar.

Sin embargo, el procedimiento que acabamos de hacer nos permite resolver el
problema, de la misma manera, en situaciones que el cdlculo de favorables sobre
posibles da respuestas erradas.

Por ejemplo: ;Cémo procedemos si es a veces méas probable obtener una bolita
negra que una ploma, b veces més probable obtener una bolita blanca que una negra,
c veces mas probable obtener una morada que una blanca y d veces més probable
obtener una gris que una morada?

Si llamamos P el area de una de las bolitas ploma, N el area de una de las boli-
tas negras, B el area de una de las bolitas blancas, M el area de una de las bolitas
moradas y G el drea de una de las bolitas grises. Entonces la tabla de nuestro primer
Disco Aleatorio ahora es:
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11213456789 (10]11]12|13|14 |15
PIN|N|B|B|B| M| M| M|M|G|G|G|G|G

Sabemos que P+2N +3B+4M +5G = 1 y si incorporamos la nueva informacién
tenemos que N = aP, B =bN, M = ¢B, G = dM. Lo que con un poco de algebra
bésica nos permite dejar todas las dreas en funcién del drea P. En efecto N = aP,B =
abP,M = abcP y G = abcdP y por lo tanto:

1 1
P = = —
14+ a+ ab+ abc + abed r
La suma bajo la fraccién la nombramos como r. Entonces:

PLOMO | NEGRA | BLANCA | MORADA | GRIS
1/r 2a/r 3ab/r dabe/r | babed/r

2.9.1 Ejercicios Propuestos
1. Muestre que para obtener igual probabilidad de extraer una bola de cada color es

necesario y suficiente que a = ok b= 3 c= 17 d= % Justifique en palabras este
resultado.

2. Un defensor acérrimo de la regla de favorables sobre posibles insiste en que es
posible resolver el problema con dicha regla atin en el caso no equiprobable. Para
esto sugiere que lo Uinico necesario es agregar mas cantidad de bolitas para cada
color, asumiendo que son todas igualmente probables. Determine si tiene razén y

encuentre la cantidad de bolitas que es necesario agregar en ese caso.

2.10 Combinando Eventos Aleatorios

De aqui en adelante s6lo vamos a considerar el caso de Espacios Muestrales Discretos
por lo que vamos omitir el vocablo Discreto.

Si bien es cierto que todo Evento Aleatorio se puede representar con un Disco
Aleatorio solamente, en esta representacién toda la incertidumbre estd en un sélo giro
de la aguja. En muchas ocasiones resulta més 1til y/o natural descomponerlo como
una secuencia de Eventos Aleatorios.

;,Cémo modelamos més de un Evento Aleatorio? La respuesta obvia parece ser
considerar un disco por cada Evento Aleatorio. La realizacién conjunta de los dos
Eventos en secuencia corresponde a girar las agujas de dos discos y el resultado obte-
nido es un par de etiquetas de ambos discos en el orden de secuencia.

Esto pareciera ser un Modelo adecuado y una generalizacién correcta de nuestro
enfoque para un Evento Aleatorio. Sin embargo, si invertimos el orden de realizacion
de los Eventos veremos que obtenemos la misma simulacién (excepto en el orden de las
etiquetas por supuesto). Esto en particular indica que con este Modelo los resultados
de un Evento no pueden influir en el otro (ver figura 2.12).

La aplicacién en secuencia, naturalmente, nos indica que hay que formar un Disco
para el primer Evento Aleatorio. Al interior de cada regién se ha determinado el
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FI1GURrRA 2.12. Dos Discos Aleatorios en Paralelo

resultado del primer Evento, pero no se sabe nada del segundo y por tanto la falta de
informacion al interior de cada regién corresponde a otro Disco asociado al segundo
Evento. Lo interesante es que en cada regién del primer disco, habra un disco diferente
que cuantifica la influencia del primer Evento sobre el segundo. En el caso en que los
discos al interior de las regiones del primer disco sean todos iguales nos encontramos
con una representacién equivalente a la que habiamos escogido puesto que podriamos
“factorizar” ese disco interior y dejarlo al exterior en secuencia. Veremos mas adelante
a qué caso particular de dos Eventos Aleatorios corresponde esta situacion.

Entonces, de manera general, dos Eventos Aleatorios en secuencia quedan re-
presentados por un Disco Aleatorio habitual que en cada una de sus regiones tiene
otro Disco Aleatorio. Una realizacién de este Disco Compuesto corresponde a girar
dos flechas en secuencia, la flecha del primer Disco y luego la flecha del Disco que
corresponde a la regiéon donde la primera flecha se detuvo.

Al representar un Evento Aleatorio Compuesto como arbol, tenemos dos niveles
puesto que la realizacion es en dos etapas. En el primer nivel tenemos un camino por
cada etiqueta del primer Disco y saliendo de cada nodo del primer nivel, tenemos un
camino por cada etiqueta del segundo Disco asociado a ese nodo (ver figura 2.13).

FiGURA 2.13. Un Evento Aleatorio Compuesto
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Resulta directo y bastante intuitivo obtener la probabilidad de un resultado con-
junto. La probabilidad de obtener el primer resultado es el area de la regién asociada,
pero si ademas se va a obtener un segundo resultado, esta area se divide proporcio-
nalmente al segundo Disco en la regién. En otras palabras la probabilidad de obtener
un par de resultados es simplemente el producto de las probabilidades de cada una
de las regiones del Disco que entregan dicho resultado.

Nota: Esto se conoce como la Propiedad Multiplicativa de la Probabilidad Condicio-
nal.

Al considerar los Eventos como un arbol, los resultados posibles son todos los pares
de caminos y la probabilidad del camino compuesto es el producto de los caminos que
lo forman. Los Discos interiores de un Evento Aleatorio Compuesto, cuantifican la
informacién condicionada al resultado de la regién para el segundo Evento. Es decir
son Discos Condicionales del segundo Evento respecto al primero.

La primera representacién como tabla de dos Eventos Aleatorios en secuencia
la lamaremos Tabla Condicional del Disco Compuesto y corresponde a agregar una
fila més a la tabla del primer Evento, en que los valores de dicha fila, son las tablas
asociadas a los discos al interior de cada regién del disco (ver figura 2.14). como en
el caso del arbol.
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Ficura 2.14. Tabla Condicional de dos Eventos Aleatorios en secuencia

2.10.1 Eventos Aleatorios Compuestos de mas de dos Eventos

El mismo razonamiento que utilizamos para simular y representar dos Eventos Aleato-
rios en secuencia, se puede utilizar en general para una secuencia finita de los mismos.
Esto resulta mas facil de visualizar y comprender como arbol, puesto que cada nivel
del arbol representa un Evento y por cada nodo sale una rama al evento siguiente.
La concatenacion de las etiquetas obtenidas es el resultado del Evento Compuesto y
la probabilidad asociada es, naturalmente, el producto de las probabilidades de cada
rama. En el caso de un disco esto resulta complejo y engorroso de representar, dado
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que son discos dentro de discos. Afortunadamente no es necesario considerar repre-
sentaciones de mas de dos Discos. Veremos que cualquier Evento Aleatorio, que se
representa por una serie finita de Eventos Aleatorios, se puede llevar recursivamente
a sélo dos y de hecho la representacion en dos resulta ser la adecuada y necesaria para
realizar calculos. Sin embargo, la estructura de arbol con mas de dos niveles serd de
gran utilidad y muy aprovechada en el Capitulo de Combinatoria.

2.10.2 Independencia de Eventos Aleatorios Discretos

La realizacién en paralelo, que planteamos inicialmente, serd consistente solo cuando
los discos al interior de las regiones del primer disco sean todos iguales (ver figura
2.15).

Como vimos, cuando esto ocurre tenemos que el orden de realizacién entre los
dos eventos no cambia la cuantificacion de obtener el resultado conjunto. Este es el
caso de Eventos Aleatorios Independientes. En la representacién de drbol esto ocurre
cuando en el segundo nivel tenemos copias iguales en cada nodo.

Cuando todos los Discos Condicionales coinciden, lo hacen con el disco del Se-
gundo Evento Aleatorio realizado como en el orden inverso, es decir, de manera in-
dependiente del primero que de alguna manera justifica este nombre. Por la regla
multiplicativa obtenemos que, la probabilidad de obtener un par de resultados de dos
Eventos independientes, es simplemente el producto de sus probabilidades. De hecho
esta propiedad resulta ser ademéas de necesaria, suficiente para que dos Eventos sean
Independientes.

FiGUuRrA 2.15. Dos Eventos Aleatorios Independientes en secuencia

2.11 Fusionando Eventos Aleatorios Compuestos

En la seccién anterior vimos como representar dos Eventos Aleatorios utilizando un
par de Discos e introdujimos una representaciéon de arbol asociada y una tabla. Uti-
lizamos fuertemente la idea de considerar los resultados posibles de dos Discos como
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la concatenacién de sus etiquetas. Es natural entonces, considerar estos resultados
concatenados como uno sélo, obteniendo un solo Disco asociado al Disco Compuesto.

® % []
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FiGURA 2.16. Fusionando un Evento Aleatorio Compuesto

En este nuevo Disco el drea de region se obtiene por simple multiplicacién. Cada
sector del primer Disco se divide en la cantidad de regiones del disco al interior
de cada region, respetando la proporcién de drea entre ellos (ver figura 2.16). Es
posible escribir la tabla de dos filas que estdbamos utilizando para este tipo de Discos
que ahora llamaremos Tabla Marginal del Disco Compuesto. Es sorprendente, que
aunque esta tabla tiene una fila menos que la Tabla Condicional, resulta que no
pierde informacién alguna.

Un primer paso para desacoplar el orden preestablecido entre los Eventos, es
considerarlo como una tabla de doble entrada en la que las etiquetas del primer Disco
estdn en la horizontal y las etiquetas del segundo Disco estdn en la vertical. Ahora,
invertir el orden en que se realizan los Eventos es, simplemente cambiar las filas por
las columnas. Esta simple operacién en una tabla, se conoce como transposicion. El
valor en una casilla cualquiera de esta tabla corresponde a la probabilidad de obtener
el par de resultados que indica la casilla. Llamaremos a esto Tabla Conjunta del Disco
Compuesto.

Esta tabla bidimensional, en la gran parte de los casos, genera un Espacio Mues-
tral mas grande que los resultados posibles del Evento Aleatorio Compuesto que se
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F1GURA 2.17. Tabla Condicional, Conjunta y Marginal de dos Even-
tos Aleatorios en secuencia

agregan con probabilidad nula. Es evidente que la informacion de esta tabla bidimen-
sional, es la misma que la tabla del Disco Aleatorio fusionado, puesto que tiene los
mismos valores de casilla agregando posiblemente algunos ceros (ver figura 2.17).

Hasta el momento, hemos visto como obtener la Tabla Conjunta y la Marginal a
partir de la Tabla Condicional. Si no se pierde informacién en este proceso debiéramos
ser capaces de revertirlo y recuperar la Condicional de cualquiera de estas dos nuevas
tablas.

Si inicialmente tenemos la Tabla Conjunta, veamos como construir la Tabla Con-
dicional. Los resultados del primer evento corresponden a las etiquetas de la fila, por
lo que ésta se preserva en la Tabla Conjunta. Para obtener las probabilidades de
cualquier resultado del primer Evento Aleatorio, basta sumar los valores de la Tabla
Conjunta que tienen esta etiqueta y que son todos resultados distintos (ésta era la
propiedad aditiva); es decir sumar por columnas.

Resumiendo, la probabilidad de obtener cada resultado del primer evento corres-
ponde a la suma de los valores de la columna correspondiente, mientras que la segunda
fila de la Tabla Condicional es entonces la suma de todas las columnas correspondien-
tes en la Tabla Marginal.

Nota: Esto se conoce como la Férmula de Probabilidades Totales.

Las etiquetas del Disco Condicional, en cada columna, corresponden a las eti-
quetas verticales que en esa columna tengan valores no nulos de probabilidad. En
esta etapa se produce una transposicion, porque estos valores que estan ordenados en
columna pasan a estar en la primera fila del Disco Condicional.
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La suma de los valores no nulos de cada columna entrega la probabilidad de
obtener el resultado de esa columna. Si todos estos valores se dividen por esta suma se
obtienen valores que respetan la proporcién pero que ahora suman 1. Esto corresponde
a los valores del Disco Condicional para cada columna en la Tabla Condicional.
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FiGurA 2.18. Pasaje de Tabla Conjunta a Tabla Condicional

2.11.1 El Disco de Bayes

Dos Eventos Aleatorios en secuencia tienen un orden establecido y es posible que en
los Eventos que los definen, sean fisica o légicamente imposibles de invertir.

Curiosamente, como ya habiamos mencionado antes, al representar los dos Even-
tos en Tabla Conjunta, invertir el orden de realizacién solo requiere de transponer
la tabla (ver figura 2.19). La Tabla Marginal asociada a esta tabla transpuesta la
llamaremos Tabla Marginal de Bayes del Disco Compuesto.

El Disco Aleatorio, asociado a la Tabla Marginal de Bayes (Disco de Bayes), co-
rresponde a realizar los dos Eventos Aleatorios en el orden inverso de manera consis-
tente. Con esto, queremos decir que todos los célculos de probabilidades se mantienen.

Los Discos Condicionales del Disco de Bayes nos entregan las probabilidades de
obtener un resultado del primer Evento (en el orden original) bajo el supuesto que un
resultado del segundo Evento ocurrié.

Nota: Esto se conoce como la Regla de Bayes.

Un procedimiento mds geométrico (y equivalente) al descrito anteriormente, se
obtiene al invertir el orden de realizacién simplemente intercambiando el orden de las
etiquetas, para luego reconstruir la Tabla Condicional.
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FiguraA 2.19. Inversién del orden de realizaciéon en Tabla Conjunta

A nivel de Discos, el procedimiento consiste en fusionar el Disco Compuesto,
en su versién simple, para luego invertir las etiquetas y finalmente formar el Disco
Compuesto respecto a esta nueva primera etiqueta (ver figura 2.20).

Ficura 2.20. Inversién del orden de realizacion en Disco Aleatorio

Nota: Muchas actividades pedagdgicas interesantes respecto a Discos Compuestos se
pueden realizar con alumnos al dar un Disco a cada alumno y simular los Eventos
Aleatorios dando el turno a cada alumno cuando corresponda.
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2.12 Ejemplos Clasicos de Juegos de Azar II

Una vez mas, para poner en practica las definiciones, vamos a utilizar los elementos
ludicos clasicos que ya habiamos introducido, considerando ahora, dos o mas realiza-
ciones.

2.12.1 Monedas

Lanzar una moneda dos veces corresponde a dos Eventos Aleatorios en secuencia.
Esto se representa como un Disco Aleatorio con dos regiones etiquetadas “CARA” y
“SELLQO”; y areas p y 1 — p, respectivamente y una copia de ese mismo disco en cada
una de las dos regiones. Al fusionar el Disco, obtenemos un disco con 4 regiones con
etiquetas: “CARA CARA”, “CARA SELLO”, SELLO CARA” y “SELLO SELLO”
(ver figura 2.21).

Ficura 2.21. Disco Aleatorio del lanzamiento de dos monedas

Entonces la etiqueta “CARA”, en el Disco Compuesto de drea p, se subdivide en
proporcién p y 1 — p lo que da p? y p(1 — p) para las etiquetas “CARA CARA” y
“CARA SELLO” respectivamente y de manera analoga obtenemos areas (1 — p)? y
p(1—p) para “SELLO SELLO” y “SELLO CARA”. Entonces las Tablas Condicional,
Marginal y Conjunta son:

CARA SELLO
P 1-p
CARA | SELLO CARA | SELLO
p 1—p D 1-p

CARA CARA | CARA SELLO | SELLO CARA | SELLO SELLO

P’ p(1—p) (L—p)p (1-p)?

CARA | SELLO
CARA 2 p(1—p)
SELLO [ (1 —p)p | 1 —p)*
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Los pasos equivalentes en el diagrama de arbol son:

CARA

CARA Tp> SELLO
/
1-p

SELLO —2—~> CARA

1-p

SELLO

o

p? / \ (1-p)?
p(1-p p(1-p)

c-C c-5 S-C S-S5

En este ejemplo se observa que dos realizaciones del mismo Evento Aleatorio en
estas condiciones resultan independientes. Esto se puede ver desde un principio, dado
que los Discos Condicionales son idénticos en ambas regiones.

Como ya mencionamos, es posible considerar el Evento Aleatorio del lanzamiento
de una moneda 3 veces s6lo con un Disco Compuesto. Si notamos los resultados
posibles como C--,S-,-C-,-S-,--C'y --S. Es decir C'-- es cara en en primer lanzamiento
y -SC es sello en el segundo y cara en el tercero y asi sucesivamente. El arbol de todas
las posibilidades es:
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ccc

/

1-p
CcC.— CCS
/
c..os. P csc
1-p
P cSS
(@]

1=p [Yelei

/
S..—2 > 50—~ scs

1-p

55— 8§SC

1-p
SSS

En formato de Tabla Condicional nos da:
C- q..
P (1-p)
C- S -C- S
p (1-p) p (1-p)
c| -8 C - S C - S - C -5
p | (1-p) p | (1-p) (1-p) p | (1-p)
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Al colapsar los dos ultimos niveles del arbol obtenemos:

cece

2

b cces

%p)

C-- m cscC
(lk
g CSS
O
p scc
e
1—
S M SCS
&1?))
(1—p)? sSscC
SSS
Su equivalente como Tabla Marginal nos da:
C-- q..
p (1-p)
-CC -CS -SC -SS -CC -CS -SC -SS
P’ [p(l—p) [pA—p) [A-p?[|[ p* [pQ—p)[p(Q—p) [(1-p)

Como se puede apreciar de este ejemplo, la representacién de arbol es extrema-
damente engorrosa de dibujar en comparacién con la Tabla Marginal que es mas
compacta y ordenada. Ademas, ambas representan el mismo enfoque.

2.12.2 Dados

El juego clasico de dados consiste en lanzar dos dados equilibrados de seis caras. El
Disco Aleatorio Compuesto asociado es un disco con 6 regiones de igual area con las
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etiquetas de un dado y un Disco igual al interior de cada regién (ver figura 2.22). El
Disco fusionado tiene 36 areas iguales, etiquetadas de la forma ij con i y j con valores
entre 1 y 6.

La Tabla Conjunta sera:

1 2 3 4 5 6
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Un juego clasico con dos dados es apostar al valor de la suma de éstos, jcuan
probable es ganar apostando a cada uno de los valores de la suma?

SO = W N -

FIiGura 2.22. Metadisco de dos dados

Los valores posibles para la suma van desde 2 hasta 12 lo que nos da 11 resultados
posibles. Usando la estructura de la Tabla Conjunta podemos ver el valor de la suma
para cada uno de estos resultados:

1 23 4 5 6
112 3 4 5 6 7
213 45 6 7 8
314 56 7 8 9
415 6 7 8 9 10
516 7 8 9 10 11
6|7 8 9 10 11 12
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Al agrupar los pares de resultados que dan la misma suma obtenemos la Tabla
Marginal:
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36.

Esto nos muestra que lo mas conveniente es apostar al 7.

Nota pedagdgica: Wolfgang Amadeus Mozart (1756-1791) compuso la obra Musi-
kalisches Wiirfelspiel de una manera tan ingeniosa, que no solo lo llevé a componer
una pieza para piano, sino un generador de valses. Mozart inventé un juego en el
que se lanzan dos dados y que permite componer un vals sin tener conocimientos de
musicall. Esto se conoce como el Juego de los Dados de Mozart.

2.12.3 Cartas

El experimento de sacar una carta al azar de un mazo de 52 cartas resulta un poco
engorroso si se considera como un solo Disco con tantas divisiones y no se aprovecha
la estructura de la baraja. Este es un perfecto ejemplo de céomo resulta a veces mas
interesante representar un Evento de manera Compuesta, ain si no estd planteado
fisicamente de este modo.

Seleccionar una carta del mazo se puede plantear como escoger el valor y luego
la pinta. Modelamos esto con un Disco con 13 divisiones iguales etiquetadas como A,
2,3,4,5,6,7,8,9,10, J, Q y K con un mismo Disco al interior de cada regién con
4 regiones iguales, etiquetadas @, &, & y .

La Tabla Conjunta de este Evento es:

A 2 3 1 J Q K
ol[L1lL.I 1L 1T "1 1T 171 1 I 1 1T 1T 'I
13 4 13 4 13 4 13 4 13 4 13 4 13 4
O 1 11 "1 1 "1 11 1 11 "1 11
13 4 13 4 13 4 13 4 13 4 13 4 13 4
a L T 1 1T 1 1t 1T R e N e B
13 4 13 4 13 4 13 4 13 4 13 4 13 4
FO3) [ S S S S S S S s S S B
13 4 13 4 13 4 13 4 13 4 13 4 13 4
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Capitulo 3: Los Problemas

A continuacién vamos a resolver algunos Problemas Emblemdticos de la Teoria para
poner a prueba y ejemplificar el uso de la metodologia de calculo que hemos desarro-
llado. Veremos cémo se aclaran algunas paradojas, la mayor parte de ellas, mostrando
que sélo corresponden a ejemplos contraintuitivos; estos problemas seran retomados
en el dltimo capitulo, y seran resueltos, otra vez, de la manera clasica; Es por ello
que la lista de ejercicios que veremos aqui, es a su vez, la lista de ejercicios del dltimo
capitulo.

3.1 El Ejemplo de la Bolsa de dos Monedas

Este ejemplo tiene dos objetivos principales. Primero, mostrar que la independencia de
dos Eventos Aleatorios queda determinada por las probabilidades asignadas. Segundo,
mostrar que el método empirico de asignar probabilidades no siempre resulta ser
correcto y adecuado.

Este Evento Aleatorio consiste en extraer una moneda de una bolsa que contiene
dos de ellas, para luego, lanzarla una cierta cantidad de veces. Una de las dos monedas
es equilibrada y la otra tiene el doble de probabilidad de obtener cara que sello; Nos
parece que los lanzamientos son independientes; Lo cierto es que no lo son.

Analicemos el caso de dos lanzamientos en secuencia: Sacar una moneda de la
bolsa, luego el primer lanzamiento y finalmente el segundo lanzamiento. Lo que re-
sulta cierto, y podria ser una de las causas de confusion, es que los lanzamientos son
intercambiables. Es decir, el Evento Aleatorio, formado por los dos lanzamientos en
orden inverso resulta ser igual (lo mismo para cualquier par de lanzamientos). En
particular, las probabilidades de obtener cara en ambos lanzamientos es la misma.

Antes de explicarlo en términos matematicos intentemos hacerlo al estilo de La-
place. Si los Eventos fueran independientes, el resultado del primer lanzamiento no
debiera cambiar la informacién sobre el posible resultado del segundo. Inicialmente,
no hay razon alguna para suponer que la moneda extraida de la bolsa tiene mas posi-
bilidades de ser la equilibrada que de ser la cargada y, por lo tanto, es equiprobable.

1
Si el primer lanzamiento fue cara seguir asumiendo que hay probabilidad 3 de que

sea la moneda equilibrada no es razonable. Lo natural es pensar que ahora es mas
probable que sea la moneda cargada.
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1
De hecho la probabilidad de obtener cara con la moneda equilibrada es 5 ¥ con la

2
moneda cargada es 3" Esto nos lleva a concluir, informalmente, que la probabilidad

2

. . . 3 4

de que la moneda sea la cargada es proporcional a esta relacién. Es decir, 23? =
3772

La probabilidad de que la moneda salga cara en el segundo lanzamiento, sabiendo

que sali6 cara primero es el promedio ponderado de las probabilidades de obtener cara

42 31 25
con cada moneda, es decir, 73 —|—? 5= 1o Suponiendo sello en el primer lanzamiento

2
podemos deducir que la probabilidad de que la moneda sea la cargada, es — y por
tanto la probabilidad de que el segundo lanzamiento sea sello sabiendo que sali6 sello
el primero, es —— + - — = —.

P ™R3 52 300 o | .
Este tipo de razonamiento y calculos es rapido y simple para alguien que tiene
experiencia y préactica en la teoria, pero, para los que no la tienen resulta extrema-
damente dificil de seguir. Es, por tanto, un mal camino para un enfoque pedagdgico
apelar a tanto sentido comun al mismo tiempo.
Veamos cémo resolverlo con nuestros discos. Si llamamos A y B a las monedas
equilibrada y cargada respectivamente, por lo ya analizado ambas tienen probabili-

dad 3 de salir de la bolsa. El modelo de probabilidades para dos lanzamientos de

una moneda conocida ya lo hicimos en el Capitulo anterior. Las Tablas Marginal y
Conjunta son:

1/2 1/2
CCICS[SC|SS|[[CC]CS]SC]TSS
14| 1/a [ 1/a | 1/4 ||[4/9[2/9[2/9 | 1/9

A B
CC [ 1/8 ] 4/18
CS [1/8]2/18
SC [1/8]2/18
SS [1/8 [ 1/18

La Tabla Marginal que nos interesa es la de los dos lanzamientos de la moneda
sin determinar cual moneda es. Esto se obtiene sumando las dos columnas de la Tabla
Conjunta (por Probabilidades Totales), para luego trasponerla, es decir:

CC | CS | sC | SS
25/72 | 17/72 | 17/72 | 13/72

Finalmente la Tabla Condicional y la Tabla Conjunta de estos dos Eventos Alea-
torios son:
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C1 S1
21/36 15/36
Cc2 | S2 c2 | S2
25/42 | 17/42 | | [ 17/30 | 13/30

Cl | si
C2 | 25/72 | 17/72
S2 [ 17/72 | 13/72

Esto muestra que los lanzamientos no son independientes y la probabilidad de

21
obtener cara en el primer lanzamiento es —. La Tabla Conjunta de Bayes es igual

a la Tabla Conjunta, es decir, los Eventos son intercambiables y ambos lanzamientos
tienen la misma probabilidad de salir cara o sello. Esto se produce porque la Tabla
Conjunta es simétrica que no resulta lo mismo que decir que las filas son iguales,
puesto que esto corresponde al caso en que son independientes.

Si aplicamos el método empirico para determinar la probabilidad de obtener cara
en cualquier lanzamiento, vamos a realizar el Evento una gran cantidad de veces. Nos
surge, en este caso, una duda respecto a cémo realizar el Evento muchas veces. O bien
sacamos una moneda una vez y la lanzamos muchas veces, o sacamos cada vez una
moneda, la lanzamos, la devolvemos y la volvemos a lanzar y asi sucesivamente.

Esto es muy importante porque el segundo método si genera Eventos Indepen-
dientes, puesto que siempre se conoce la moneda pero no intercambiables, puesto que
en cada lanzamiento la moneda puede ser diferente a la de otro lanzamiento. Obser-
vemos que ésta es la situacion inversa a nuestro caso en que son intercambiables, pero
no independientes.

Si consideramos la frecuencia relativa de caras en, digamos, 100 lanzamientos de

una misma moneda, obtendremos un valor cercano a oL cuando la moneda sea la equi-

. 2 . . .
librada y cercano a —, cuando la moneda sea la cargada. Si realizamos esta secuencia

de 100 lanzamientos, muchas veces sacando la moneda la primera vez obtendremos
. . , . 1 1 1 2 7
una frecuencia relativa que sera el promedio de esos dos casos 33 + 3312
Invito a los lectores a verificar lo dicho anteriormente de manera empirica y veran
entonces, que la frecuencia relativa no siempre les dard la probabilidad correcta si no

hay independencia atn si son intercambiables.

Nota pedagédgica: Esta variante resulta ser una buena innovacién pedagogica co-
mo actividad de lanzamiento de monedas. Constatar que, si se conoce la moneda, la
frecuencia relativa nos da una buena aproximacién de la probabilidad de obtener ca-
ra, es un clasico cuya utilidad me parece limitada y su nivel de entretencién, peor atin.
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3.2 Las Reinas en el Tablero de Ajedrez

El siguiente ejemplo tiene por objetivo mostrar la utilidad de modelar Eventos Alea-
torios de manera Compuesta y que, a veces, los Espacios Muestrales adecuados pro-
vienen de las preguntas a responder y no del Evento Muestral natural para el Evento.

Se tiene un tablero de ajedrez y se colocan dos reinas en el tablero (en posiciones
distintas) jcudl es la probabilidad de que se amenacen?, ;Cudl es la probabilidad
de que la primera reina esté en la Regién 3 (ver figura 3.1), dado que las reinas se
amenazan?

Un tablero de ajedrez es un tablero de 8 filas y 8 columnas. De las reglas del
ajedrez sélo es necesario saber que la Reina puede desplazarse horizonal, vertical y
en diagonal todo lo que quiera y esto corresponde a las regiones que amenaza.

Regién 1

Regién 2

Regién 3

Region
4

FIGURA 3.1. Regiones

El Evento Aleatorio corresponde a colocar en secuencia dos Reinas en un table-
ro en casillas distintas. La estructura del evento entrega naturalmente dos Eventos
Aleatorios en Secuencia: la colocacion de la primera y la segunda reina, con 64 posi-
bilidades todas igualmente probables para el primero y 63 posibilidades igualmente
probables para el segundo. Sin embargo, para construir la Tabla Marginal es necesa-
rio saber cudntas casillas amenaza una Reina en el tablero. Después de un poco de
reflexion se aprecia que esto depende de la posicién de la Reina en el tablero, de hecho
esto forma 4 regiones diferentes que amenazan 21,23,25 y 27 casillas respectivamente
(ver figura 3.1).

Nota: Es por esto que, en ajedrez, siempre se intenta dominar el centro del tablero.

En vista de lo anterior, en vez de considerar el primer Evento con 64 resultados
posibles equiprobables, éste Primer Evento corresponde a lanzar la Reina en alguna
de las 4 regiones. La probabilidad de que la Reina caiga en alguna de estas regiones es
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proporcional al nimero de casillas que tiene cada una que son 28, 20, 12 y 4, respec-
tivamente. La informacién condicional sobre la probabilidad de que la segunda Reina
caiga en la regién amenazada por la primera, ya qued$ claramente establecida (de
hecho asf se decidieron las regiones) por lo que la Tabla Marginal y la Condicional
son:

Region 1 Region 2 Region 3 Region 4
28/64 20/64 12/64 4/64
ST NO SI NO ST NO SI NO
21/63 | 42/63 23/63 | 40/63 25/63 | 38/63 27/63 | 36/63
Region 1 Region 2 Region 3 | Region 4
SI | 28-21/64.63 | 20 23/64.63 | 12 25/64-63 | 4 27/64-63
NO | 28-42/64.63 | 20-40/64.63 | 12-38/64.63 | 4-36/64 .63
Reetiquetando obtenemos que la probabilidad de que se amenacen es:
28 21 20 23 12 25 4 27 13
64 63 64 63 64 63 64 63 36
La segunda pregunta se resuelve con el Disco de Bayes asociado:
SI NO
Region 1 | 28-21/64.63 | 28-42/64 . 63
Regidén 2 | 20-23/64. 63 | 20-40/64 . 63
Region 3 | 12-25/64 .63 | 12-38/64 . 63
Regién 4 | 4-27/64.63 | 4-36/64.63

Este mismo tipo de razonamiento se puede seguir recursivamente para n Reinas
sobre el tablero. Se ve claramente que si n > 8 entonces la probabilidad serd 1. De
esta manera, se puede probar, usando las probabilidades, que existen configuraciones
de 8 Reinas, en el tablero, que no se amenazan sin dar una solucién explicita a este
problema.

Esto se relaciona con el famoso Problema de las Ocho Reinas del que damos
algunos detalles histéricos. El Problema consiste en encontrar todas las diferentes
formas de colocar ocho reinas sobre un tablero de ajedrez, de modo que no se amenacen
entre si.

Este problema transcendié a los circulos matematicos de mediados del siglo XIX;
el aleman Max Bezzel lo planted en la revista Berliner Schachzeitung en 1848; el pro-
blema llegd a cautivar la atenciéon de Gauss; el estadounidense Sam Lloyd, méxima
autoridad de la Matemdtica Recreativa de la época, también lo estudié con deteni-
miento. Sin embargo, fue el matematico ciego Dr. Nauck el primero que encontré todas
las soluciones en 1850 (ver figura 3.2).

3.2.1 Ejercicios Propuestos
1. Resuelva el mismo problema para un tablero de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 y 7x7.
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F1aurA 3.2. Total de soluciones al problema de las 8 reinas diferen-
tes en reflexién y rotacién

2. Calcule la probabilidad de que el siguiente par de piezas estén amenazadas al ser
colocadas en el tablero:
a) Dos Alfiles (se mueven por las diagonales)
b) Dos Torres (se mueven por la horizontal o la vertical)
¢) Dos Reyes (en todas direcciones pero 1 solo paso).
3. Sabiendo que las dos Reinas estdn amenazadas, calcule la probabilidad de que se
encuentren en la misma regién para cada una de las regiones 1,2,3 6 4.

4. Teniendo en cuenta el contexto del problema anterior, calcule la probabilidad de
que se encuentren en una misma regién (sin saber cudl).
3.3 El Problema de la Mesa Redonda

El objetivo del siguiente ejemplo es entregar un caso que se puede resolver, tanto
con probabilidades, como por Combinatoria y cuya dificultad principal proviene de

66




PIERRE-PAUL ROMAGNOLI

seleccionar los Eventos Compuestos adecuados.

Se tiene una mesa redonda con 16 sillas en las que se sientan tres personas jcudl
es la probabilidad de que no haya dos de ellos contiguos?.

Es claro que este Evento Compuesto se puede modelar con 3 Eventos en Secuencia
que consisten en tres personas sentandose. Como ya es habitual en nuestro caso, lo
vamos a modelar, s6lo con dos, combinando la ubicacién de las dos primeras personas.

Al sentar a las primeras dos personas hay tres situaciones distintas a considerar
para resolver nuestro problema. Si estan contiguos, a 1 silla de distancia o a mas de 1
silla de distancia. En efecto, para que el tercero quede contiguo tiene 3 posibilidades
si las dos primeras personas estdn a 1 silla de distancia y 4 posibilidades si estdn a
més de 1 silla de distancia (ver las X’s en la figura 3.3).

VAL

G

FicurA 3.3. Casos diferentes de dos personas no contiguas sentadas

Entonces, el primer Evento Aleatorio se construye con estos 3 resultados y no con
las 16 - 15 posibilidades de sentarlos a los dos. Es decir, quedan las dos personas conti-
guas, no contiguas a una silla de distancia y finalmente no contiguas a mas de una silla
de distancia. Las probabilidades de cada uno de estos resultados son simples. Con la
primera persona sentada de los 15 puestos restantes hay 2 puestos para quedar conti-
guo, 2 para quedar a 1 silla de distancia y 11 para quedar a mas de 1 silla de distancia.
Para acotar notacién notamos 2C si quedan dos contiguos, NC1 si quedan no Con-
tiguos a 1 silla y NC2 si quedan no Contiguos a mas de 1 silla. La Tabla Marginal serd:
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2C | NCI | NC2
2/15 | 2/15 | 11/15

El segundo Evento Aleatorio consiste en sentar a la tercera persona y determinar
si alguno de los 3 quedd o no contiguo, que notaremos como C o NC, respectivamente.
Por lo ya discutido, es directo obtener el Disco Condicional para cada uno de los casos,
por lo que la Tabla Marginal y la Tabla Conjunta nos dan:

2C NC1 NC?2
2/15 2/15 11/15
NC C NC C NC
1] 0 3/14 | 11/14 | | [4/14 [ 10/14
2C NC1 NC2

C |2/15 (2/15)- (3/14) (11/15)- (4/14)
NC| 0 (2/15)-(11/14) (11/15)-(10/14)

El caso que nos interesa es que ninguno de los 3 esté contiguo y reetiquetando la
211 1110 22

. ! 514 514 35 , |
Este ejemplo serd resuelto en un contexto mas general en el capitulo de Combi-
natoria, donde se dardn algunas variantes como ejercicios propuestos.

respuesta a nuestra pregunta es

3.4 El Problema de los Hijos

El siguiente Evento es un ejemplo de como desarrollar la intuicién con la Regla de
Laplace sin un razonamiento l6gico, nos lleva a conclusiones erradas. Este caso, en
particular, es uno de los ejemplos mas utilizados en la literatura por su simpleza de
planteamiento.

Un hombre visita a un matrimonio que tiene dos hijos. Uno de los hijos, un nino
(varén), entra en la sala, jcudl la probabilidad de que el otro sea también varén?, si:

1. se sabe que el otro hijo (o hija) es menor;
2. no se sabe nada del otro hijo.

Sin mayor informacién se asume que la probabilidad de que un hijo cualquiera sea

1
nino o nina es inicialmente 5 Por lo tanto parece natural asumir que la probabilidad

. 1 .
pedida es =. Lo cierto es que esto no resulta ser correcto.

Tenemos dos Eventos Aleatorios iguales que corresponden al nacimiento de cada
uno de los hijos. Al considerarlo como disco obtenemos 4 regiones iguales etiquetadas
como hh, hm, mh y mm. Donde hm representa “primero nacié un hijo y luego una
hija”. En el caso (1), como en la sala vemos a un varén y sabemos que el otro hijo(a)
es menor, estamos eliminando los resultados hm y mm que corresponden a los casos
en que el segundo hijo es mujer. Esta simplificacién deja las probabilidades de cada

uno de los dos resultados restantes en 5 Reetiquetando los dos resultados, al borrar

la segunda palabra de cada etiqueta, nos damos cuenta que una representa el segundo
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hijo hombre y mujer. Esto corresponde a nuestra intuicién y es consistente porque
hemos fijado el orden de los hijos.

Si estamos en la situacién (2) sélo sabemos que uno de los dos hijos es un varén que
corresponde a eliminar inicamente la regién mm. El nuevo disco tendra tres regiones

1
hh, hm y mh con igual area, es decir —. De estos tres resultados, dos representan el
caso de que el otro hijo sea del sexo opuesto y sélo 1 a que el otro hijo sea del mismo

sexo y, por tanto, la probabilidad es 3

3.5 El Juego de las Tarjetas

En este caso presentamos un ejemplo que muestra lo importante que es la represen-
tacién de un Evento Aleatorio al momento de plantearlo para desarrollar la intuicion.

Se tienen tres tarjetas, una roja por ambos lados, una blanca por ambos lados y
una blanca por un lado y roja por el otro. Se toma una tarjeta al azar y se coloca
sobre la mesa. Sabiendo que la cara superior es roja, jcudl es la probabilidad que la
otra también lo sea?.

1
Habitualmente, al plantear este problema la respuesta es —, incluso entre alumnos

de prestigiosas universidades que ya han tenido un curso bésico de probabilidades.
Curiosamente un replanteamiento simple produce una respuesta diferente.

Por ejemplo, si se tienen tres cajones cerrados, uno de ellos con dos monedas de
oro, otro con dos monedas de plata y el tltimo con una moneda de plata y otra de
oro y se saca una moneda al azar de uno de los tres cajones y ésta es de plata ;cuédl
es la probabilidad que la moneda restante lo sea también?

Es poco habitual recibir la misma respuesta que en el caso anterior, atin cuando
es claro que son el mismo problema reemplazando cajones por tarjetas y lados por
monedas.

El primer evento esta asociado al experimento de seleccionar la carta, cuya tabla
es bastante simple y que etiquetamos como C1, C2 y C3 para las cartas roja por am-
bos lados, blanca por ambos lados y roja por un lado, blanca por el otro. El segundo
evento estd asociado a colocar la carta sobre la mesa y consideramos 4 resultados po-
sibles RR, RB, BR y BB en que la primera etiqueta corresponde a la cara expuesta
v la segunda a la cara oculta de la carta. Las Tablas Condicional y Conjunta dan:

C1 C2 C3

1/3 1/3 1/3
RR|RB | BR| BB ||[RR | RB|BR| BB ||[RR| RB | BR | BB
11000 0 0] 01 0 |1/2[1/2] 0
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C1[C2]C3
RR [ 1/3
RB| 0 1/6
BR| 0 | 0 |1/6
BB| 0 [1/3] 0

o o
o

Las Tablas de Bayes asociadas son:

RR | RB | BR | BB
Ci1[1/3] 0 ] 0 | 0
c2|l 0| o o0 |1/3
c3| 0 |1/6]1/6] 0

RR RB BR BB
1/3 1/6 1/6 1/3
cijcz[c3f[[ci]ce|e3[[ci[c2]C3]|[Cci[C2]C3
1[0]0 001 0] 01 0 1]0

Nota: Es importante advertir que al invertir la causalidad, una vez que se fija el
resultado de la carta sobre la mesa, jla carta seleccionada queda fija también y no hay
realmente azar en el segundo evento!.

Si nos interesa sélo el resultado de las cartas, consideramos sobre la primera fila
de la Tabla Marginal de Bayes y simplificamos respecto a obtener rojo en la cara
superior, obteniendo:

RR | RB
2/3 [ 1/3

Entonces, la probabilidad de que la otra cara sea roja es el doble a que sea blanca.

3.5.1 Ejercicios Propuestos

1. ;Es posible obtener igual probabilidad de obtener una cara inferior roja o blanca
si la cara superior es roja, cambiando las probabilidades de obtener cada una de
las cartas? Si es asi, encuentre esas probabilidades.

2. En el ejercicio anterior, si se logra igual probabilidad cuando sale roja en la cara
superior, jesto también asegura lo mismo para el caso en que la cara superior es
blanca?

3. (Es posible obtener igual probabilidad de obtener una cara inferior roja o blanca

si la cara superior es roja cambiando las probabilidades de que las cartas caigan de
un lado o del otro? Si es asi, encuentre esas probabilidades.
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3.6 El problema del Falso Positivo

Este dltimo problema pretende mostrar una aplicacién mas realista y seria que los
problemas precedentes. La idea es aclarar que incluso a este nivel podemos plantear
y resolver problemas contingentes y de interés general.

Una joven estudiante se toma un test de embarazo y le da positivo. Para estar
segura se toma otro test igual y esta vez le da negativo. ;Cudl es la probabilidad de
que esté embarazada?, jcudl seria la probabilidad de estar embarazada si el test le
diera positivo dos veces seguidas?, ;qué pasa si el test le diera negativo una vez y
luego positivo?

Al revisar la caja, la estudiante ve que el test indica que da positivo falsamente
con probabilidad menor o igual a un 0.1 % y da negativo falsamente con probabilidad
menor o igual 0.01 %.

Nota: En el area de medicina, en estos casos, se considera peor dar un diagndstico
negativo por error, que dar un diagndstico positivo por error, lo que es muy pero muy
razonable.

A pesar de lo simple que resulta enunciar este problema y lo relevante que puede
resultar como aplicacién en nuestro mundo de hoy, se genera mucha confusién al
intentar resolverlo.

En esta situacién tenemos dos Eventos Aleatorios, primero si la alumna estd o
no embarazada con una probabilidad que no conocemos y que notaremos p, segundo,
si el test se equivocé o no. La confusién proviene de confundir entre que el test diga
positivo y que la alumna esté embarazada.

Notaremos como P(Positivo) y N(Negativo) a los resultados del test y STy NO
si la estudiante estd o no embarazada.

La Tabla Condicional y Conjunta son:

ST NO

P 1—p
P N P N
0.9999 | 0.0001 ||| 0.001 | 0.999

ST NO
P [0,9999 - p | 0,001- (1 — p)
N | 0,0001-p | 0,999 (1—p)

La Tabla de Bayes asociada es:

P N
ST | 0,9999 - p 0,0001 - p
NO | 0,001-(1—p)|0,999-(1—p)
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P N

0,001 +0,9989 - p 0,999 — 0,9989 - p

SI NO ST NO

0,9999 - 2/0,001 + 0,9989 - p | 0,001 (1 =P)/0,001 40,9989 - p 0,0001 - /0,999 — 0,9989 - p | 0:999 - (1 = P)/0,999 — 0,9989 - p

Entonces la probabilidad de que la estudiante esté embarazada, dado que el test

0,9999 - 0,0001 -
dio positivo, es 0’001’+ 0,9918)9 D y dado que el test dio negativo es, 07999’7 0,99]8)9 .

Siempre resulta interesante interpretar los resultados en los Casos Limite para
ver si los célculos tienen sentido. En este contexto estamos hablando de los casos en
que el azar es minimo queesp=1y p=0.

Cuando p = 1, la probabilidad de que la estudiante esté embarazada dado que
el test dio positivo, es 1 al igual que si da negativo. Esto es claro: no se pueden
hacer milagros, los resultados del test no pueden cambiar esta situacién. Ahora bien,
la probabilidad de que el test resulte positivo es igual a 0.9999 que corresponde a
la probabilidad de que el test correctamente dé positivo y la probabilidad de que el
test dé negativo es igual a 0.0001 que corresponde a la probabilidad de que el test
dé incorrectamente positivo.

Cuando p = 0 la probabilidad de que la estudiante esté embarazada, dado que el
test dio positivo, es 0 y lo mismo si el test da negativo. Una vez més no hay milagros.
La probabilidad de que el test dé positivo es 0.001 que corresponde a la probabilidad
de que el test dé positivo erréneamente y la probabilidad de que el test dé negativo
es 0.999 que que corresponde a la probabilidad que el test dé negativo correctamente.

Entonces, la estudiante tiene que definir segin su informacién cual es su esti-
macién de la probabilidad de estar embarazada que no serd ni 0 ni 1 puesto que no
tomaria el test si no tuviera dudas o si supiera que esta embarazada.

Se considera que la probabilidad de que una joven quede embarazada si tiene sexo
sin proteccién (SP) es de alrededor de un 85 %, con Espermicida (E) alrededor de un
18 %, Diafragma (D) 16 % y con condén (C) un 2 %.

Si tabulamos las probabilidades de que la estudiante esté embarazada, si el test
da positivo o negativo para estos casos (aproximando al sexto decimal) nos da:

Sidado P | Si dado N
SP | 0,999824 | 0,000567
E | 0,9954647 | 0,000022
D ]0,9947769 | 0,000019
C 10,9532844 | 0,000002

Si la estudiante toma el test dos veces ahora hay 4 resultados posibles que nota-
remos PP,PN NP y PP. Intuitivamente los dos tests no pueden ser independientes
entre si. Si el primero da positivo es més probable que el segundo también lo haga.
Pero dos test si son independientes al tomarlos con una persona embarazada o una
que no lo estd (es decir sabiendo su estado de gravidez), puesto que funcionan de la
misma manera ante esa muestra.
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La Tabla Condicional y Conjunta son:

PIERRE-PAUL ROMAGNOLI

SI NO

b 1-p
PP PN NP NN PP PN NP NN

0,9999% | 0,00009999 | 0,00009999 | 0,00012 0,0012 | 0,000999 | 0,000999 | 0,9992
ST NO

PP 0,99992 - p 0,001% - (1 — p)

PN | 0,00009999 - p | 0,000999 - (1 — p)

NP | 0,00009999 - p | 0,000999 - (1 — p)

NN | 0,0001%-p 0,9992 - (1 — p)
La Tabla Conjunta de Bayes:

PP PN NP NN

SI 0,99992 - p 0,00009999 - p 0,00009999 - p 0,00012 - p
NO | 0,001%- (1 —p) | 0,000999 - (1 — p) | 0,000999 - (1 — p) | 0,999% - (1 — p)

No es necesario escribir completa la Tabla de Bayes Marginal una vez que se
sabe cémo se realizan los calculos para una pregunta en particular. Por ejemplo, la
probabilidad de que la estudiante esté embarazada, dado que el test dio positivo dos
veces, sera:

0,09992 - p
0,0012 + 0,99979901 - p

Para el caso en que el test dio positivo y luego negativo sera:

0,00009999 - p
0,000999 — 0,00089901p.

Si tabulamos como antes para estos dos casos tenemos:

3.7 Ejercicios

1.

Si dado PP | Si dado PN
SP | 0,999999823 | 0,361910054
E | 0,999995444 | 0,021498649
D | 0,999994749 | 0,018708113
C 1 0,999950993 | 0,002038491

Se saca dos veces una bola de una urna con N bolas numeradas de 1 a N (siempre

se devuelven las bolas). Calcular la probabilidad de que el nimero de la primera
bola sea mayor (estricto) que el de la segunda. En general, si se sacan n bolas,
calcular la probabilidad de que estén ordenadas de mayor a menor, jes igual a la
probabilidad de que estén en algin otro orden?.
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Al tirar un dado equilibrado, con iguales probabilidad se obtienen los nimeros
1,2,3,4,5 6 6. En caso de tirar dos dados la suma de los puntos obtenidos estd com-
prendida entre 2 y 12. Tanto el 9 como el 10, a partir de los nimeros 1,2,3,4,5,6
se puede obtener de dos formas distintas: 9=34+6=4+5, y 10=44+6=5+5. En el
problema con tres dados, tanto el 9 como el 10 se obtienen de seis formas. ;Por
qué entonces, el 9 se obtiene con mayor frecuencia al tirar dos dados, y el 10 con
mayor frecuencia al tirar tres?

Nota: Este problema aparece por primera vez en el libro de G. Cardano.

. Todos los dias a las 5:00 pm Charles toma el té con su madre. Para empezar la

conversacion dice “creo que llueve” o bien “creo que no llueve”. Charles se equivo-
ca 1 vez de 3 cuando afirma que llueve y 1 vez de 2 cuando afirma que no llueve.
Sabiendo que llueve 9 de cada 10 dias y que Charles dijo que llovia calcule la pro-
babilidad de que llueva.

. A apuesta a B, que de un mazo de 40 cartas, entre las cuales hay 10 de cada color,

extraerd 4, de forma de obtener una de cada color, jcudles son las probabilidads
de A sobre las de B?
Respuesta: 1000 contra 8139.

Nota: Este problema fue propuesto por Fermat en carta a Huygens en junio de
1656, la respuesta estd en la carta a Carcavi del 6 de julio de 1656.

Se tienen tres discos A, By C (ver figura 3.4).

A B C

S
/|

FIGURA 3.4. Discos

Diremos que un disco es mejor que otro si tiene probabilidad mayor que % de
obtener un valor mayor que otro. Notaremos como A, B y C a los valores aleatorios
obtenidos al hacer girar las flechas de los discos A, B y C, respectivamente.
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a) Muestre que A es mejor que B, B es mejor que C pero que C es mejor que A
cuando las Tablas de los Discos B y C' son:

2 4 6 1 5
5/31/6 [1/6 | |4/9|5/9
b) ¢ Sila tabla de C' es L i 5mo cambia lo anterior?
¢ Sila tabla de C es /3 12/3 c6mo cambia lo anterior?

6. Un fugitivo debe cruzar la frontera entre dos paises. Para ello dispone de 3 caminos.
Los dos primeros caminos tienen un puesto de control y el tercero tiene dos puestos
de control en serie, a una distancia prudente. Se asume ademas que cada puesto
de control es independiente de los otros. Se sabe que la probabilidad de burlar un
puesto de control es p € (0,1) (para cada puesto es la misma probabilidad) y que
el fugitivo toma al azar uno de los tres caminos.

a) Calcule la probabilidad de que el fugitivo cruce la frontera sin ser visto.

b) Calcule la probabilidad de que el fugitivo haya utilizado el tercer camino, dado
que paso la frontera sin ser visto.

¢) Si los guardias de frontera deciden al azar e independientemente de la decisiéon
del fugitivo controlar completamente uno de los tres caminos, jcual es la pro-
babilidad de que el fugitivo alcance la frontera?

7. Dos personas A y B participan en un juego aleatorio, para el cual cuentan con dos
dados equilibrados y una urna con n bolitas negras y b bolitas blancas. El juego
comienza al lanzar ambos dados para luego sacar dos bolitas de la urna. Si la suma
de los dados es mayor o igual a 7 o menor o igual que 3 entonces gana B, si se
obtiene alguna bola blanca y gana A en otro caso. Si la suma de los dados es mayor
que 3 y menor que 7 entonces A gana cuando se obtienen bolitas de distinto color
y B gana en otro caso.

a) Determine una relacién entre n y b de modo que el juego sea justo para ambos
participantes.

b) Suponga que la urna tiene 2 bolitas blancas y 6 negras. Sabiendo que A gand el

juego, calcule la probabilidad de que la suma de los dados haya sido mayor o
igual que 7.

(0]
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Capitulo 4: Combinatoria Basica

La Combinatoria es el nombre que recibe el estudio de las combinaciones o agrupacio-
nes posibles de un determinado nimero de elementos. En este Capitulo introduciremos
las técnicas bésicas de la combinatoria que no es mas que una infima parte de esta
Teorfa. En estricto rigor, la combinatoria es mucho més que técnicas de conteo y es
por eso que preferimos llamar a este capitulo Combinatoria Basica y no Combinatoria
simplemente.

Las técnicas de conteo son anteriores incluso a la historia de la matemética. Sin
siquiera saber aritmética los pastores de antano utilizaban técnicas combinatorias
para saber si perdian alguna oveja al volver a casa. El pastor simplemente llenaba
su morral con piedras, una por cada oveja que salia y luego, al regresar a casa, las
sacaba a medida que las ovejas regresaban. Si le sobraban piedras sabia que habia
perdido alguna, si no le faltaban, entonces volvié con lo que se fue y si las piedras no
le alcanzaban, se habia apropiado de las ovejas de alguien mas.

Uno de los ejemplos méas antiguos de combinatoria aparece en la obra china del I -
Ching (“Libro de las transformaciones”) con sus combinaciones de trigramas misticos
que, segun historiadores, estaba inspirado en un libro sobre variaciones escrito en el
Japon del siglo XII de nuestra era. Lo cierto es que los griegos no dedicaron mucho
tiempo a la combinatoria, con la honrosa excepcién del estudio de los ntimeros poli-
gonales de los pitagoricos. El Imperio Romano no tuvo globalmente gran interés en
el desarrollo de las matemédticas y como curiosidad se encuentra en Boecio (siglo V)
la regla para encontrar las combinaciones de n objetos tomados dos a dos. En India,
en el siglo XII, ya se conocian los coeficientes binomiales y Bhaskara, un siglo antes,
encontrd reglas para calcular variaciones (con y sin repeticién) y combinaciones con
algunas aplicaciones. En el mundo medieval, por las aplicaciones a la Cébala Judia
v a la Astronomia, se presté bastante atencién a la combinatoria. Pero fue Levi Ben
Gerson en el siglo XIV el que realizé un estudio detallado de lo que se conoce hoy en
dia como permutaciones y combinaciones de un conjunto de objetos. Esto fue recupe-
rado por Pascal y Fermat en sus estudios de los juegos de azar. Pascal fue el primero
en relacionar los coeficientes binomiales con el Teorema del Binomio. Aunque Nicolo
Fontano de Bresia, mas conocido como Tartaglia, en su obra péstuma “Tratado ge-
neral sobre el nimero y la medida” estudi6 el rectangulo aritmético que corresponde
a lo que actualmente llamamos Tridngulo de Pascal (ver figura 4.1).
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F1cURA 4.1. Rectdangulo Aritmético de Tartaglia

4.1 Preliminares

El concepto més béasico de la Combinatoria es la definiciéon de cardinal de una agru-
pacion de elementos que es una medida de cantidad pero no de orden. En castellano,
la definicién es el adjetivo o pronombre numeral que indica tinicamente cantidad o
numero. En el caso de una cantidad finita de elementos, el cardinal corresponde al
nimero de elementos.

La definicién formal que permite definir el cardinal, para cualquier agrupacién de
elementos mas alla de los conjuntos finitos, proviene de la idea de nuestro amigo el
pastor y sus ovejas. El procedimiento del pastor para obtener el cardinal de sus ovejas
era, en el fondo, establecer una funcién entre sus ovejas y las piedras en su bolsa.

Si seguimos el razonamiento de nuestro ancestral pastor y notamos cémo |A| el
cardinal del conjunto A entonces dado B otro conjunto y f una funcién f: A — B
tendremos que:

- Si f es sobreyectiva entonces |A| > |B].
- Si f es inyectiva entonces |A| < |B].
- Si f es biyectiva entonces |A| = |B].

Una definicién bésica de cardinal, que es suficiente para este Capitulo, es la si-
guiente:

- o[ =0

- A tiene Cardinal N si existe una funcién biyectiva entre A y el conjunto
{1,...,N}.

- A tiene Cardinal Numerable si existe una funcién biyectiva entre A y el con-
junto N.

- A tiene Cardinal no Numerable si toda funcién sobreyectiva entre A y N no
es biyectiva.
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4.2 Principios Basicos de Conteo

Contar es tal vez la primera y la més simple de las operaciones combinatorias. En
esta seccién vamos a considerar cardinales finitos, y por tanto, nuestros objetos van
a ser bolsas con una cantidad finita de elementos distinguibles.

Los dos principios bésicos de conteo son el Principio de Multiplicacion y el Prin-
cipio de Suma. Informalmente podemos enunciarlos como:

Principio de Multiplicacién:

Si una bolsa contiene n; elementos y otra bolsa contiene ny elementos distintos, en-
tonces el total de parejas que se pueden formar con un elemento de la primera bolsa
y otro de la segunda es nj - ny. Esto se extiende a mds de dos operaciones (digamos
k) de manera natural.

Nota: En lenguaje de conjuntos. Dados dos conjuntos finitos Ay B, |Ax B| = |A]|-|B.

Si volvemos a nuestra representacién de arbol y consideramos k bolsas con nq,...,ng
elementos respectivamente y construimos un camino por cada elemento de una bol-
sa vy los combinamos en serie, entonces tenemos que el total de caminos posibles es
ny - ... ng (ver figura 4.2).

ni n2 Nk

FigurA 4.2. Principio de Multiplicaciéon

Dentro de las multiples aplicaciones de este Principio, vamos a resaltar algunas
que nos parece son particularmente importantes en nuestro contexto.

Mencionamos inicialmente que la cardinalidad es una medida de cantidad y no
de orden, pero lo cierto es que se puede aplicar para contar la cantidad de maneras
de ordenar!.

Aplicacion 1. Fl total de drdenes distintos de N elementos distinguibles en serie es:

Nl:=N-(N=1)-----2-1.

En efecto un orden de los elementos en serie viene dado por asignar una posicién a
cada elemento. Hay N posiciones posibles para el primer elemento a ordenar, (N — 1)
posiciones para el segundo elemento, ..., y finalmente 1 séla posicién restante para
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el ultimo elemento a ordenar. Aplicando el Principio de Multiplicacién se concluye.
Nota: Por conveniencia se define 0! := 1.

Este nimero N! se le llama el factorial de N y es una cantidad de gran importancia
en la Combinatoria y aparecerd en la gran mayoria de las férmulas de este capitulo.

Si tenemos una bolsa con N elementos y tenemos la opcién de extraer tantos
elementos como queramos estamos formando otra bolsa diferente. Habitualmente se
tiende a olvidar un caso un poco especial que consiste en la bolsa vacia que tiene 0
elementos.

Aplicacion 2. Fl total de bolsas diferentes que se pueden formar de una bolsa que
inicialmente tiene N elementos y de los cuales se extraen tantos como se quiera es 27V

En el fondo cada posible bolsa queda determinada por los elementos que fueron
retirados. Entonces a cada elemento le podemos asignar dos valores, uno si fue ex-
traido y otro si no. Una vez mads, aplicando el Principio de Multiplicacién, concluimos
que el total de bolsas posibles de formar es 2%.

Nota: En el lenguaje de conjuntos esto es equivalente a decir que el cardinal del
conjunto de todos los subconjuntos de un conjunto de N elementos (el Conjunto Po-
tencia) es 2.

El segundo principio en nuestro contexto de bolsas es bastante simple de enunciar.

Principio de Suma:

Si una bolsa tiene n; elementos distinguibles y otra bolsa tiene no elementos distingui-
bles, de modo que ademds todos los elementos de la primera son distinguibles de los
elementos de la segunda bolsa, al mezclar las dos bolsas en 1 sola obtenemos 11 + no
elementos distinguibles.

Nota: En lenguaje de conjuntos. Dados dos conjuntos finitos y disjuntos A y B se
tiene que |[AU B| = |A| + |B|.

Aplicacion 3. Silanzo un dado de seis caras o una moneda, entonces los resultados
posibles son 6+ 2 = 8.

4.3 El Problema de la Mesa Redonda II

En el Capitulo anterior planteamos el problema de sentar 3 personas en una mesa
redonda con 16 sillas (seccién 3.3). Vamos a retomar este problema pero para cualquier
cantidad de sillas mayor que 6.
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;De cuantas maneras distintas se pueden sentar 3 personas en una mesa redonda
con N > 6 sillas?. De este total, jcudntas de ellas hacen que no haya 2 de ellos
contiguos?

El total de maneras posibles se calcula directamente por el Principio de Multi-
plicaciéon. Hay N lugares para sentar a la primera persona, pero solo N — 1 lugares
para sentar a la segunda persona y finalmente N — 2 lugares para sentar a la tercera
y ultima persona. Esto da un total de N - (N —1) - (N — 2).

Para lograr que no haya dos contiguos, hay N lugares para sentar a la primera
persona y de los N — 1 lugares restantes, hay solo N — 3 lugares para sentar a la
segunda porque los asientos contiguos al asiento de esta primera persona no pueden
ser ocupados.

Ahora bien, supongamos que ubicamos a la segunda persona a una silla de distan-
cia de la primera persona. Claramente esto lo podemos hacer de 2 formas diferentes
(a la derecha o a la izquierda de ésta). En consecuencia, hay 5 posiciones para sentar
a la tercera persona que la dejan contigua a alguna de las otras dos y, por tanto, N —5
asientos para sentar a la tercera persona sin que quede contigua a las otras dos.

Si ubicamos a la segunda persona a més de una silla de distancia de la primera,
habran 6 asientos que dejan a la tercera persona contigua a alguna de las otras dos.

En resumen, luego de ubicar a la primera persona, hay 2 lugares para los cuales
hay N — 5 asientos para sentar a la tercera persona sin que queden contiguos y N — 5
asientos para los cuales hay N — 6 maneras de sentar a la tercera persona, de manera
que no queden contiguos (ver figura 4.3).

/!
N

N\
N—-5 — N-6

FIGURA 4.3. Arbol de casos no contiguos

En consecuencia, por los Principios de Suma y Multiplicacién, hay N -2 - (N —
5 +N-(N—=5)-(N—=6)=N-(N—-4)-(N —5) maneras distintas de lograr que no
queden dos contiguos.

Al considerar todas las configuraciones posibles como igualmente probables, ob-
tendremos que la probabilidad de que no queden contiguos es:

(N —4)- (N =5)

(N=1)-(N-2)°
En la figura 3.3 de la seccién 3.3 se grafican casos de dos personas sentadas no
contiguas en el caso N = 16. El nimero al centro de los discos de la figura muestra
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cuantas sillas no son posibles para la tercera persona.

1
Nota: Para el caso N = 16 la probabilidad de que queden contiguos da

2-11 22
15-14 35

que coincide con el resultado obtenido en la seccién 3.3.

4.3.1 Ejercicios Propuestos

Resuelva el mismo problema para las siguientes distribuciones de sillas:

4.

o.

. Las sillas en fila india.
. 2N sillas en dos filas indias separadas de N sillas.

. 2N — 1 sillas en cruz con N filas en horizontal y vertical.

2N sillas que estan dispuestas en 2 circulos separados.

2N — 1 sillas que forman el simbolo co.

4.4 Ejercicios de los Principios de Suma y Multiplicacién

En esta seccién damos un pequeno listado de ejercicios a resolver aplicando los Prin-
cipios de Suma y Multiplicacién. A modo de ejemplo, damos la resolucién detallada
de los primeros.

1.
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Hallar el niimero de palabras, con o sin sentido, de tres letras distintas que pueden
formarse con las letras a, b, ¢, d, ey f.

Respuesta: Para la primera tenemos 6 posibilidades; para la segunda letra tenemos
5 para la ultima 4. Por el Principio de Multiplicacién hay 6 - 5 - 4 = 120 palabras
posibles.

. Un curso estd formado por 12 ninos y 4 ninas. Si se escogen tres estudiantes del

curso al azar, jcudl es la probabilidad de que sean todos ninos?

Respuesta:Por el Principio de Multiplicacién el total de maneras de seleccionar
a 3 estudiantes al azar es 16 - 15 - 14. El total de maneras de seleccionar al primer
estudiante como nino son 12. Si el primero seleccionado es un nino, el total de posi-
bilidades de seleccionar a otro nino es 11; finalmente, si los primeros dos escogidos
son ninos, las posibilidades en que el tercero sea nino es 10. Una vez maés por el
Principio de Multiplicacién el total de posibilidades de obtener 3 ninos es 12-11-10.
Entonces, al considerar favorables sobre posibles como la probabilidad obtenemos
que la probabilidad de que sean todos ninos es:
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16-15-14 11
12-11-10 28’
3. A un jugador le reparten 5 cartas de una baraja corriente de 52 cartas. Calcule la
probabilidad de obtener:
a) Par=Exactamente dos cartas iguales.
) Doble Par=Exactamente dos pares.
¢) Trio=Exactamente tres cartas iguales.
d) Color=Todas de la misma pinta.
)
)

=3

@

Poker=Cuatro cartas iguales.

Escalera=5 cartas en orden ascendente (Nota: Esto es ciclico, es decir, vale
K—-A-2-3-14).

g) Escalera Real=Escalera todas de la misma pinta.

h) Full=Un trio y un par.

Respuesta:Veamos cémo resolver el caso de Color:

-

Por el Principio de Multiplicaciéon el total de maneras de repartir 5 cartas es
52-51-50-49-48. Como hay 13 cartas de cada pinta, el total de maneras de que las
5 sean de la misma pinta es 13-12-11-10-9. La probabilidad pedida sera entonces:

13-12-11-10-9 33
52-51-50-49-48 6640
4. ;Cudl es la probabilidad de obtener 3 caras en 5 lanzamientos de una moneda
equilibrada?
5. Si se tira un dado de 6 caras 5 veces, ;cudl es el la cantidad de apariciones del seis
mas probable?
6. Se saca una letra al azar de “assisine” y una letra al azar de “assassin”, jcudl es la
probabilidad de que las letras extraidas coincidan?
7. Se toman dos nimeros enteros al azar entre 0 y 10, jcudl es la probabilidad de que
la suma de los ntimeros sea par?, jcémo cambia la respuesta si los niimeros estan
entre 0 y 97

4.5 Urnas y Bolitas

En esta seccion se introducen las principales técnicas combinatorias de conteo. Si-
guiendo con el enfoque metodolégico utilizado hasta ahora, vamos a considerar como
representacién principal lanzar una cantidad finita de bolitas, distinguibles o no, al
interior de una cantidad finita de urnas (o casillas) distinguibles (numeradas por ejem-
plo). El experimento consiste en lanzar de todas las maneras posibles las bolitas, una a
una, en las casillas. Sin embargo, lo que se contara no sera este total, sino la cantidad
de configuraciones distinguibles de urnas llenas con bolitas. (ver figura 4.4).

Es importante definir con precisién lo que se entiende por configuraciones distin-
guibles de urnas llenas con bolitas. Dos configuraciones son distinguibles si se puede,
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F1GURA 4.4. Urnas y Bolitas

entre las dos, encontrar alguna diferencia en las bolitas contenidas en alguna urna.
Dependiendo de la forma de la urna esto incluird, o no, el orden de ingreso, de las
bolitas, a la urna. Por ejemplo, si tenemos urnas como los envases de las pelotas de
tenis, el orden serd distinguible (jla primera en entrar es la ultima en salir!), pero si
es una urna grande respecto a las bolitas, este orden se pierde.

4.6 Permutaciones y Combinaciones

El caso mas simple es considerar n bolitas distinguibles que se colocan en N casillas
con, a lo sumo, un elemento por casilla. Ahora bien, para lograr que todas las bolitas
queden en alguna casilla es necesario que N > n.

Nota: Ya hemos usado este procedimiento para resolver algunos ejercicios anteriores.

Por el Principio de Multiplicacion el total de configuraciones distintas de urnas
con bolitas es:
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N!
(N —n)!"
Colocar todas las bolitas equivale a asignar una urna a cada bolita. Hay N ur-

nas disponibles para la primera bolita, (N — 1) casillas disponibles para la segunda
bolita,. .., (N — (n — 1)) casillas disponibles para la n-ésima bolita.

N-(N-1)--(N—n+1)=

Nota: Esto se conoce como el total de n-permutaciones de N elementos.

Cuando las bolitas ya no se distinguen entre si (digamos que son todas negras).
El total de configuraciones distintas disminuye y ahora es:

(o) = o=

Al no distinguir las bolitas, las configuraciones ahora sélo se diferencian por las
urnas que tienen una bolita y las que no y es por eso que el nimero de configura-
ciones distintas disminuye. Como es habitual en matematica, la idea es aprovechar el
trabajo ya realizado méas que intentar todo de nuevo. Si a todas las bolitas de cada
configuracion con bolitas distinguibles las pintamos de modo que quedan todas igua-
les, obtenemos las configuraciones que estamos buscando. El total de configuraciones
que dan una misma configuracién nueva son aquellas en que las bolitas ocupan las
mismas urnas pero en lugares diferentes. Como hay n! maneras de repartirlas en lu-

1
gares diferentes entonces el total de configuraciones distinguibles es ahora - de las

configuraciones distinguibles originales. Otra manera de pensarlo es que se obtiene
una misma configuraciéon para todas las asignaciones de bolitas en que fijan las urnas
que las reciban y luego se lanzan las bolitas en todos los érdenes posibles.

Nota: Esto se conoce como el total de n-combinaciones de N elementos.

La diferencia entre combinacion y permutacién es una fuente de confusién habi-
tual en combinatoria. En nuestro contexto la diferencia es simple y depende, sélo de
si, son distinguibles las bolitas que lanzamos (ver figura 4.5) y, por tanto, siempre el
nimero de permutaciones serda n! veces el nimero de combinaciones al considerar n
bolitas en N casillas.

4.6.1 Aplicaciones de Combinacion y Permutacion

Vamos a explicar en detalle algunas aplicaciones importantes de estas dos férmulas.

Aplicacion 4. El total de subconjuntos de n elementos de un total de N elementos
distintos, es:
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Ficura 4.5. Caso N=4 y n=3

(+) = &=

En efecto, los N elementos distintos son N casillas distintas y un subconjunto de
n elementos se forma al llenar n urnas con n bolitas no distinguibles.

Aplicacién 5 (Teorema del Binomio). Para cualquier par de nimeros reales a y b y
para cualquier natural N se tiene que:

Por definicién:

(a+b)N = (a+b)----- (a+0b)

Por la distributividad del producto sobre la suma, sabemos que (a + b)" es una
suma de productos de N ntimeros. Esto se puede pensar como N bolsas con 2 ele-
mentos distinguibles a y b. Por aplicacién directa del Principio de Multiplicacién el
total de sumandos del desarrollo es 27V,
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Pero esto no ha terminado, puesto que no todos estos elementos son distinguibles.
De hecho, los productos distinguibles son sélo N + 1 y de la forma a™ - b~ con n
entre 0 y N. En otras palabras los elementos distinguibles quedan determinados al
decidir cuantas a’s van a tener.

Si hemos fijado la cantidad de veces que aparece el elemento a, digamos n, falta
determinar en qué n posiciones van a quedar y esto corresponde al niimero de sub-
conjuntos de n elementos de un conjunto de N que sabemos es (]T\[ ) Entonces, todos

, . N _
estos términos suman (n)a” -bN—7_ Al sumar sobre n obtenemos el Teorema.

Nota: Esta aplicacién es la que da el nombre de Coeficiente Binomial a la cantidad
()
n):

Usaremos algunas propiedades interesantes de los coeficientes binomiales que se
pueden demostrar de manera combinatoria.

Proposicion 4.1. Dados NN\ne Nyn < N

L Sin>1, (N)+ @) =",

n—1 n n

2. () + () ++ () =2"
Demostracion. (1) La cantidad (Nrjl) cuenta el total de subconjuntos de n elemen-
tos de un conjunto de N + 1 elementos. Estos subconjuntos se pueden separar en dos
grupos disjuntos, aquellos que contienen a un elemento en particular y el resto que
no. Por definicién, los que no contienen a este elemento son exactamente (]Z ) y los
que si lo contienen corresponden a escoger un subconjunto de n — 1 elementos de N
y agregarle ese elemento, lo que da un total de (nlf 1). Por el principio de suma se
concluye.

(2) Esta suma corresponde a la suma de todos los posibles subconjuntos de un
conjunto de N elementos que ya vimos era 2. O

La propiedad (1) de la proposicién 4.1 permite construir los Coeficientes Bino-
miales en secuencia, generando lo que se conoce como el Tridngulo de Pascal (ver
Figura 4.6).

4.7 Ejercicios de Permutacién y Combinacién

Como en secciones anteriores vamos a dar una lista de ejercicios y resolveremos algu-
nos de ellos detalladamente.

87



1 5 10 10 5 1

FiGurA 4.6. Tridngulo de Pascal

1. ;Cuéantos comités distintos de 5 personas compuesto de 3 hombres y 2 mujeres se
pueden formar con un total de 7 hombres y 5 mujeres?

Respuesta: De los 7 hombres hay (g) grupos de 3 hombres y de las 5 mujeres

hay (g) grupos de 2 mujeres. Por el Principio de Multiplicacién el comité puede

escogerse de (1) (3) = 350 maneras.

2. Todos los anos, se selecciona una delegacion de 4 estudiantes de un colegio para
asistir a la asamblea anual de la Asociacién de Estudiantes.

a) {De cudntas maneras puede escogerse la delegacion si hay 12 estudiantes ele-
gibles?

b) De todos los estudiantes se tiene dos hermanos que no estén dispuestos a estar
juntos en la delegacién, ;de cuantas maneras puede escogerse ahora la delega-
cién?

¢) Ahora se tiene dos hermanos que no estén dispuestos a asistir el uno sin el otro,
;de cuantas maneras puede escogerse ahora la delegacion?

Respuesta: Una delegacion corresponde a un subconjunto de 4 elementos.

a) El total de delegaciones de 4 estudiantes de un grupo de 12 es ('7) = 495.

b) El total de delegaciones que no incluye a ninguno de los dos hermanos es
(140) = 210. El total de delegaciones que incluye a un hermano, pero no al otro,
son (130) = 120, puesto que se debe seleccionar sélo a tres miembros. Como son
dos hermanos el total de delegaciones que incluye a uno de los dos, pero no

los dos juntos es 2(130) = 240. Por el principio de suma, entonces, el total de

delegaciones es 210 4 240 = 450.

c¢) El total de delegaciones que no incluye a ninguno de los dos es (140) =210yel

total de delegaciones que los incluye a ambos es (120) = 45. Por el principio de

suma, la delegacién puede escogerse entonces de 210 + 45 = 255 maneras.
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3. (Cuantas senales distinguibles de 8 banderas colocadas en una linea vertical pueden
formarse con un conjunto de 4 banderas rojas, 3 blancas y una azul?

Respuesta: El total de senales distinguibles si todas las banderas fuesen distin-
guibles es 8!. Dado que hay 4 banderas rojas que no se diferencian entre si, todas
estas maneras se pueden agrupar en grupos de 4! senales que no se distinguen. Lo
mismo ocurre con el grupo de 3 banderas blancas por lo que el total de senales
diferentes sera entonces %}3! = 280.

4. ;jDe cuantas maneras distintas se puede acomodar una reunién de 7 personas?
a) En una fila de 7 sillas
b) Alrededor de una mesa redonda.
Observacion: Dos configuraciones de personas sentadas en una mesa redonda son
distintas si alguna persona tiene un vecino distinto a la derecha o la izquierda.

Respuesta:
a) Las siete personas pueden distribuirse en una fila de 7! maneras distintas.
b) Sin embargo, si estdn en una mesa redonda al rotar la mesa no se obtiene una
configuracion diferente puesto que todas las personas tienen los mismos vecinos
a la izquierda y a la derecha. Por lo tanto la cuenta se debe hacer después de
que sentamos a la primera persona. Es decir, las otras seis personas pueden
acomodarse de 6! maneras diferentes alrededor de la mesa.
Nota: Esto se conoce como permutacion circular.
5. Un estudiante tiene que contestar 8 de 10 preguntas en un examen.
a) ;Cuéntas grupos diferentes de 8 preguntas puede seleccionar?
b) {Cudntas posibilidades tiene ahora, si las tres primeras preguntas son obliga-
torias?
¢) ;Cudntas posibilidades tiene si hay que contestar 4 de las 5 primeras preguntas?
Respuesta:
a) El total de subconjuntos de 8 preguntas de un total de 10 es (180) = 45.
b) Si contesta las 3 primeras preguntas entonces puede escoger las otras 5 de las
7 ultimas preguntas lo que da un total de (g) = 21.
c¢) Si contesta las 5 primeras preguntas entonces puede escoger las otras 3 de las
5 tdltimas lo que da (i) = 10. La otra posibilidad es que seleccione 4 de las
5 primeras preguntas y las otras 4 de las 5 ultimas. El total de maneras de
seleccionar 4 preguntas de 5 es (i) = 5. Por el Principio de Multiplicaciéon
puede escoger las 8 preguntas de 25 maneras. Para concluir, por el Principio
de suma existen 10 + 25 = 35 posibilidades a responder.
6. Un estudiante tiene 6 libros de matematica y 4 de fisica ordenados en un mismo
estante. Hallar la probabilidad de que 3 libros determinados de matematica estén
juntos.
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Respuesta: El total de maneras de ordenar los libros es 10!. Los tres libros de ma-
tematicas pueden ordenarse de 3! maneras. El resto de los 7 libros pueden ordenarse

de 7! formas. Entonces, la probabilidad pedida sera de

1
120°

Una caja contiene 8 bolas rojas, 3 blancas y 9 azules; si se extraen 3 bolas aleato-
riamente de la caja. Determinar la probabilidad de que:

2)

=3

)
)
d)
e)
f)
)

e)
f)

las 3 bolas sean rojas

las 3 bolas sean blancas

2 sean rojas y 1 blanca

al menos 1 sea blanca

se extraiga una de cada color

las bolas sean extraidas en el orden rojo, blanco, azul.

Al considerar favorables sobre posibles como probabilidad, la respuesta pedida
es el nimero de grupos de 3 bolas que se pueden tomar de un total de 8 bolas

rojas, dividido por el nimero de grupos de 3 bolas que se pueden formar de un
8

total de 20 bolas. Es decir, % = 14285.
3
3
Como en el caso anterior esta probabilidad es (230) = 11140
3
GG _ 7
(230) 9
17
La probabilidad de no obtener ninguna bola blanca es % = %. La probabili-
3

Una vez més la probabilidad serd

dad de obtener al menos 1 blanca es complementaria, por lo tanto, sera 1— g—‘% =
23
57
La probabilidad d de cada color es W) _ 18
a probabilidad de que aparezca una de cada color es I
Usando lo anterior, la probabilidad de extraer las bolas en orden rojo, blanco

1,18 _ 3
y azul es 57+ 55 = 55-

8. Se reparten 52 cartas de una baraja corriente en partes iguales a cuatro personas
que llamaremos Norte(N), Sur(S), Este(E) y Oeste(O).

90

a)

b)

Si S no tiene ases, hallar la probabilidad de que su companero N tenga exac-
tamente 2 ases.

Si N y S juntos tienen 9 corazones, hallar la probabilidad de que E y O tengan
cada uno dos corazones.

Respuesta:

a)

Para cualquiera de los 4 jugadores hay (i’g) grupos distintos de cartas que

pueden recibir. Si S no tiene ases entonces hay 39 cartas, que necesariamente
incluyen los 4 ases, repartidas entre N, F' y O. Hay (;1) grupos de 2 ases que
N puede recibir de los 4 ases y (“ﬁ) grupos de 11 cartas de las 35 cartas que
no son ases. La probabilidad pedida entonces sera:

() - (51) _ 650
3913 2109
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b) Hay 26 cartas, que contienen exactamente 4 corazones, repartidas entre F'y O.
Hay (?g) grupos distintos de 13 cartas que E puede recibir que, ademads, fija el
grupo de cartas que recibird O. Hay (3) pares de corazones que F puede recibir

de los 4 posibles y @f) grupos de 11 cartas de las 22 que no son corazones.
Entonces, la probabilidad pedida es:

(2) - (1) _ 234
(t3) 575

9. Muestre que el nimero de permutaciones de la secuencia abcd, que no incluyen
ab,bc ni cd son 11. Verifique escribiendo todas las permutaciones.

10. Muestre que el nimero de permutaciones de la secuencia abcd en que a y b no
quedan contiguas y b y ¢ tampoco son:

2 2
4! — -2-3| .92 = 8.

11. De un grupo de 6 hombres y 4 mujeres se forma un comité de 3 personas.
a) ¢{Cudntos comités distintos se pueden formar?
b) {Cudntos comités distintos con un sélo hombre se pueden formar?
¢) (Cudntos comités distintos con al menos un hombre se pueden formar?

12. En una asamblea de n estudiantes se discute sobre 3 métodos alternativos de es-
coger un comité de k < n estudiantes con un presidente. Un estudiante propone
seleccionar el comité de k personas y dentro de él seleccionar al presidente. Otro
sugiere seleccionar un grupo de k — 1 personas y escoger el presidente entre los
restantes. Finalmente otro estudiante sugiere seleccionar primero al presidente de
entre todos los estudiantes y luego de los restantes escoger los k — 1 miembros. Cal-
cule en cada caso el nimero de comités distintos que se pueden formar y compare,
;vale la pena discutir sobre cual método utilizar?

4.7.1 Bolitas semidistinguibles

Pasemos a un caso intermedio entre distinguir todas las bolitas y no distinguir a nin-
guna. Consideremos el caso en que las bolitas se pueden agrupar en dos tipos (digamos
blancas y negras).
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Aplicacion 6. De una urna con N bolitas se extraen n de ellas. Si del total de bolitas
m(< N) son blancas y las N — m restantes son negras. El total de maneras distintas
de extraer exactamente r(< m) bolitas blancas es:

(-G

En esta aplicacion no estamos lanzando bolitas sobre urnas. Por el contrario,
estamos extrayendo n bolitas de una urna con un total de N bolitas, lo que equivale a
seleccionar un subconjunto de n elementos de un total de N. En apartados anteriores
ya vimos cémo se podia entender en el contexto de lanzar bolitas sobre urnas.

Para obtener exactamente r bolitas blancas al extraer n bolitas, es necesario que
las n — r bolitas restantes sean todas negras. Es necesario, entonces, que max{0,n —
(N —m)} <r <min{n,m}.

Consideremos un subconjunto de n bolitas que tiene r bolitas blancas y n — r
bolitas negras. El subconjunto de r bolitas blancas es uno de los subconjuntos de r
bolitas de un total de m bolitas blancas. El subconjunto de n — r bolitas negras es
uno de los subconjuntos distintos de n —r bolitas de un total de N —m bolitas negras.
Aplicando el Principio de Multiplicacién esto prueba el resultado.

Esto es la cantidad de subconjuntos distintos de n bolitas distinguibles de las
cuales hay r blancas y n — r negras; esta cantidad es distinta si consideramos que sélo
se distingue el color de la bolita. Al “borrar” los niimeros se produce una distorsiéon
porque las configuraciones que quedan iguales no tienen la misma cantidad de ele-
mentos (ver figura 4.7).

La diferencia entre considerar bolas distinguibles o no, para realizar un calculo de
probabilidades, nos lleva en este ejemplo a una paradoja. Por ejemplo, en el caso de la
figura 4.7, al calcular la probabilidad de obtener una bola blanca y una negra, por un

6
lado llegamos a la conclusion que la probabilidad es 0 y por otro que la probabilidad
1

es —.

Esto se produce por la ya mencionada Falacia de Equiprobabilidad, puesto que
en el segundo caso no es correcto, dadas las condiciones del experimento, asumir que
la probabilidad se calcula como favorables sobre posibles.

Una aplicacién “real” de lo anterior se utiliza para estimar poblaciones que son
demasiado grandes para realizar un método exhaustivo (contarlos a todos).

Ejemplo 1. Para estimar la poblacion N de salmones en un lago, se toma una mues-
tra de m salmones que se marcan de alguna manera y se devuelven al lago. Se espera
un tiempo razonable antes de tomar una seqgunda muestra de n salmones. Se cuentan
los ejemplares marcados, digamos k. Una estimacion razonable de N seria considerar
el valor de N que mazximiza la probabilidad de que haya k salmones en el lago. Este
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FicuraA 4.7. Caso N=5 n=3 y r=2

tipo de razonamientos se conoce en estadistica como estimador maximo verosimil.

Utilizando el razonamiento anterior la probabilidad de obtener k salmones mar-
cados de una muestra de n sabiendo que hay IN especimenes es:

m N—m
N
()
;,Coémo se encuentra valor de N que maximiza este suceso? La respuesta a este

tipo de preguntas se ven en cursos de Inferencia Estadistica.
La generalizacién del problema de los tipos es la siguiente:

Aplicacion 7. Se tienen N bolitas, my de tipo 1, mo de tipo 2,---, m, de tipo n
n

con Zmi = N. Se lanzan las N bolitas sobre N urnas con a lo mds una bolita por
=1

urnas. Si sélo se distingue el tipo de las bolitas, el total de configuraciones distiguibles
es:

N!
m1!m2! e -m"!
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En efecto hay N! configuraciones distintas de N bolitas distinguibles en N urnas.
Sin embargo, dado que no se distinguen todas las bolitas entre si hay varias configu-
raciones que son iguales con respecto a los tipos. Mas precisamente, en las urnas que
tienen bolitas del mismo tipo, es posible intercambiarlas, sin cambiar la configuracion.
Esto se puede hacer de m! para el primer tipo de elementos, de ms! maneras para el

segundo tipo,. . ., de m,,! maneras para el ultimo tipo. Por lo que hay m!-mo!-----m,!
formas de reordenar sin cambiar la configuracién de los tipos.
En consecuencia, mq!-msy!-----m,! configuraciones de bolitas distinguibles dan

una sola configuracién distinguible con respecto a los tipos. Dado que el total de
configuraciones era N! se concluye.
Una aplicacion directa de esto permite demostrar el Teorema del Multinomio que

dice que dados az,...,a, nimeros reales se tendra que:
n—1
N— m;
n N-—-mq igo '
N N mi m
(a1+...+an) — e al ..... an".
Z Z Z mal-mol----- my,!
m1=0 mo=0 my=0

La demostracién sigue las mismas lineas que en el caso del Teorema del Binomio.

4.8 Urnas con mas de 1 Bolita

Consideramos ahora un caso més complejo en que se lanzan IV bolitas sobre n urnas
permitiendo més de una bolita por urna. En este caso los roles de n y N estén inverti-
dos con respecto a la secciones anteriores, puesto que en algunos casos necesitaremos
mas bolitas que urnas.

4.8.1 Grupos Permitiendo Casillas Vacias

El total de configuraciones distintas de urnas con bolitas distinguibles permitiendo
algunas casillas vacias es:

(N+n-1)!
(n—1)!
En la figura 4.8 se muestran las configuraciones posibles con 2 bolitas y 3 casillas.
Si las bolitas ahora no son distinguibles, el total de configuraciones distintas aceptando

casillas vacias es:
N+n-1
n—1 '

En el caso de la figura 4.8 las configuraciones distintas se reducen ahora a las
mostradas en la figura 4.9.
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8gg ggg QL) QW)
8 S el

@)
g%g wg% Q@) O @

F1GURA 4.8. Caso N=2, n=3 (Total=12)

8gg QO
ggg nee
ggg QO

F1GURA 4.9. Caso N=2, n=3 (Total=6)

Estas formulas se pueden demostrar usando las técnicas que hemos visto hasta
ahora.

Dado un orden posible de las IV bolitas, se agregan n—1 “marcas” y se consideran
todas las configuraciones posibles (que incluyen todos los érdenes de los elementos)
que son (N 4+ n —1)!. Sin embargo, hay n — 1 objetos iguales (las marcas) por lo que
el total de configuraciones distintas es:

(N+n-1)!
(n—1)!
Para ilustrar el razonamiento consideremos los posibles resultados para el ejemplo
de la figura 4.8. Con esta nueva notacién si denotamos las marcas por el simbolo |,
entonces, esto se reescribe como:

12| |21 1J2| |21
21 12 21 2
12| |21 |1]2 1/|2
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Si no se distinguen las bolitas entre si entonces el total de configuraciones distintas
disminuye en un factor de N! (como al pasar de combinaciones a permutaciones) y,
por lo tanto, da:

(N+n—-1)! (N+n-1
(n—1)!- NI n—1 )

Una vez mas para ilustrar el razonamiento correspondiente al ejemplo de la figura
4.9 con esta notacién notando las marcas por | y las bolitas por () los resultados se
reescriben como:

OOl OlO]
|IOQOI 1010
10O OllO

4.8.2 Grupos sin Casillas Vacias

Si s6lo se consideran las configuraciones en que todas las casillas tienen alguna bolita
serd necesario que N > n. En ese caso, el total de configuraciones sera:

N -1
N! .
En la parte izquierda de la figura 4.10 se muestran las configuraciones para el

caso N =4 y n = 3. Al considerar que las bolitas no son distinguibles entre si el total
de configuraciones en que hay al menos una bolita por urna disminuye y es:

N -1
(1)
En la parte derecha de la figura 4.10 se muestran las configuraciones distintas
para el mismo caso, pero sin distinguir las bolitas (en vez de 72 sélo hay 3!!).
En este caso, la construcciéon que utilizamos anteriormente debe ser un poco dife-
rente. Dado un orden (N! posibles) de las N bolitas. Repartir las bolitas en n urnas
sin dejar ninguna vacia equivale a repartir n — 1 “marcas” como anteriormente, pero

ahora sélo entre los N — 1 espacios entre las bolitas. Esto se puede hacer de (17\{ :11)
maneras.

Por lo tanto hay, N! (11\17_—11 ) configuraciones distintas. Como en los casos anteriores
para ilustrar el razonamiento los posibles resultados para el ejemplo considerado en
la figura 4.10 notando las marcas por el simbolo |:
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Blole) Blole Blolel Hleld Blde Blelel
pl8ld 8lel el bltle) loldlel ol
oleld el loldd bleld ool leleld
Blole) Hlold Blolel Held Blde Blelel
eldld E8lel lelfld bldle) lbldlel el
elol8) el loleld blel8) lelalE el 8
Blole) Hlolel Blolel Hleld Bldle Blelel
pl8ld Elel lelfld blEld) lolBle) el
ool 8 ol blel8) ool leleld Q@
Blole) Hlolel Blolel ol Blole Blolel
Ll8ld 8ol lel8ld blEle) lolBle lele oo 8
elold) e loleld blel8 lelal) leleld

F1caurA 4.10. Caso N=4, n=3 (Total=72)(Total=3)

©

14|23 14]3]|2 24|13 24|3|1 34|1|2 34]2|1

1124]3 1|34]|2 2|14|3 2|34|1 3|14|2 3|24|1

112134 1]3]24 21|34 2|3]14 3|1]24 32|31

431112 43]2|3 13|2|4 13J4[2 23|1]4 23J4|1

4)13]2  4]23|3 1|23]4 1]14|2 2|13]4 2/43|1

411123 4]2|33  1]2|43 1]4|23 2|1]43 24|13

12]3]4 12]4|3 32|1]4 32/4|1 42|1|3 42|3|1

113214 1]42|3 3|12|4 3|42|1 4|12|3 4/|32|1

113142 1]4]43 3|1|42 3|4]12 4|1]32 43|12

21|3|4 21|4|3 31]2]4 31[4|2 41]2]3 41|3]2

2|31]4 2/41|13 3|21]4 3|41|2 4]21]3 4/31]2

2|13|141 2|4|31 3|2[41 3]4|21 4]2]31 43|21
Si las bolitas no se distinguen entre si entonces el total de configuraciones dismi-
nuye en un factor de N!, lo que da (]Z __11) Finalmente, para el ejemplo considerado
en la figura 4.10 notando las marcas y las bolitas como en el caso anterior obtenemos
las posibilidades
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Otra manera de deducir las férmulas para este caso, es considerar, que se saca un
grupo de n bolitas del total de IV y se coloca una en cada casilla y ahora se consideran
todas las configuraciones de N — n bolitas en n casillas permitiendo, de este modo,
casillas vacias. ;Se obtienen los mismos resultados?.

4.9 El Problema del Coleccionista de Cupones

Veamos una aplicacion no directa del resultado anterior que se conoce como el “Coupon
Collector Problem” o Problema del Coleccionista de Cupones.

Aplicacion 8. Un coleccionista de cupones va a comprar n cupones de un total de
N, scudl es el total de configuraciones distintas (cudntos cupones de cada tipo) que
puede obtener el coleccionista?, son todas las configuraciones igualmente probables?

En un contexto general dada una infinidad de elementos de N tipos distintos el
total de configuraciones distintas (al reconocer por tipo) de n de estos elementos es:

N+n-—-1
)
Si se intenta resolver pensando en cada tipo como una bolita, la cuenta es impo-
sible de hacer con los resultados que tenemos. Sin embargo, podemos considerar los
tipos como urnas y cada elemento sera una bolita que debera caer en alguna casilla

(el tipo que le corresponde). Por lo tanto, por el resultado anterior se tendrd que el
total de configuraciones distintas de n bolitas no distinguibles que se reparten en N

casillas es:
n+N-—-1 _ n+N-—1
N-1 ) n '

Esto muestra que las configuraciones no son todas igualmente probables.

4.10 Ejemplos Propuestos

1. ;De cuantas maneras 3 americanos, 4 franceses, 4 daneses y 2 italianos pueden
sentarse en una fila, de modo que aquellos de la misma nacionalidad se sienten
contiguos?. Resolver el mismo problema si se sientan en una mesa redonda.

Respuesta: Existen 4! 6rdenes posibles para que las 4 nacionalidades se formen en
una fila. Hay 3! maneras de sentar a los americanos contiguos, 4! maneras de sentar a
los 4 franceses contiguos, 2! maneras de sentar a los italianos contiguos. Por el Prin-
cipio de Multiplicacién el total de maneras de sentarlos es 4!-3!-4!-4!.2! = 165,888.
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Como ya se habia comentado en problemas anteriores, al considerar una mesa
redonda del total de 4! 6rdenes posibles para las nacionalidades es, en realidad,
s6lo 3! puesto que al rotar la mesa los vecinos no cambian. Hay 3! maneras de
sentar a los 3 americanos contiguos, 4! maneras de sentar a los 4 franceses conti-
guos, 4! maneras de sentar a los 4 daneses y 2! maneras de sentar a los 2 italianos.
Por el Principio de Multiplicacién esto da 3!-3!-4!-41.2! = 41,472 6rdenes posibles.

; Cuantas senales diferentes, cada una de 6 banderas colgadas en una linea vertical,
pueden formarse con 4 banderas rojas idénticas y 2 azules idénticas?

Respuesta: 4% = 15.

; Cuantas permutaciones distintas pueden formarse con todas las letras de cada una
de las palabras (i) tema, (ii) campana, (iii) estadisticas?

Respuesta: (i) 24, (i) 840, (iii) 5a3m-

Cuatro libros diferentes de matematica, seis diferentes de fisica y dos diferentes de
quimica se colocan en un estante, ;de cudntas maneras distintas es posible orde-
narlos si: (a) los libros de cada asignatura deben estar todos juntos, (b) solamente
los libros de matematica deben estar juntos?

Respuesta: (a) 416!2!13!=207.360, (b) 9!4!=8.709.120.

Se ordenan en una fila 5 bolas rojas, 2 bolas blancas y 3 bolas azules. Si las bolas de
igual color no se distinguen entre si, ; De cuantas formas posibles pueden ordenarse?
Respuesta: 5.

De un total de 5 matematicos y 7 fisicos, se forma un comité de 2 matematicos y
3 fisicos, jde cudntas formas puede formarse el comité, si (a) puede pertenecer a él
cualquier matemadtico y fisico; (b) un fisico determinado debe pertenecer al comité,
(c) dos matemadticos determinados no pueden estar en el comité?

Respuesta: (a) 350, (b) 150, (c) 105.

; Cuantas ensaladas pueden prepararse con lechuga, escarola, endibia, berro y achi-
coria?

Respuesta: 31.

Se extraen 5 cartas de una baraja de 52 cartas. Hallar la probabilidad de extraer:
(a) 4 ases; (b) 4 ases y un rey; (¢) 3 diez y 2 jotas; (d) un 9, 10, jota, reina, rey en

cualquier orden; (e) 3 de un palo y 2 de otro; (f) al menos un as.

. 1 1 1 64 429 18,472
Respuesta: (a) 54,1457 (b) 649,740 (c) 108,290 (d) 162,435 (e) 1,165° (1) 54,145°
Determinar la probabilidad de aparicién de tres veces 6 en 5 lanzamientos de un

dado equilibrado.
. 125
Respuesta: 7888

A un jugador le reparten 5 cartas, una tras otra, de una baraja corriente de 52
cartas, Cudl es la probabilidad de que todas sean espadas?
Respuesta: 22—

Se lanzan tres monedas corrientes. Hallar la probabilidad de que sean todas caras
st: (i) la primera de las monedas es cara; (ii) una de las monedas es cara.

Respuesta: (i) , (i) 1.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

;De cuantas maneras puede un profesor escoger uno o mas estudiantes de seis
elegibles?

Respuesta: 63.

Se dispone de 3 tipos de pruebas con 4 copias cada una. ;De cuantas maneras se
pueden repartir entre 12 estudiantes?.

Respuesta: (142) (2) = 34,650.

;De cuantas maneras 12 estudiantes pueden repartirse en 3 equipos, de modo que
cada equipo esté formado por 4 estudiantes?

Respuesta: (1) () = 5,775.

Calcular el total de configuraciones distintas que se pueden obtener, al repartir 5
anillos en 4 dedos de una mano (no se considera el pulgar), cuando los anillos son
distintos y cuando no lo son.

Se tienen bolitas rojas, blancas y negras. Calcule el total de configuraciones distin-
tas de 5 bolitas.

Una comisién de 10 personas estd formada por 2 Ingleses, 2 Escoceses, 2 Japoneses
y el resto de otras nacionalidades (todas distintas), ;de cuantas maneras pueden
ponerse en fila sin que haya dos de la misma nacionalidad contiguos?, ;de cuantas
maneras distintas se pueden sentar en una mesa redonda?

(,Con cuantos mastiles y banderas es posible componer 126 mensajes si las bande-
ras no son distinguibles entre si?. Es decir, un mensaje es una cierta cantidad de
banderas en cada mastil.

En el codigo Morse se emplean sélo dos signos: punto y raya, ;cuantas palabras
distintas de n signos se pueden obtener utilizando el codigo Morse?.

(,Cuantos nimeros mayores que 3000 y menores que 4000 se pueden formar con los
digitos 2,3,6 y 9 si:

a) Cada digito se ocupa una sola vez.

b) Cada digito se puede ocupar mds de una vez.

(Cuantas palabras diferentes se pueden obtener con las letras de la palabra
MANICOMIO.

Si se toman n puntos distintos de una circunferencia y se unen todos con todos,
jcudl es el maximo nimero de intersecciones posibles entre los trazos formados?.

Pedro va a comprar 10 frutas entre naranjas, manzanas y platanos al supermerca-
do, ;cuantas posibilidades diferentes tiene Pedro para comprar?.
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24. Se saca dos veces una bola de una urna con N bolitas numeradas de 1 a N (siempre
se devuelven las bolitas). Calcule la probabilidad de que el nimero de la primera
bola sea mayor estricto que el nimero de la segunda bola extraida.

= ;Como cambia esto si las bolitas no se devuelven?.

= ;Cudl es la probabilidad de que estén ordenadas de mayor a menor?.

= ;Coémo cambia la probabilidad que estén ordenadas si las bolitas no se devuel-
ven?

25. En un sorteo de loteria se extraen 15 niimeros de 25 posibles y el ganador debe
obtener 15 aciertos. Cada boleto contiene 15 nimeros y cuesta $500.

a) ¢Cudl es la probabilidad de ganar con un boleto?

b) En el ejemplo anterior se ofrece un boleto especial que contiene 2 niimeros
comodines que pueden reemplazar cualquiera de los 15. Suponiendo que uno
pudiese comprar facilmente cualquier cantidad de boletos, jcuanto deberia cos-
tar ese boleto especial?

26. Un cartero tiene N cartas que entregar en N destinos distintos.

a) Suponiendo que el cartero pasé a celebrar las fiestas patrias antes de hacer
su recorrido y, en consecuencia, entrega cada carta en cualquiera de los N
destinos posibles y ni siquiera recuerda los destinos que ya ha visitado. Calcule
la probabilidad de que k cartas lleguen a su destino con k en {0,..., N}.

b) Si el cartero estaba sobrio y entregd una sola carta en cada destino, pero algin
gracioso desordend las cartas. Calcule la probabilidad de que ninguna carta
llegue a su destino.

4.11 Combinatoria y Funciones

La manera formalmente correcta de hacer combinatoria, es considerar como en el
caso del cardinal, un conteo a base de funciones sobreyectivas o inyectivas. Esto es
claramente menos didactico que considerar bolitas y urnas. Pero por desgracia, no
para todos los problemas es posible utilizar el esquema de bolitas y urnas (al menos
de manera 1til y didéctica).

Es claro que una realizacién de lanzar n bolitas distinguibles sobre N casillas
define una unica funcién f : {1,...,n} — {1,...,N} siendo f(n) el ntmero de la
casilla donde se colocé la bolita n. Sin embargo, es posible que dos realizaciones
distintas den la misma funcién por lo que esta relaciéon no es siempre uno a uno.

Esto, porque la funcién no considera en que orden se lanzaron las bolitas. Por
ejemplo, en la figura 4.8 las realizaciones que tienen dos bolitas en una casilla estan
contadas dos veces (primero la bola 1 y luego la bola 2 y viceversa) y las realizaciones
que tienen una bolita por casilla estan contadas una séla vez.

La funcién seréd inyectiva cuando sélo se acepte una bolita por casilla y serd so-
breyectiva st, ninguna urna queda sin bolitas. En el contexto de bolitas y urnas esto es
equivalente, solo, en el caso en que se considera una bolita por urna. Veamos algunos
ejemplos que se plantean en ambos contextos:
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1. El total de funciones del conjunto {1,...,n} en el conjunto {1,..., N} es N™.
Es decir, lanzar n bolitas sobre N casillas permitiendo varias bolitas en las casillas.

2. Sin < N el total de funciones inyectivas del conjunto {1,...,n} en el conjunto
!
{17,N} es (]V%n)'
Es decir, lanzar n bolitas sobre N casillas con a lo més una bolita por casilla.

3. Si N = n el total de funciones biyectivas del conjunto {1,..., N} en el conjunto
{1,...,N}es N

Es decir, lanzar N bolitas sobre N casillas con, a lo mas , una bolita por casilla.

Con este nuevo formalismo algunos problemas de conteo se pueden plantear como
determinar el nimero de puntos fijos de una funcién f del conjunto {1,...,n} en
{1,...,N}. Donde un punto fijo i € {1,..., N} de la funcién f es aquel que satisface
que f(i) = 1.

Aplicacién 9. : Sik € {0,...,n} entonces el total de funciones del conjunto {1,...,n}
en el conjunto {1,..., N} que tienen k puntos fijos es:

(Z) (N — 1)+,

En efecto, para que una funcién f tenga k puntos fijos debe haber un subconjunto
de k elementos de {1,...,n}, donde se tienen los puntos fijos y ademds en los n — k
elementos restantes no se tendra dicho punto. Hay (Z) subconjuntos distintos posibles
para los puntos fijos. Una vez que se fijaron los elementos donde se alcanzaran dichos
puntos hay una séla posibilidad para la imagen de esos elementos y, para los elementos
que no seran puntos fijos hay N — 1 posibilidades.

Nota: ;Qué ocurre si sélo consideramos las funciones biyectivas de {1,...,n} en
{1,...,n} con k puntos fijos?.

4.12 El Problema de los Prisioneros

Para finalizar esta secciéon vamos a plantear un problema, aparentemente, simple de
resolver, que requiere de una solucién bastante inusual para los procedimientos que he-
mos realizado hasta el momento. Esto introduce otra rama de técnicas combinatorias
en las que se razona de manera “inductiva”, o bien, “recursiva”. Hasta el momento,
todos los argumentos combinatorios que se han utilizado se pueden resumir en “sumar
y multiplicar cuentas”. Es posible, aunque parezca inttil, contar de mds para luego
restar los elementos que se contaron mds de una vez.

102



PIERRE-PAUL ROMAGNOLI

Ejemplo 2. Un grupo N soldados va a fusilar a n prisioneros con N > n. Cada
uno de los soldados selecciona un prisionero al “azar” y dispara. Suponiendo que los
prisioneros son un blanco fdcil, ;cudl es la probabilidad de que no sobreviva ninguno?.

Nota: Es posible replantear este problema con amigos repartiendo regalos, pero mi

experiencia muestra que este contexto particular hace que el problema no se olvide.

Se podria dar la siguiente solucion al problema de los prisioneros. Cada bala
es una bolita y cada prisionero es una urna. Por lo tanto, estamos lanzando las N
bolitas en n urnas, aceptando més de una bolita por urna, permitiendo ademaés, urnas
sin bolitas sin reconocer las bolitas entre si. En este caso el total de configuraciones

posibles es:
N4+n-—1
n—1 /)

El total de configuraciones que no dejan prisioneros vivos equivale al total de
configuraciones con las condiciones anteriores que no dejan casillas sin bolitas, es

decir:
N -1
n—1)"

(1)
Q)

Por lo tanto, la respuesta sera:

En el caso N = n = 2 se tendria probabilidad es - = % Pero contando direc-

1
tamente, las posibles selecciones para los soldados son (1,1), (1,2), (2,1), (2,2), es
decir, probabilidad % Una vez més nos encontramos con una contradicciéon y una vez
mas se produce por la Falacia de Equiprobabilidad.
En efecto para N = n = 2 matar a ambos prisioneros se puede lograr de 2 maneras
mientras que matar exactamente a uno, cualquiera sea, sélo se puede lograr de una
manera.

La solucién correcta es de hecho bastante mas compleja de obtener.

Nota: Cada fusilamiento corresponde a seleccionar al azar una funcién de {1,..., N}
en {1,...,n} y matarlos a todos corresponde a que la funcién sea sobreyectiva.

Como cada soldado selecciona un blanco de n posibles y hay N soldados, entonces
por el principio de multiplicacién hay n'¥ posibles resultados.

De los resultados posibles, hay (n — 1) maneras de que no muera el primer
prisionero, por lo tanto, hay n — (n — 1) maneras de que el primer prisionero
muera.
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Las maneras en que el primer prisionero muere y el segundo no muere son, en-
tonces:

(n—1)N —(n—2)N.
En efecto, basta eliminar la posibilidad de escoger el segundo y seguir el razona-
miento anterior.
Si restamos a las maneras de matar al primer prisionero, aquellas en que no muere
el segundo, obtenemos las maneras de matar al primer y al segundo prisionero.
Por lo tanto, las maneras de matar al primer y al segundo prisionero son:

n —2(n - 1" + (n—2)".
Con el mismo razonamiento las maneras de matar al primer y al segundo prisio-
nero, sin matar al tercero, son:

(n—1)" —2(n—-2)" + (n - 3)N.
Una vez mas, por el mismo razonamiento, las maneras de matar al primer, segundo
y tercer prisionero son:

nN —3(n—1)Y +3(n—2)" — (n—3)".
Si se sigue el mismo proceso hasta agotar los prisioneros se concluye que las
maneras de matarlos a todos son:

nV (T)(n—l)N—f— (g)(n—2)N+---+(—1)"—1(n”1).

Por lo tanto, la probabilidad de que no sobreviva ninguno es:

nN — (711) (n—1)N + (g) (n—2)N +... 4 (71)7171(’”'21)
N .

n
Este ejemplo es una aplicaciéon de una técnica que se conoce como el Principio de

Inclusion-Exclusion.

4.13 Discos, Bolitas y Urnas reunidos

En esta seccién vamos a conectar discos con urnas y con bolitas. Resumiendo lo que
se ha estudiado en este capitulo, hasta el momento, podemos decir que introdujimos
la combinatoria a través de bolitas y urnas y luego mostramos céomo todo esto se
relacionaba con el estudio de funciones en un conjunto discreto. Ambos métodos tenian
sus fortalezas y debilidades. Contando con ambos modelos y sabiendo relacionarlos
se pueden aprovechar las fortalezas de cada uno de ellos y mejorar sus debilidades.
Esta idea va mas alld de las bolitas y las urnas y corresponde a una manera de
razonar en matematica que podriamos llamar la “estrategia del minimo esfuerzo con
el méximo resultado”. La idea es aprovechar al maximo el trabajo ya realizado al tratar
de resolver un problema nuevo. No se rehuye el trabajo, pero si se intenta trabajar
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utilizando el minimo de esfuerzo al largo plazo. Es decir, desarrollando métodos que
permitan resolver problemas similares sin demasiado esfuerzo adicional.

Ahora consideramos que nuestras urnas ya tienen en su interior cierta cantidad
conocida de bolitas y nuestro experimento consiste en extraer bolitas una a una. Se
sabe que en todo momento cualquier bolita tiene igual probabilidad de ser extraida.

Combinaciones Permutaciones

HOE ®@0w
@Q@Q
\ ]

&

. Con
Sin restitucion
restitucion

© @‘ {@QOJ °ee %

2

e
o

=

FIiGura 4.11. Extraccién de Bolitas en Urnas

Existiran dos tipos distintos de extraccion, las extracciones con restitucion y las
sin restitucion. En el primer caso la bolita extraida se devuelve a la urna y en el
segundo la bolita desaparece del sistema.

Nuestros resultados posibles seran secuencias de bolitas o grupos de bolitas de-
pendiendo de si consideramos o no el orden en que fueron extraidas. Graficamente una
secuencia de bolitas quiere decir que las bolitas se guardan (o copian si hay restitu-
cién) en un tubo, de tal modo, que la dltima bolita extraida estd al principio del tubo
y la primera extraida estd en el fondo del tubo. Por otro lado, un grupo de bolitas
consiste simplemente en colocar las bolitas extraidas en un saco o bolsa (ver figura

4.11).
Comencemos con el caso simple de una urna y N bolitas distinguibles. Si ex-
N!
traemos n(< N) bolitas, el total de secuencias distintas de bolitas es m que
—n)!
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coincide con el niimero de permutaciones distintas de n elementos de un total de V.
Esto no es una coincidencia ya que corresponde a lanzar n bolitas sobre N urnas con,
a lo sumo, una bolita por casilla.

En efecto, el primer elemento de la secuencia es el nimero de la urna donde
cayd la bolita con el nimero 1, el segundo elemento de la secuencia es el ntimero de la
urna donde cay6 la bolita 2, etc... La relacién inversa es clara, dada una secuencia de
bolitas: el primer niimero es la urna donde se coloca la bolita 1, el segundo ntmero
es la urna donde se coloca la bolita 2,etc...

Por ejemplo, las configuraciones de 4 urnas y 3 bolitas se traducen como:

1-2-3|1-2-4|1-3-4]2-3-4
1-3-2|1-4-2|1-4-3|2-4-3
2-1-3|2-1-4|3-1-4|3-2-4
3-1-2|4-1-2|4-1-3|4-2-3
2-3-1|2-4-1|3-4-1|3-4-2
3—2-1(4-2-1|4-3-1|4-3-2

Esto establece una biyeccion entre los dos conjuntos de configuraciones lo que
muestra que tienen igual cardinal que en este caso es la cantidad de elementos.

Si ahora en el mismo experimento de urnas consideramos los grupos de bolitas dis-
tintos que podemos obtener, en vez de las secuencias, obtenemos (1: ) que corresponde
al nimero de subconjuntos de n elementos de un total de N.

Esto nos muestra una manera alternativa de interpretar la diferencia entre permu-
tacién y combinacién. En las permutaciones consideramos el orden de extraccién de
las bolitas y en las combinaciones, s6lo nos interesa el conjunto de bolitas obtenidas.

4.14 Extrayendo Bolas Semidistinguibles

Desarrollaremos algunos ejemplo particulares para ejemplificar las dificultades clési-
cas.

4.14.1 Ejemplo con 1 Urna

Veamos otro ejemplo que muestra esta manera de proceder. Consideremos el siguiente
experimento: Se tiene una urna con 3 bolitas negras y 2 bolitas blancas y se extraen
dos bolitas distintas de la urna.

En nuestra definicién del experimento, para obtener dos bolitas de la urna esta-
mos extrayendo las bolitas una por una sin restitucién. De inmediato surge una duda
fisico-filos6fica con respecto a lo que quiere decir extraer mas de una bolita sin resti-
tucién. Fisicamente, es diferente sacar bolitas una por una que sacarlas en punados.
Sin embargo, desde nuestro punto de vista no hay diferencia alguna, puesto que los
resultados posibles son los mismos. Excepto, claro estéd, al considerar secuencias de
bolitas y no grupos porque en ese caso no se podra determinar el orden de extraccion
de las bolitas al sacarlas en punados.
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;Cudl es la probabilidad de obtener dos bolitas blancas?, ;la probabilidad de
obtener dos bolitas negras?, jde obtener una bolita de cada color?. Volvamos a nuestra
férmula béasica de favorables sobre posibles.

Podemos resolver el problema de al menos dos maneras distintas. Si estamos
considerando el orden de extraccién de las bolitas, entonces, el total de resultados
posibles para dos bolitas es 5 -4 = 20. El total de favorables para obtener dos bolitas
blancas es 2-1 = 2 y el total de favorables para obtener dos bolitas negras es 3-2 = 6.
Podriamos calcular el total de favorables para una bolita de cada color pero sabemos
que debe ser 20 —2 — 6 = 12.

Por lo tanto, la probabilidad de obtener dos bolitas blancas es % = 1—10, la pro-
babilidad de obtener dos bolitas negras es 26—0 = % y la probabilidad de obtener una
bolita de cada color es 32 = & (ver figura 4.12).

o
o

360

5888863
3838888
566666

(3)
000
FIGURA 4.12. Extraccién sin restitucion

Si ahora no consideramos el orden de extraccién, entonces el total de subconjun-
5 5!

2) 32
los resultados que consideramos al incluir el orden de extraccién. El total de subcon-

juntos de dos bolitas blancas es (3) = 1 y el total de subconjuntos de dos bolitas
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negras es (3) = 3 y, por lo tanto el total de subconjuntos de bolitas una de cada

color debe ser 10 — 1 — 3 = 6. Al evaluar las probabilidades obtenemos exactamente
los mismos resultados que antes. Esto ocurre porque todos los subconjuntos de dos
bolitas son igualmente probables al suponer que todas las extracciones de dos bolitas
considerando el orden son equiprobables.

4.14.2 Ejemplos con 3 Urnas

Consideremos ahora tres urnas. La primera urna es como la urna del ejemplo anterior,
es decir, con 3 bolitas negras y 2 bolitas blancas, la segunda urna contiene 2 bolitas
negras y 2 bolitas blancas y la tercera contiene 3 bolitas negras y 1 bolita blanca.
Nuestro experimento consiste en extraer una bolita de la primera urna y si sale blanca
extraemos una segunda bolita de la tercera urna y si sale negra extraemos una segunda
bolita de la segunda urna, jcual es la probabilidad de obtener dos blancas?, ;jde
obtener dos bolitas negras?, ;de obtener una bolita de cada color?

El total de configuraciones posibles de dos bolitas, en este caso, es una combina-
cién del principio de suma y de multiplicacién. Si la primera bolita es blanca, hay 4
posibilidades para la segunda bolita y si la primera bolita es negra también, por lo
que el total de posibilidades es 20. El total de configuraciones de dos bolitas blancas
es 2-1 = 2 y el total de configuraciones de dos bolitas negras es 3 -2 = 6 y, por
lo tanto, el total de configuraciones de una bolita de cada color es 12. Es claro que
las probabilidades coinciden con el experimento anterior. De hecho, queda claro que
es otra manera de examinar el mismo experimento sélo que en vez de considerar la
misma urna para la segunda extraccién, tomamos otras urnas que contienen la misma
cantidad de bolitas que debiera tener la urna al haber extraido una de ellas. Esto se
aprecia graficamente en la figura 4.13.

Parece claro, entonces, que todo lo que necesitamos para manipular las proba-
bilidades en estos problemas de urnas y bolitas, son los conocimientos béasicos de
combinatoria y la regla de favorables sobre posibles.

Ahora construimos un experimento similar al anterior. Consideramos una vez mas
tres urnas, cada una de las cuales tiene en su interior 1 bolita negra y 1 bolita blanca.
El experimento es como el que ya vimos, es decir, se extrae una bolita de la primera
urna y si sale blanca extraemos una segunda bolita de la tercera urna y si sale negra
extraemos una segunda bolita de la segunda urna.

Esto es equivalente a extraer 3 bolitas con restitucién de una urna que tiene una
bolita blanca y una negra. Por lo tanto, esta claro que la probabilidad de obtener dos

1
bolitas blancas es igual a la probabilidad de obtener dos bolitas negras y es igual a 1

1
y, por lo tanto, la probabilidad de obtener una bolita de cada color es 3 (ver figura

4.14 costado izquierdo).
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Ficura 4.13. Experimentos equivalentes
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Ahora bien, jcémo cambiarian las probabilidades si agregamos una bolita blan-
ca y una negra a la tercera urna?. Es decir, si el total de bolitas en la tercera urna
cambia pero la proporciéon entre bolitas blancas y negras sigue siendo la misma. La
“intuicién” nos dice que las probabilidades anteriores no debiesen cambiar.

Apliquemos una vez mas la maquinaria que hemos estado utilizando hasta ahora.
El total de configuraciones posibles es 1-2+1-4 = 6. El total de favorables a obtener
dos bolitas blancas es 1 -2 y el total de favorables para obtener dos bolitas negras es
1-1y, por lo tanto, el total de favorables para una de cada color es 6 —2—1 = 3. Pero

2 1
entonces la probabilidad de obtener dos bolitas blancas es 5= 3 la probabilidad de

1
obtener dos bolitas negras es 5 vy, jla probabilidad de obtener una bolita de cada color
3 1

es — = =1

Es decir jla probabilidad de obtener una bolita de cada color es la misma pero
la probabilidad de obtener dos bolitas blancas aumenté y la probabilidad de obtener
dos bolitas negras disminuyd?.

Entonces jnuestra intuicién es incorrecta?, ;o fueron nuestras cuentas las inco-
rrectas?. Revisemos y precisemos nuestras cuentas un poco. Hay un total de 8 bolitas
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F1GURA 4.14. Paradoja de combinatoria y probabilidad

de las cuales 4 son blancas y 4 negras. Las vamos a numerar del 1 al 8 con las pares
como bolitas blancas y las impares como bolitas negras, de modo que en la primera
urna se encuentren las bolitas 1 y 2, en la segunda las bolitas 3 y 4 y en la tercera
urna las bolitas 4,5,6,7 y 8.

Entonces, los resultados posibles de nuestro experimento son 1 —3,1 —4,2—5,2 —
6,2 — 7,2 — 8 (ver figura 4.14 costado derecho). Al distinguir tan solo el color y codi-
ficando blanca como B y negro como N, obtenemos N — N, N—- B, B— N, B— B,
B — N y B — B. Esto nos muestra que nuestras cuentas son correctas, jentonces es
nuestro razonamiento el incorrecto?. La respuesta aunque parezca contradictoria es
que nuestro razonamiento tampoco es incorrecto porque efectivamente las probabi-
lidades son las mismas que existian antes de agregar las bolitas a la tercera urna,
;,cémo es esto posible?

Una vez mas el culpable es la Falacia de Equiprobabilidad. En la primera urna, la

probabilidad de obtener una bolita cualquiera es 2 en la segunda urna, la probabilidad
1
de obtener una bolita cualquiera es oL pero en la tercera urna la probabilidad de

1
obtener una bolita cualquiera es T Esto quiere decir, que la probabilidad de obtener
1
1 — 3 o la probabilidad de obtener 1 — 4, es en ambos casos, 53 = Z; pero la
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1
probabilidad de obtener 2 — 5 es =3 al igual que la probabilidad de obtener

2-662-762-8.

Es decir, no todos los resultados son igualmente probables por lo que la férmula de
favorables sobre posibles ya no tiene validez. Sin embargo, esto no quiere decir que no
podamos calcular la probabilidad. La probabilidad de obtener dos bolitas blancas, que

N | =
| =

corresponde a obtener 2 — 6 y 2 — 8 al sumar ambas probabilidades nos da 2 - 3= 1
1
La probabilidad de obtener dos bolitas negras, que corresponde a 1 — 3 nos da R

1
finalmente la probabilidad de obtener una bolita de cada color serd — lo que muestra

que las probabilidades son las mismas que antes de agregar las bolitas a la tercera
urna.

4.14.3 El juego de las nueve bolitas

A continuacién, a través de un ejemplo concreto y simple, vamos a dar una pincelada
al tipo de problemas y técnicas que hemos desarrollado y seguiremos desarrollando
mas adelante. La idea es considerar un ejemplo simple pero que contenga una cantidad
suficiente de resultados para que las preguntas que hagamos no se puedan resolver de
manera exhaustiva, al menos para un simple ser humano.

Consideremos una urna con nueve bolitas que estén rotuladas con los digitos
1,2,3,4,5,6,7,8 y 9. Una extracciéon de bolitas de la urna es como seleccionar al azar
un digito entre 1 y 9. Nuestro experimento consistird en extraer todas las bolitas de
dicha urna sin restitucién. Con las reglas del juego que hemos establecido esto se debe
hacer una por una. Algunos de los resultados posibles se muestran en la figura 4.15.

Con nuestro experimento podemos poner a prueba los conocimientos de combi-
natoria para calcular probabilidades. El total de resultados posibles por el principio

de multiplicacién es 9! y por lo tanto cualquier resultado tiene probabilidad o de

ocurrir.

Por ejemplo, veamos como calcular la probabilidad de que todas las bolitas ro-
tuladas pares salgan antes que las bolitas rotuladas impares. Necesitamos el total de
configuraciones favorables. Tenemos que considerar las secuencias de 9 digitos que tie-
nen en las primeras 4 posiciones un niimero par y en las 5 ultimas un digito impar. Es

decir 4! - 5! lo que nos da una probabilidad de % = 16 que es bastante pequeno.
En el espiritu del origen de las probabilidades, vamos a proponer un juego de
azar derivado de este experimento. Se ofrece a los jugadores apostar a alguno de los
siguientes 9 resultados. Dado i € {1,...,9} se dice que hay una coincidencia en la
extraccion i (que notaremos como A;) si en la extraccion i se obtiene la bolita rotulada
con el digito i.
Inicialmente nos vamos a concentrar en responder una pregunta que parece bas-

tante simple, jcudl es la probabilidad de que haya alguna coincidencia?. Este evento,
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FIGURA 4.15. Extraccién sin restitucion de nueve bolitas

al estar descrito en palabras (en castellano) ya tiene una dificultad adicional que es
propia al lenguaje y que produce confusiones al tratar de escribirla en términos ma-
tematicos. Los conectivos logicos “y” y “0” en castellano tienen significados ambiguos
que causan estragos al ser llevados al contexto de las matematicas. En este caso lo que
estamos diciendo es cudles son las secuencias en que para algin ¢ se tiene coincidencia
en la extraccion i. Esto no quiere decir que debe ser sélo para un i.

Estudiemos inicialmente los eventos A;. Por construcciéon asumimos que todas las
secuencias son igualmente probables, pero no necesariamente los eventos A; son todos
equiprobables. Para calcular la probabilidad de A; sdlo necesitamos calcular las confi-
guraciones favorables a A; que son evidentemente 8! puesto que la tinica restriccién es
que en la extraccién ¢ se obtenga la bolita rotulada como i. Es decir, la probabilidad

1
de que ocurra A; es g bara cualquier valor i € {1,...,9}. Esto quiere decir que da lo
mismo apostar a cualquiera de estos eventos porque son todos equiprobables.
1
Un célculo directo al sumar la probabilidad de cada uno de los A; nos da 9- - = 1.

Entonces esto quiere decir que jla probabilidad de que ocurra alguno los A; es 17 o lo
que es lo mismo (en este caso), jsiempre ocurre alguno de los eventos 4;7. Claramente
no, puesto que la secuencia 2 —3—4—5—6—7—8 — 1 no es favorable a ninguno de
los Ai~
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El error cometido es simple (y muy comin ademds) y proviene del hecho que
se conté de mala manera. Por ejemplo, al contar las resultados favorables para A;
y luego sumar los resultados favorables para As no estamos contando los resultados
favorables para A; o As porque estamos contando més que eso. Lo que ocurre es
que estamos contando algunos resultados dos veces, como por ejemplo, el resultado
1-2—-3—-4—-5—-6—7—8—9 que es favorable a ambos resultados. Nos volvemos a
encontrar con el mismo tipo de desafios que resolvimos en la seccién de combinatoria.

Intentemos contar una vez més los sucesos favorables para obtener A; o As. Con
la misma idea de la combinatoria, podemos intentar descomponer estos resultados en
otros disjuntos mas ficiles de manejar. Es claro que los resultados favorables a A; o
As se pueden separar en tres grupos disjuntos. El grupo de resultados favorables a
Ay y no favorables para As, el grupo de resultados favorables a A, y no favorables
para A; y finalmente el grupo de resultados favorables para A; y para As. La ventaja
de esta descomposicién es que estos tres grupos si los podemos contar fiacilmente. En
efecto, para ser favorable a A; y no a A debo obtener la bolita rotulada 1 en la
primera extraccién y no la bolita rotulada 2 en la segunda extraccién, es decir, 7 - 7!.
El caso de resultados favorables para As y no favorables para A; es andlogo y nos da
también 7 - 7!. El grupo de resultados favorables tanto para A; como para As fija las
dos primeras bolitas que deben ser extraidas y por lo tanto son 7!. Entonces por el

principio de suma, el nimero de resultados favorables para A; o As es (2-7+1)-7!lo

S - 2:.741)-7! 5 2
que implica que la probabilidad de que ocurra A; o As es % =2 < 9
El error cometido anteriormente, es decir, la suma de las favorables para A; vy las
favorables para As menos las favorables para A1 0 A; nosda 2-8!—(2-7+1)-71 = 7!
que coincide con las favorables para A; y Az (jpor qué?).

Podriamos intentar el mismo tipo de razonamiento para obtener el nimero de
resultados favorables para A; o Ay o As. Por desgracia, en ese caso, tendriamos que
separar en més grupos; los resultados favorables sélo a uno de los tres eventos, los
resultados favorables sélo a dos de los tres eventos y los resultados favorables a los
tres eventos. Es decir 3+ 3 4+ 1 = 7 grupos. Repitiendo el mismo tipo de argumentos
estonosda 3-7-6-6!43-6-6!+ 6! resultados favorables o sea un probabilidad de

3:7-6-6!+3-6-6!+6! 145 3

=_—— <
9! 504 9

Es cierto que es posible realizar lo mismo para los resultados favorables para A
6 Ay 6 A3 6 Ay, pero ya se empieza a poner un poco escabroso. Al parecer el evento
que queremos calcular es facil de enunciar pero no tan facil de escribir. En todo caso
vemos que es posible hacerlo de este modo con un poco de paciencia y una buena
computadora.

Intentemos otro enfoque inspirados en el problema de los prisioneros. El ntimero
de resultados favorables para el evento A; es 8! y por lo tanto el niimero de resultados
no favorables para A; es 9! — 8!. El nimero de resultados no favorables para A; pero
si para Ay es entonces 8! — 7! (como si consideramos una bolita menos en la urna).
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Entonces el nimero de resultados no favorables ni para A; ni para A es 91—2-8!+ 71
Como en el caso de los prisioneros obtenemos finalmente que el niimero de resultados
favorables para ninguno de los eventos A; es:

o (e (- @ (- (o Q- (- ()

641
Por lo tanto la probabilidad de que ninguno de los eventos ocurra es 5’ 60 yp
3,641 2,119
tanto 1 babilidad d 1 de 1 tos A; es 1 — -2 = .
anto la probabilidad de que ocurra alguno de los eventos A; es 5.760 _ 5.760

Esto quiere decir que lo més probable es que no ocurra ninguno de los eventos A;.

Lo anterior muestra que con un ejemplo bdsico (1 urna y 9 bolitas) los cdlculos
asociados a preguntas simples pueden resultar bastante complejos. Es importante
notar que los argumentos que utilizamos anteriormente, se aplican en general y que
no son mas que una aplicacion directa de los principios de suma y multiplicacién y la
formula de favorables sobre posibles. La dificultad en este ejemplo es sélo de calculo
y la dificultad reside por ende exclusivamente en la aritmética involucrada.

Sin embargo, podemos hacer preguntas més complejas en este mismo experimen-
to, como estudiar la causalidad entre eventos distintos. Por ejemplo, como cambian
los célculos si se aposté a As y en la primera extraccién se obtiene la bolita rotulada
como 1 (es decir el resultado ya es favorable para A;). {Es ahora més o menos proba-
ble que el resultado sea favorable para A,? (pregunta crucial para un apostador si se
puede retirar después de la primera extraccién). Un razonamiento heuristico serd de-
cir que dado que ya se logré una vez una coincidencia, parece ser que va a ser mas
dificil volver a lograr otra coincidencia por lo que la probabilidad debiera ser menor.
Veamos ahora si ese razonamiento tiene sentido matematico.

Esto no es tan dificil de calcular dado que el total de resultados posibles es ahora
8!, porque debe salir la bolita 1 en la primera extraccién. De estos hay 7! favorables

1 1
para As por lo que la probabilidad es ahora = > —. Es decir, de entre los resultados

favorables para A la proporcién de resultados favorables para A; y a As es mayor que
la proporcién de resultados favorables para Ay del total de resultados. Esto muestra
que al contrario de lo que se razoné anteriormente, la probabilidad de obtener una
coincidencia en la segunda extraccion dado que se obtuvo una coincidencia en la
primera, es mayor que antes.

Entonces el resultado A; influye favorablemente sobre el resultado As con respecto
a la probabilidad de ocurrencia. Entonces, jqué ocurre en caso contrario?. Lo tnico
que sabemos es que la bolita 1 no salié en la primera extraccion. Esto no nos dice
exactamente que bolita es la obtenida en la primera extraccion, sélo sabemos que no
es la bolita 1. ;Cuél es la probabilidad de que el resultado sea favorable para As en
este caso?.
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El total de resultados posibles es 8 - 8! puesto que no debe salir la bolita 1 en
la primera extraccién. Al sumar esto con los resultados posibles en el caso anterior
obtenemos 8 - 8! 4+ 8! = 9! que es total de resultados posibles. Esto nos muestra que

8
con probabilidad — hay coincidencia en la primera extraccién y con probabilidad 9

no hay coincidencia en la primera extraccién.
Nos conviene mas ver los resultados que no son favorables para As. Hay 8! resulta-
dos que tienen a la bolita 2 en la primera extraccién y ademads hay 7-7-7! que no tienen

ni a la bolita 1 ni a la bolita 2 en la primera extraccién y no tienen a la bolita 2 en
< . . 8! +49 .7 7 1
la segunda extraccion. Entonces, la probabilidad pedida es 1 — 8.3 & < —.
Es decir ocurre lo contrario a la situacién anterior ahora la probabilidad de obtener
una coincidencia en la segunda extraccion es menor que antes.
Entonces, el valor de la probabilidad de obtener una coincidencia en la segunda
extraccion, estd entre el valor de la probabilidad de coincidencia cuando hay coinci-

dencia en la primera extraccion y el valor de la probabilidad de coincidencia cuando
no hay coincidencia en la primera extraccion. Para ser més precisos 9= é . é + g . 6774
Es decir, que la probabilidad global es un promedio ponderado de los dos casos y el
ponderador es la probabilidad de que ocurran cada uno de esos dos casos.

Podemos complicar un poco mas las cosas y establecer una relaciéon de causalidad
inversa. Por ejemplo, jcudl es la probabilidad de que haya ocurrido A; sabiendo
que ocurrié As?. Esto parece un poco confuso dado que A; se decide en la primera
extraccion y As en la segunda extraccién y por lo tanto Ay ya se decidié si sabemos
lo que pasé con As. En el fondo no es tan confuso si pensamos que cuando se realiza
el juego, no miramos el resultado de la primera extraccién cuando esta se realiza.

Originalmente la probabilidad de que ocurriese A; era % pero ahora sabemos que
ocurrié As y la pregunta es: | cambia eso la probabilidad de ocurrencia de A;7. Vimos
anteriormente que A; y As tenfan alguna influencia entre ellos por lo que la respuesta
no parece ser que sigue siendo %. En efecto, el total de resultados favorables a A; es
8! y de estos resultados favorables a A; el total de resultados favorables a As es 7! por
lo que la probabilidad de que ocurra A; dado que ocurre As es %!. Es decir, es mas
probable que haya una coincidencia en la primera extraccion si hay una coincidencia
en la segunda extraccion.
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Capitulo 5: Conceptos Basicos de Probabilidad

En este capitulo vamos a introducir el formalismo clsico de la Teoria de Probabili-
dades con Teoria de Conjuntos establecido por Kolgomorov. La idea es aprovechar el
trabajo de los capitulos anteriores para hacer més intuitivas las definiciones y propie-
dades que vamos a introducir.

5.1 Experimento y Espacio Muestral

El fenémeno a modelar se llama usualmente Ezxperimento y se denota como €. Un
Experimento es, normalmente, una accién que produce algin resultado. Para hacerlo
que sea“aleatorio” se supone que, el experimento, debe arrojar mas de un resultado.
Normalmente el tinico control que se tiene sobre £ es poder realizarlo.

Como ya se discutié anteriormente, los ejemplos cldsicos corresponden a lanzar
un dado de seis caras sobre una mesa, o, una moneda al aire. Sin disponer de mas
informacion ambos experimentos son considerados aleatorios, no por la naturaleza
del experimento, sino por el hecho que no se sabe con exactitud cudl va a ser el
resultado del Experimento. La fecha de cumpleanios de una persona cualquiera es
un dato preciso, no aleatorio, pero es un evento aleatorio para alguien que no la
conozca. Un mismo Experimento puede ser visto ademas de maneras distintas segin
las interrogantes que se tenga respecto a éste. Normalmente, al lanzar un dado, lo
que interesa es saber el nimero que se obtiene en la cara superior, pero, nos podria
interesar saber si el dado cae o no sobre la mesa. Entonces el mismo Experimento
define otra situacion aleatoria porque la pregunta que se quiere responder es otra.

La mejor representacién o, mas bien, la mas adecuada, de los resultados posibles
estd en manos del que modela y se conoce como el Fspacio Muestral (). El Espacio
Muestral representa una codificaciéon de los resultados posibles de £ adecuada a lo
que se quiere resolver.

Ejemplos:
1. € = “lanzar un dado”, 0 ={1,23456}.
2. £ = “lanzar una moneda”, = {cara, sello} = {0,1}.

Una vez que se fij6 el Espacio Muestral una realizacién del experimento se simula
como obtener un elemento w que pertenece a 2. Esto es una reduccién dréstica de
informacién. En el caso del dado, con el espacio muestral del ejemplo anterior, no se
sabe si cay6 en la mesa o no, que forma tenia el dado si tenia algtin color, etc...
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En la Teoria de Probabilidades hay tres categorias de espacios muestrales que se
estudian con técnicas diferentes.

1. Finito: El espacio muestral consiste de una cantidad finita de resultados distintos
posibles.

2. Numerable: El espacio muestral consiste en un familia indexada por los naturales
de resultados distintos posibles.

3. No Numerable: El espacio muestral consiste en una infinidad de resultados dis-
tintos posibles que no se pueden indexar por los naturales.

Nota: En este texto sélo trabajamos con Espacios Finitos que son los que tratamos
en los capitulos previos, pero lo cierto es que la axiomatica que introducimos en este
capitulo no es més compleja en los otros casos.

El espacio muestral 2 es importante y no siempre se tiene una “receta’ para
calcularlo. Lo que define si el Espacio Muestral es adecuado es su capacidad para
resolver el problema planteado.

5.1.1 Afirmaciones y Sucesos

Para escoger el Espacio Muestral no es suficiente tener definido £, ademés es necesario
tener claro las preguntas o afirmaciones que han motivado modelar dicho experimen-
to. Normalmente las afirmaciones se notan con las letras «, 3, etc... En el experimento
& = “Lanzar un dado de seis lados” dos afirmaciones serian.

a="el nimero de la cara superior es 6” o bien f="*el dado cayd en la mesa”.

La afirmacién « sugiere un espacio muestral ; = {1,2,3,4,5,6} que toma en
cuenta todos los resultados posibles de la cara superior del dado. Por otro lado, la
afirmacién g sugiere el espacio muestral 5 = {0,1}. Codificando como 1 si el dado
cayé en la mesa y 0 cuando no cae en la mesa. En ambos casos hubo una dréstica
reduccion de informacién respecto al experimento.

Intuitivamente el espacio muestral 2o es “adecuado” para la afirmacion 8 y el
espacio muestral 27 no lo es. Mas formalmente, 5 es una afirmacion vélida para €
pero no para {2;. Una afirmacién es vélida para un experimento si, una vez que rea-
lizado, se puede dar un valor de verdad a dicha afirmacién. En nuestro caso, saber
el nimero obtenido en la cara superior no determina si el dado cayé en la mesa vy,
viceversa, saber si cayé o no en la mesa no determina el valor de la cara superior.
Interesa, entonces, escoger un espacio muestral que haga vélidas las respuestas a las
preguntas que se quieran responder.

Nota: Esto corresponde a las preguntas que quedan determinadas en las regiones de
un disco para el caso 1.
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En el ejemplo anterior, cada una de las afirmaciones en el Espacio Muestral, en el
que son validas, tienen asociadas un subconjunto del Espacio Muestral. La afirmacion
« tiene asociado el subconjunto A = {6} de Q; y S tiene asociado el subconjunto
B = {1} de Q. Esto porque una afirmacién vélida descompone (“particiona”) al
espacio muestral en dos conjuntos disjuntos. Un conjunto corresponde a los elementos
del Espacio Muestral que hacen que la afirmacién sea cierta y el segundo subconjunto
estd formado por los elementos que hacen que la afirmacién sea falsa.

Por lo tanto a cada afirmacién le corresponde un subconjunto de € formado por
aquellos elementos de €2 que la hacen verdadera. A estos conjuntos les llamaremos
sucesos. En consecuencia, todas las afirmaciones vélidas tienen una correspondencia
uno a uno con todos los subconjuntos posibles del espacio muestral que se conoce
como las partes de Q y se nota como P ().

Esto quiere decir que cualquier operacion logica entre afirmaciones tiene su ope-
racion equivalente entre conjuntos. Sélo por enumerar algunas; negaciéon con comple-
mento,“o” con unién, “y” con interseccién, “o exclusivo” con diferencia simétrica (ver
Figura 5.1.1):

AFIRMACION | SUCESO
« A
B8 B
~ Q A€
aVp AUB
alp ANB
aYp AAB

F1cUuRrA 5.1. Relaciéon entre Afirmacién y Suceso

En el lenguaje de conjuntos un elemento de A de P(f2) se dice que ocurre si el
valor w € Q obtenido al realizar el experimento estd en A.

Nota: Cada suceso es una unién de regiones del disco y que ocurra quiere decir que
el resultado es una de las etiquetas.

5.1.2 Familias de Subconjuntos

Sea Q un espacio muestral asociado a un cierto experimento €. El conjunto P(2)
contiene todos los sucesos posibles asociados a afirmaciones vélidas de un experimento.
En general, mientras mas sucesos distintos tengamos mas trabajo habra que hacer y,
por lo tanto, es razonable tratar de considerar el minimo posible que nos permita
resolver el problema. Cuando el espacio muestral es finito (digamos N elementos)
entonces el conjunto de todos los subconjuntos que se nota como P(2) también es
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finito (mds precisamente consta de 2V elementos como ya vimos en el Capitulo de
Combinatoria).

Para Espacios Muestrales en las otras categorias 2 y 3, el conjunto P () resulta
ser una familia demasiado exhaustiva de sucesos y, se hace necesario seleccionar un
subconjunto F C P(Q).

Nota: El subconjunto de sucesos mas trivial de todos seria {¢, 2} que no tiene ningtin
interés practico.

Obviamente, para poder responder a combinaciones légicas de afirmaciones, la
familia de subconjuntos F ha de tener un minimo de propiedades algebraicas.Es decir,
una familia F es un dlgebra sobre ( si:

1. Qe F
2.VAe F,A°e F
3. VA,Be F,AUB € F.

La propiedad 1 es claramente necesaria dado que al menos debemos contener
a todos los sucesos posibles. Una afirmacién a vialida particiona al espacio mues-
tral en dos sucesos (X = AW A°). Por lo tanto, la familia F debe ser cerrada
para la operacién de complemento lo que justifica 2. Al considerar dos afirmacio-
nes validas distintas « y [ particionamos el espacio muestral en cuatro sucesos
Q=(ANB)W(ANB°) W (A°N B)W (A°N B°) (ver figura 5.2).

A A
B ANB ANB
B ANE AnE

FIGURA 5.2. Particién por dos sucesos A y B

Nota: Esto corresponde a reetiquetar el Disco respecto a los resultados para los cua-
les la afirmacién es vélida o no y, para el caso de dos afirmaciones, los 4 resultados
posibles y asi sucesivamente para més resultados.
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Es un ejercicio simple probar que basta considerar 2 y 3 para lograr que esos
cuatro conjuntos estén en F cuando A y B estdn en F. En realidad, cualquier con-
junto que resulte de una cantidad finita de uniones e intersecciones, de elementos
de F estard también en F cuando es un algebra. En general no es dificil ver que la
interseccion arbitraria de algebras es un algebra.

En el caso en que Q = {1,..., N} el dlgebra mas pequeria (en el sentido de la
inclusién) que contiene a los sucesos {1}, {2},...,{ N} resulta ser igual a la mas grande
que es P(). Es por eso que en los espacios muestrales en la categoria 1 se considera
siempre F = P().

Si consideramos el experimento £ = “Lanzar un dado N veces”. Si nos interesa
saber el nimero de caras obtenidas podemos considerar como espacio muestral 2; = N
que es obviamente numerable. Las afirmaciones que sugieren este espacio muestral son
oy, = “Salieron n caras” con n € N. Los sucesos asociados serdn entonces A, = {n}
conn € N.

Consideremos la afirmacién o = “El niimero de caras obtenidas es par” que esta
asociada al conjunto A = {2,4,...,2N,2N +2,...}. Este conjunto no se puede cons-
truir con un ntimero finito de operaciones como union e interseccién de la familia de su-

N

cesos {A1,..., An, Apt1, ... }. En efecto, es claro que A = |4 Az, y que |4 Asp, C A
neN n=0

para cualquier N € N. En este caso la més pequena de las algebras que contiene a

la familia {A,, },en no contiene a A y por ende no es P(£2). Esto muestra que fuera
de la categoria 1 es necesario manejar mas que una cantidad finita de operaciones de
unién e interseccién. En estos casos le pedimos a F que sea una o-algebra de €2 que
equivale a reemplazar la propiedad 3 por:

30. V{Antnen CF, U 4, € F.

neN

Al considerar una o-algebra cualquier conjunto que resulte de una cantidad nu-
merable de uniones e intersecciones de elementos de F estard también en F. La maés
pequeiia de las o-dlgebras que contiene a la familia { A, } nen resulta ser la més grande
es decir P(Q).

Volviendo al mismo experimento, si nos interesa saber si salié cara o sello en
alguno de los lanzamientos, el Espacio Muestral considerado anteriormente no es
adecuado. Uno serfa Q = {0,1}" en el que el resultado {w,}nen € Q se construye
como w, = 1 si en el n-ésimo lanzamiento se obtuvo cara y w, = 0 si se obtuvo
sello en el n-ésimo lanzamiento. Este espacio muestral no es numerable (de hecho
tiene el mismo cardinal de los ntimeros reales). Las afirmaciones que dieron origen
este Espacio Muestral son «ap = “Sali6 cara en el k-ésimo lanzamiento” con k € N
que tiene los sucesos asociados Ay, = {{wy, tneny € Q|wy, = 1}. La més pequena de las
o-algebras que contiene a esta familia de sucesos resulta no ser P(2). Las ventajas
de considerar esta o-dlgebra en vez de P(Q) serd evidente al definir las medidas de
probabilidad.
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Resumiendo, dado un fenémeno que serd modelado como una situacién aleatoria
lo primero que se define es un Espacio de Probabilidad (2, F) con 2 un conjunto
y F una o-dlgebra de Q. Cuando el cardinal de 2 es finito o numerable entonces
F =P(Q).

En general se tendrd una o-dlgebra F tal que {¢, X} C F C P(2). Una vez que el
espacio de probabilidad estd claro es tiempo de introducir la medida de probabilidad.

5.2 Medida de Probabilidad

En este capitulo vamos a generalizar las nociones de probabilidad obtenidas para
espacios infinitos. Es decir, la probabilidad de un suceso es un ntmero entre 0 y 1
que mide cudn posible es que ocurra. A mayor valor de la probabilidad mayor es la
posibilidad de que ocurra.

5.2.1 Caso Finito o Numerable

Cuando se tiene un espacio muestral finito Q = {1,..., N} y un suceso A € P(Q).
La méaxima desinformacién, y por ende lo mas aleatorio, es que cualquier w € € sea
igualmente probable. En este caso la probabilidad de que A ocurra serd simplemen-
te el cociente entre los casos favorables (los que pertenecen a A) y todos los casos

posibles, es decir P(A) = %. Esto se conoce como la Formula de Laplace en que el

calculo de las probabilidad se reduce a “contar” los sucesos favorables.

Nota: Esto corresponde a considerar un disco con todas las regiones con la misma
area.

Consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3. Se tienen 4 bolitas en una urna, 2 bolitas negras y 2 bolitas rojas. Se
toman dos bolitas de la urna jcudl es la probabilidad de que haya una bolita de cada
color?.

Una posible solucién serfa dar como espacio muestral 0 = {0,1} en que 0 re-
presenta no tener una bolita de cada color y 1 representa obtener una bolita de cada
color. Entonces suponiendo que ambos sucesos son igualmente probables la probabi-

) 1
lidad seria 3

Pero si consideramos Qo = {“2 negras”, “1 de cada color”, “2 rojas” } entonces si
los tres sucesos son igualmente probables, la probabilidad seria —.

Otra posibilidad serfa considerar 3 = {0,1} x {0,1} en que 0 representa una
bolita negra y 1 una bolita roja. En este caso los casos favorables son 2 de un total

1
de 4 por lo que la probabilidad seria otra vez 3

Finalmente consideremos el espacio muestral
Oy = {(a,b) IS {1,2,3,4} X {1,2,3,4}\(1 #* b},
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en que las bolitas negras son 1 y 2 y las rojas son 3 y 4. En este caso los casos
favorables son 8 de un total de 12 por lo que la probabilidad seria en este caso 3"

;,Cuadl es la respuesta correcta? Estos problemas fueron los que generaron infini-
tas discusiones entre los matemadticos en el siglo XVII. El cédlculo del cociente entre
favorables y posibles, en las cuatro soluciones anteriores, es correcto y, podria decirse
entonces, que todas las soluciones lo son. Sin embargo, el supuesto de que los single-
ton son equiprobables es compatible con la tltima soluciéon. Esto porque el Espacio
Muestral €24 “simula” la realizacion del experimento dado que la primera coordenada
representa la primera bolita extraida y la segunda coordenada representa la segunda
bolita extraida. En estas condiciones es facil verificar si el supuesto de equiprobable
es 0 no razgonable, sin tener que recurrir a algin razonamiento mas complejo. En
realidad, cualquiera de estos espacios muestrales podria modelar este experimento,
pero, no suponiendo que los sucesos son igualmente probables. Para el primer espacio

muestral la probabilidad de obtener un 0 deberia ser — y la de obtener un 1, —=. En el

segundo espacio muestral la probabilidad de obtener 2 negras es igual a la probabili-
1 2

dad de obtener 2 rojas e igual a R la probabilidad de obtener 1 de cada color 3" Para

el tercer espacio muestral la probabilidad de obtener (0,0) es igual a la probabilidad

1
de obtener (1,1) que es igual a R la probabilidad de obtener (0,1) es igual a la

2
probabilidad de obtener (1,0) que es igual a 5 Es por lo tanto preferible tener un

modelo probabilistico que nos permita modelar espacios muestrales no equiprobables.

Entonces, en general, dado un Experimento £ y un Espacio de Probabilidad aso-
ciado (€2, F), una manera de determinar cuéles son las posibilidades de que un suceso
cualquiera de F ocurra es asociar, a cada elemento de F, un ntimero en [0, 1] que
serd mayor mientras mas posibilidades tenga el suceso. Es decir, definir una funcioén,
que llamaremos P desde F al intervalo [0, 1]. Para que los resultados sean consisten-
tes esta funcién deberd tener algunas propiedades simples que la definen como una
medida de probabilidad.

Una medida de probabilidad sobre (€, F) es una funcién P : F — [0, 1] que satis-
face:

1. P(Q) = 1.
2 VA nen CF, AN Ay = (n#m): P8,y An) = Xen P(An).

La suma que aparece en 2 se interpreta como:

N N
> P(Ay) = sup Y P(A,) = Jim Z_:l P(A,).

neN NeN n=1

Observacion: Es importante notar que la funcion P estd definida sobre F y NO sobre .
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Esto formaliza la nocién intuitiva que tenemos de lo que es la probabilidad.

Nota: La propiedad (1) corresponde a que el drea total del Disco es 1. La propiedad
(2) corresponde a que el drea de la unién es la suma de las dreas que la forman.

La construccién de un modelo de probabilidad es entonces asociar a un experi-
mento & con ciertas afirmaciones «;, /3,7, ... un espacio de probabilidad y, una medida
de probabilidad sobre ese espacio. Es decir, (2, F,P).

Este proceso nos permite modelar, es decir, codificar y obtener sélo la informacién
relevante del experimento relativa a las afirmaciones que se quieren validar. Esto
normalmente conlleva una reduccién drastica de informacién y, en algunos casos,
asumir ciertos supuestos que daran una solucién aproximada al problema planteado.
Esto es, sélo un ejemplo méds de una modelacién matematica, de un fenémeno con
herramientas probabilistas.

5.2.2 Espacios Muestrales Finitos

La manera estandar para construir una medida de probabilidad, es definirla para una
familia de sucesos C C F de tal manera que se pueda extender de una tnica manera
para el resto de los sucesos de F. Normalmente se busca una familia de sucesos C para
la cual cualquier elemento de F se escriba como una unién disjunta de elementos de
C. Al definir el valor de la probabilidad de estos sucesos a través de la propiedad 2 se
extenderan de manera consistente a todos los elementos de F.

Nota: Esto corresponde a definir el area de las regiones del Disco.

Si el espacio muestral €2 es finito o numerable veremos que basta definir la funcién
de probabilidad sobre ¢ = {{w} € P(Q)|w € N}. Es decir dos medidas de probabilidad
sobre un mismo espacio de probabilidad que coinciden sobre C son la misma medida
de probabilidad. Formalmente:

Teorema 5.1. Dado (Q,P(Q2)) finito o numerable y dos funciones de probabilidad
Py, Py tales que para cada w en 2, Py ({w}) = Pa({w}) entonces Py = P,.

Demostracién. Cualquier A en P(2) se escribe como A = | {w} con una unién a
weA
lo mas numerable, por lo tanto por la propiedad 2 se tendra que:

P1(4) =P ( O, {w}> =Y Pi({wh) =Y Po({w}) =P < O, {w}> =P2(A).

weA weA weA weA

]
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Ahora veamos como deben definirse los valores sobre los singleton para obtener
una medida de probabilidad, al extenderla sobre todas las partes. Las condiciones se
resumen en el siguiente teorema:

Teorema 5.2. Si Q es finito o numerable una funcion P definida sobre {{w}/w €
Q} define una unica medida de probabilidad sobre P(Q) al extenderse como P(A) =
> P({w}) para cada A en P(A) siy solo si:

weA
VweQ P({w}) >0, Y PH{w}) =1

weN

Demostracién. La unicidad ya se demostré (ver Teorema 5.1). Por definicién P(Q2) =

> P({w}) = 1.

weN

Dado {A,}nen C P(Q2) familia disjunta dos a dos, entonces:

P(Ya)- X F@)-3 3 el - Tru

neN we lH A, neNweA,, neN
neN

Por definicién se tiene que A en P(£2), 0 < P(A) < 1. Lo que muestra que es una
medida de probabilidad. O

En general siempre podemos considerar (basta enumerar) Q = {1,..., N} con
algin N en N con lo cual la funcién de probabilidad queda definida por N ntmeros

{pn}_; € [0,1] tales que Z Pn = 1.

En un contexto de medlda de probabilidad podemos definir una medida equipro-
bable como el andlogo combinatorio de todos se cuenta por igual. Es decir:

Definicién 1. Dado (Q,P(Q),P) con Q finito, se dice equiprobable si:

Vw,w €Q, PHw}=P{uw'}).
Esto implica que para cualquier A en P(Q2), P(A) = %.

Basta ver que 1 = P () = IE”( L;'JQW) = %:QP({W}) = P({w})|] por lo que
P({w}) = -
Para cualquier A, se tiene que P(4) =P ( LEJA ) %:AP({M}) = ﬁ

Por ejemplo, si consideramos el lanzamiento de una moneda como nuestro expe-
rimento y nos interesa saber si salié cara o sello el espacio de probabilidad méas simple
serd ({0,1}, P({0,1})). Existe una familia de medidas de probabilidad que le podemos
asociar a este espacio. En este ejemplo basta definir el valor de P({1}) = p € [0,1]
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para que la medida de probabilidad quede determinada en todos lados. Esto nos da
una “infinidad” de posibilidades para modelar el lanzamiento de una moneda que
se diferencian en la probabilidad de obtener una cara. Algunas posibilidades son las
siguientes:

P(¢) [ PO} [ PHLD [ P({0,1})
p=0 0 0 1 1
1 1 2
kI I A |
P~ 3 3 ?
p=35| 0 3 3 1
p=1] 0 1 0 1

El caso p = 0 y p = 1 indican que la probabilidad de obtener cara es 0 y 1
respectivamente. Es importante notar que esto no quiere decir que no es posible
obtener cara cuando p = 0 o sello cuando p = 1, sino que la probabilidad de que esto

ocurra es nula. Volveremos sobre este tema més adelante. El caso p = 3 indica que
no se tiene ninguna informacién sobre la moneda y por lo tanto se asume que es tan

probable obtener cara como sello. En el caso p = = se asume que el sello tiene el

doble de posibilidades que la cara y p = 3 es el caso en que la cara es dos veces mas

probable que el sello.

Un modelo probabilistico para el experimento de lanzar la moneda con las afir-
maciones planteadas, se convierte simplemente en fijar un valor para p en el intervalo
[0,1]. La pregunta sobre cual es el “mejor” valor para p dada una moneda “real” no
nos concierne por el momento. Para resolver esta pregunta normalmente se utiliza la
evidencia “empirica”’ del experimento. Es decir, repetir muchas veces el experimen-
to de lanzar la moneda y, en funcién de los resultados obtenidos, obtener un valor
“empirico” para p. Explicar esta definicion empirica de probabilidad, muy pronto,
tiende a generar una gran confusién introduciendo dos nociones de probabilidad. Una
probabilidad “real” y una “empirica”. Para evitar estas confusiones de definicién vy,
con el fin de poder formalizar, correctamente, lo que se quiere decir con probabilidad
empirica, es que este tipo de preguntas las dejaremos para mas adelante.

Una de las grandes limitaciones de los modelos de probabilidad es que, en el
caso en que {2 sea numerable no es posible definir una medida equiprobable. Esto
quiere decir que el experimento de escoger un nimero natural al “azar” (equiprobable)
no es posible de modelar con la teoria de probabilidades. Son necesarias algunas
generalizaciones de esta teoria para lograrlo (Teorfa de la Medida).

En efecto consideremos que 2 = Ny sea ¢ €]0, 1] tal que P({n}) = ¢ para cualquier
n € N.

Pero, por la propiedad (1) de P, se tiene que 1 = P(N) = > P({n}) = Y. ¢ =

neN neN
lo que es una contradiccién.
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5.3 Propiedades Basicas

Volvamos ahora a (2, F,P) un espacio de probabilidad cualquiera (no necesariamente
con {2 finito). Veamos algunas propiedades bésicas que satisface cualquier medida de
probabilidad y que son consecuencia directa de la definicién de esta.

1. VAe F,P(4A°) =1—-P(A4).
Es claro que 2 = AW A° por las propiedades 1 y 2 se tendréd que

1=P(Q) =P(AW A°) = P(A) + P(A°).
Una de las consecuencias de esto es que P(¢) = 0. Es importante notar que
P(A) = 0 NO implica que A = ¢.

Nota: En Discos esto corresponde a reetiquetar respecto a si se obtiene el evento A
o no. El drea total queda separada en dos regiones cuyas areas deben sumar 1.

Uno de los usos de esta férmula surge cuando un suceso es complejo de descom-
poner y su complemento no lo es. Por ejemplo, se tienen 2000 productos y se quiere
calcular la probabilidad de que haya al menos uno fallado. Suponiendo que tenemos la
probabilidad de que cada uno esté fallado, describir el suceso anterior, puede resultar
extenso. El complemento, sin embargo, ninguno fallado, es muy simple (la interseccién
de los complementos).

5.3.1 El Problema del Cumpleanos

Veamos como aplicar esto a un problema planteado en 1939 por un matematico llama-
do Richard von Mises, que se conoce, hoy en dia, como el problema de los cumpleanos
y que tiene una solucion que es por demas sorprendente.

Ejemplo 4. (Problema del Cumpleanos)
¢ Cuantas personas debe haber en una sala para que la probabilidad de que haya al
menos dos de ellos de cumpleanios el mismo dia sea mayor al 50 %?.

Respuesta: Podemos “simplificar” el problema al considerar que los dias de un afio
siempre son 365 (la respuesta es muy parecida en el caso de anos con 366 dfas). Si
hay N personas en la sala un espacio muestral adecuado serd Q = {1,...,365}" en
que cada coordenada representa el dia de nacimiento de una persona en la sala.

El suceso A =“ningin par de personas estd de cumpleanos el mismo dia ” no es
facil de escribir pero A¢ =“todos estan de cumpleanos en dias distintos” es facil de
contar. Volviendo a la combinatoria, si pensamos que los dias del ano son casillas y
asignar la fecha de cumpleanos a una persona es lanzar una bolita a una casilla en que
aceptamos mas de una bolita por casilla, tendremos que el total de configuraciones

365!
' de un

en que todas las personas estdn de cumpleanos en dias distintos es m
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365!

N _
total de 365". Por lo tanto P(A¢) = m Y

__ 36t
(365 — N)I365N "
1
Al evaluar esta férmula para N = 20 obtenemos ya que P(A4) > 7 De hecho para

por la propiedad 1, P(A) =

1—

N > 60 se tiene que la probabilidad es mayor al 99 %.

5.3.2 Propiedades de la Medida de Probabilidad
2. VA, BeF, AC B=P(A) <P(B).

Dado que B = (B \ A) W A por la propiedad 2
P(B)=P(B\ A) + P(A) > P(A).

Esta propiedad muestra que las medidas de probabilidad son mondétonas al con-
siderar la inclusién de conjuntos.

3. VA,Be FP(AUB) =P(A) +P(B) - P(AN B).
Como AUB=(B\A) WAy B=(ANB)W(B\ A) por la propiedad 2
P(AUB) =P(A) +P(B\ A),
P(B) =P(ANB) +P(B\ A).

Ficura 5.3. Diagrama de Venn

Despejando P(B \ A) de la segunda ecuacién y reemplazdndolo en la primera
ecuacién se obtiene el resultado. En el caso de 2 sucesos se puede comprender mejor
utilizando un diagrama de Venn (ver figura 5.3).

;,Qué ocurre con la unién de tres sucesos?. Si agregamos C' € F razonando recur-
sivamente obtenemos:

P(AUBUC) =P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)—-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC).
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FicUrA 5.4. Diagrama de Venn

Esto también se puede representar graficamente a través de un diagrama de Venn
(ver figura 5.4). Por el mismo tipo de razonamiento recursivo la férmula con cuatro
elementos sera entonces:

P(AuBUCUD) = P(A)+PB)+P(C)+PD)-P(ANB)-PANC)
~-P(AND)-P(BNC)-P(BND)—-P(CND)+
+P(ANBNC)+P(ANBND)+P(BNCND)+
+P(CNDNA)—P(ANBNCND).

Esto no es posible representarlo de manera correcta a través de un diagrama de
Venn (al menos en dos dimensiones).

4. Entonces si Aq,..., Ay € F entonces
N N N
P(J An) = D P(An) = 3 P(AnN An) + -+ (DY P([] Ap).
n=1 n=1 n>m n=1

Esto se conoce como férmula de inclusién-exclusion que es del tipo que vimos
en la seccién de combinatoria.

5. YA,... AN EF

N N
P(| ) An) <) P(4,)

Si definimos By := Ay y By, := ASN---NAS_1NA, paracadanen{l,...,N}.
Entonces:
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N N N
UAn:H-JBn:HP’< An>:Z}P’(Bn).
n=1

Como B,, C A, por la propiedad 5.3.2 P(B,,) < P(A,) y por lo tanto

N N
1@( An> <> P(A).

El resultado también se puede demostrar por induccién sobre N (Ejercicio).

Como se puede apreciar en la demostracién de todos los resultados anteriores
la idea general, para calcular la probabilidad de un suceso complejo, es descompo-
nerlo como unién disjunta de sucesos mas simples. Es decir armar una particion de
sucesos complejos en sucesos simples.

5.4 Probabilidad Condicional

Antes de proseguir con el desarrollo de la teoria de las probabilidades veamos, como
motivacion de esta seccién, una pequenia historia que se conoce como el dilema de los
tres prisioneros.

Ejemplo 5. Un prisionero recibe la informacion de que uno de los prisioneros en
su celda serd ejecutado manana. Con €l son tres en la celda por lo que el prisionero

1
considera que su probabilidad de morir es —. Por curiosidad le pregunta a uno de los

guardias el nombre de alguno de los otros prisioneros que no serd ejecutado manana.
Como el guardia sabe que eso no le da ninguna informacion al prisionero accede a
darle el nombre. jPero ahora el prisionero razona que su probabilidad de morir subid a

1
5/ y lamenta profundamente haber hecho la prequnta al guardia.

Todos los calculos del prisionero parecen correctos y sin embargo, ;llevan a una
contradiccién?. En realidad no hay contradiccién alguna, % es la probabilidad de que
el prisionero muera sabiendo que uno de los otros no muere que no es lo mismo que
la probabilidad de que muera (que seguird siendo 1) Para realmente convencerse de

que no hay tal contradiccion es necesario hacer un poco mas de teorfa.

Una vez més consideremos un Espacio de Probabilidad (92, F,P) cualquiera. Ve-
remos, a continuacién, cémo combinar distintos espacios de probabilidad e incorporar
nueva informacién de manera de aprovechar el trabajo ya realizado. Todas las férmu-
las y definiciones que se obtengan son sélo consecuencias de la definicién de espacio
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de probabilidad. Primero veremos como se incorpora nueva informacién (no contra-
dictoria con el modelo), con respecto al experimento, sin tener que volver a redefinir
todo.

Supongamos que se tiene nueva informacién sobre el experimento, después de
construido el modelo de probabilidad. Es posible que, esta nueva informacién, descarte
el modelo construido por completo. Una ganancia de informacién compatible con
el modelo seria por ejemplo que un cierto suceso B en F ocurrird en la proxima
realizacion del experimento o bien que la probabilidad de que B ocurra es 1 (que NO
es lo mismo). ;Cémo modifica esta informacién las probabilidades ?

Por ejemplo, en el capitulo de combinatoria se descomponia un procedimiento en
varios procedimientos intermedios como técnica para poder contar. Esto equivale a
fijar lo que sucederd, en alguna etapa intermedia, con alguno de los valores posibles y,
dado eso, contar, para luego sumar sobre todos los posibles valores intermedios. De un
punto de vista tedrico no es necesario modificar el espacio de probabilidad, es decir,
se conserva (2, F) (Lo “peor” que puede pasar es que se reduzcan los resultados
posibles). Es claro, por otro lado, que la medida de probabilidad debe cambiar, al
menos ahora la probabilidad que tiene B de ocurrir es 1.

La pregunta es ;{Cémo definir la nueva funcién de probabilidad, que notaremos
Pp o bien P(-|B)?. Las posibilidades son muchas, por ejemplo, definir la probabilidad
de B como 1 y definirla como 0 para cualquier otro suceso. Sin embargo, si se quiere
incorporar la informacién que tenia el planteamiento anterior, las posibilidades se
reducen. Veamos que es lo minimo que se le debe pedir a esta nueva probabilidad.
Es claro que para cualquier A en F tal que P(AN B) = 0, Pp(A) debera ser 0. En
particular, para cualquier A con AN B = ¢. Es decir, los sucesos con probabilidad no
nula deberan tener probabilidad no nula de intersectar a B. Formalmente esto equivale
a exigir Pg(A) =Pp(ANB). Dados Cy Den F con P(CNB)>0yP(DNB)>0.
Nos gustaria mantener la proporcién, es decir:

P(CNB) Pp(CNB)

P(DNB) Pz(DNB)

Como ademds se debe tener que Pg(B) = 1, al considerar D = B se tiene que:

P(C N B)

Lo anterior motiva la siguiente definicién.

Dado B en F con P(B) # 0 se define la probabilidad condicional de B como la
medida de probabilidad, Pg : F — [0, 1] definida por:

_ P(ANB)

Pod) = 5 VAEF
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Nota: En discos esto corresponde a simplificar eliminando los resultados que no per-
tenecen a B.

Veamos que esto define una medida de probabilidad. Primero se tiene la propiedad

1 pues Pp(Q) = P(PSEE)B) = 1. Para probar la propiedad 2 sea {A,}neny C F familia

disjunta 2 a 2 entonces:

neN o neN
P(B) B P(B)

1P>(<L+J An)ﬂB) P(H A,NB)
Pg (Lﬂ An> =

neN

P(A, N B)
= — = Pg(A,).
Z P(B) Z 5(4n)
neN neN
Lo que demuestra que Ppg es otra medida probabilidad sobre (2, F).
PREGUNTA: Es claro que Pg = P. ;Qué ocurre con Pp cuando P(B) = 1 pero
B # Q7.

Nota: La probabilidad condicional es una funcién de probabilidad con respecto
a su primer argumento, no con respecto al segundo. En particular no es correcto
P(A|B) + P(A|B¢) = 1.

Ahora veamos la influencia que tiene, que un suceso ocurra, sobre la probabilidad
de otro. Dados A, B € F con P(B) > 0 decimos que B influye P-favorablemente sobre
A siP(A|B) > P(A) y B influye P-desfavorablemente sobre A si P(A|B) < P(A). Si
B influye P-favorablemente y P-desfavorablemente sobre A diremos que B no influye
por P sobre A.

Si consideramos la relacién influir P-favorablemente (o P-desfavorablemente o no
influir por P) sobre sucesos de probabilidad positiva entonces tenemos una relacién
de equivalencia. Es decir, refleja, simétrica y transitiva.

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 6. Se dispone de dos urnas con 3 bolas cada una. La primera, tiene 2 bolitas
negras y 1 bola roja; La sequnda tiene 1 bola negra y 2 bolitas rojas. Consideremos el
experimento €= “Tomar una urna y luego, una bola de la urna elegida”.

Definamos los sucesos A =“sacar una bola negra” y B=“tomé la primera urna ”.

,,Cudl es la probabilidad de A? Sabiendo que A ocurrid, jcudl es la probabilidad
de B?.

Consideremos Q = {1,2} x {0,1} donde {1,2} representa las urnas y {0,1} re-
presenta obtener una bola negra o 1 bola roja respectivamente. Por la propiedad (2):
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(5.1) P(A) = P((AN B) W (AN B%)) = P(AN B) + P(AN B°).

Pero ademas por la manera que se realiza el experimento:

P(A|B) = 3 P(B) =
c 1 c
P(AIBY) = B(BY) = }
Por lo tanto P(LANB) =2 -4 = 2 y P(ANB°) = 5 - 1 = . Al reemplazar en la
ecuacién 5.1 tenemos que P(A) = 1 + 4 =
Como P(B|A) = 71%45})4-[)@(3) se tendrd que P(BJA) = % = %
2

Como conclusién B influia P-favorablemente sobre A y B¢ influia P-desfavorablemente
sobre A.

La probabilidad condicional es una herramienta poderosa, para poder calcular la
interseccién, cuando se tiene un relacién de causalidad, entre los sucesos involucrados,
como en el ejemplo anterior.

Por ejemplo, una férmula para calcular la interseccién de dos sucesos A y B en
F de probabilidad positiva sera:
P(ANn B) =P(A|B) - P(B)

Si la causalidad es inversa entonces podemos intercambiar los roles de Ay B y
obtenemos:

P(ANB)=P(B|A)-P(A)
Notemos que esto es una generalizacién del Principio de Multiplicacién que vimos
en la seccion de combinatoria.
Es posible extender la férmula anterior a una interseccion de més de dos elemen-

tos.

Lema 5.3. Probabilidad Producto.
VAi,..., Ay € F,P(A1N---NAN)>0:
(5.2) P(A1N---NAN) =P(AN|A1 N NAN_1) -+ - P(A2]A7) - P(Ay)

Demostracion. Por definicion se tiene el caso N = 2, razonando por induccion:

133



P((Al NA)-- - NANNANt1)
P(Ant1|(A1NAg)---NAN)----- P(A3]A1 N Ag) - P(A; N Ap)
P(Ans1[(A1NAg)---NAN)----- P(A3|A1 N Ag) - P(As]Ay) - P(A4y).
|
La probabilidad condicional nos permite agregar informacién al modelo proba-

bilistico al “forzar” que un suceso ocurra. Esto nos permite tener una generalizacion
del principio de suma que vimos en la seccién de combinatoria.

Lema 5.4. Probabilidades Totales.
VAi,...,An € F disjuntos 2 a 2 con P (E—Jﬁ;l An> =1y P(A,) > 0 para cualquier
ne{l,...,N}. Entonces VA€ F

(5.3) Z (A]A,) - P(A,).

N
Demostracién. Primero veamos que P(A) =P(AN L+J Ap). Es claro que A = (AN

U AW (AN ﬂ A¢). Dado que AN ﬂ A, C ﬂ Anyporh1pote51sIP’(ﬂ Ay, =
por la propledad 5 3.2 se concluye. Como P(A ﬂ A n) = P(A|A,)P(A4,) se tlene que:

N N
P(A) =Y PANA,) =) P(AA,)P(A,).
0

El planteamiento inverso serd: dado un suceso A y, una P-particién de €2, ;cuédn
probable es que haya ocurrido alguno de los sucesos sabiendo que A ocurrid.

Teorema 5.5. Bayes(o de las causas). VA;,..., Ay € F disjuntos 2 a 2 tales que
N
P ( ) An> =1 entonces VA € F tal que P(A) >0
n=1

(5.4) P(A,,|A) =

2]::1 P(A|An) : ]P)(An)
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Demostracién. Directamente de la definicién de probabilidad condicional

CP(A4,NA)  P(AlA) - P(A,)

Al aplicar probabilidades totales 5.3 se concluye que:

P(AJAR)P(Ar)

=

O
Nota: En Discos estos corresponde a invertir la causalidad con la Tabla de Bayes.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 7. Se lanza un dado de seis caras y dos personas diferentes dicen que el
resultado es 6. En general, se sabe que la primera persona miente con probabilidad
p €]0,1[ y la seqgunda persona miente con probabilidad r €]0,1[. ;Cudl es la probabi-

1
lidad de que el resultado sea 67, ;para qué valores de p y q esta probabilidad sube a 3 ?.

Un Espacio Muestral adecuado serfa Q = {0,1} x {0,1} x {0,1}. La primera
coordenada vale 1 si salié 6 y 0 si no, la segunda coordenada vale 1 si la primera
persona dijo la verdad y 0 si mintié y lo mismo para la tercera coordenada con la
segunda persona.

Sea A, el suceso asociado a a =“salié 67, B el suceso asociado a 8 =*“la primera
persona dijo que sali6 6” y D, el suceso asociado a v =“la segunda persona dijo que
salié 6”. L

A priori se tiene que P(A) = rt Ademaés se tiene que P(BND|A) = (1—p)(1—7),
P(BN D|A°) =p-r por 5.3:

1-pd-r) pr

6 + 6
La pregunta es, cuél es la probabilidad a posteriori, es decir, P(A|B N D) que por
5.4 resulta ser:

P(B N D) = P(B N D|A)P(A) + P(B N D|A°)P(A°) =

(A-p)(-r) . .
P(A|BND) = = )(1_67') = Lopd ) :
U=p=n) 4 pr (1-p)(1—7r)+p-r

1
Para que P(A|[BND) = e necesario que P(BND|A)P(A) = P(BND|A°)P(A°).

Por lo tanto (1 —p)(1—7) = p-r o lo que es lo mismo P _ % que implica que
D —r

r=1-—p.
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Esto muestra que, con dos personas que mienten la mitad de las veces, la proba-

1
bilidad de que sea 6, dado que las dos dicen que es 6 es ok

5.5 Los problemas de las Reinas y las Tarjetas II

En esta seccién retomamos algunos problemas que resolvimos con la metodologia de
Discos.

5.5.1 El Problema de las Reinas I1

Volvamos a resolver el problema de las Reinas que desarrollamos en la seccién 3.2. Las
figuras a las que se hace referencia para la resolucién de este problema se encuentran
en dicha seccién.

Ejemplo 8. Se tiene un tablero de ajedrez y se colocan dos reinas en el tablero (en
posiciones distintas), ;cudl es la probabilidad que se amenacen?, scudl es la probabi-
lidad que la primera reina este en la Region 3 (ver figura 3.1), dado que las reinas se
amenazan?

Consideremos el espacio muestral 2 = {1,...,8}2 x {1,...,8}2 en que la primera
coordenada indica la posicién de la primera reina lanzada y la segunda coordenada
indica la posicién de la segunda reina lanzada.

Nota: Se podria considerar un espacio muestral mas pequenio dado que los elementos
(i,i) con ¢ € {1,...,8} no son resultados posibles dado el experimento. En este caso
preferimos conservarlos y asumir que tienen probabilidad 0 de ocurrir.

Por el principio de multiplicacién el nimero total de combinaciones es 64 -63. Sea
A el suceso definido por la afirmacién o =“Las reinas estdn amenazadas”. La expresion
exacta de A con respecto al espacio muestral no serd necesaria para calcular P(A). Para
las que no juegan ajedrez recordemos que una reina amenaza todas las casillas que
estan en la misma vertical, horizontal o cualquiera de las dos diagonales. En ajedrez,
el control de las cuatro casillas centrales es algo deseable, porque éstas cuatro casillas
son las que més casillas amenazan (27). La idea es utilizar probabilidades totales con
respecto a la P-particién dada por cuatro regiones disjuntas donde la primera reina
puede caer (ver figura 3.1).

La ventaja de estas regiones, es que la probabilidad condicional de que las dos
reinas estén amenazadas es la misma si la primera reina esté en cualquier parte de una
misma regién. Si denotamos por A; la probabilidad de que la primera reina esté en la
regién ¢ € {1,2, 3,4}, un sencillo célculo combinatorio (favorables sobre posibles) nos
da:
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P(A|A) = % P(A,) = %i
P(A|Ay) = % P(Ay) = %
P(A45) = o0 B(As) = o
P(A|A4) = % P(A4) = %

Por lo tanto, por el lema 5.3, la probabilidad de que las reinas estén amenazadas
es:

P(A) P(A[A1)P(A1) + P(A]A2)P(As) + P(A[A3)P(A3) + P(A[A4)P(A4)
28-21 23-20 25-12  27-4

64-63+64-63+64-63+64-63

La siguiente pregunta es calcular P(As|A):

25 12
| P(AJAg)P(4s) 5 6l
Pldsld) = ——py — ~ 9831 9320 2512 274

64-63+64-63+64~63+64-63

5.5.2 El Problema de las Tarjetas

Resolveremos, otra vez, el problema de las tarjetas enunciado en la seccién 3.5.

Ejemplo 9. Se tienen tres tarjetas, una roja por ambos lados, una blanca por ambos
lados y una blanca por un lado y roja por el otro. Se toma una tarjeta al azar y se
coloca sobre la mesa. Sabiendo que la cara superior es roja, scudl es la probabilidad
que la otra cara sea roja?

Sea Q = Q; x Q3 = {1,2,3} x {R, B}?.Este espacio muestral considera primero la
tarjeta que se obtiene y luego el color de cada una de sus dos caras (primero el color
de la cara superior). La seleccién al azar se traduce en P({1} x Q%) = P({2} x Q3) =
P({3} x Q3) = % (Cuando esta claro el contexto se omite xQ3).

Si la numeracién de las tarjetas sigue el orden del enunciado, entonces, P(R X
R[1)=1,P(Bx B[2) =1y P(R x B|3) =P(B x R|3) = 1.

;Esto define una sola funcién de probabilidad 7 En efecto, como el espacio es
finito basta ver que esta bien definida sobre los singleton.

Los tnicos sucesos con probabilidad no nula (suman 1) son:
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P(1 x R x R) =P(R x R|1)P(1) =
P(2 x B x B) =P(B x B|2)P(2) =
P(3 x R x B) = P(R x B|1)P(3) =

P(3 x B x R) =P(B x R|1)P(3) =

DR~ W= W=

La pregunta era cuanto valia P(x R|Rx), por 5.4:

1
5 2
3+g+0+0 3
La intuicién en general para este problema sugiere que la probabilidad debiera

1 . . . .
ser — por la simetria entre los colores. Curiosamente, como ya mencionamos, si este

problema es planteado de manera equivalente con bolitas y casillas la confusion es
mucho menor. En efecto, si consideramos tres casillas (una con 2 bolitas blancas una
con 2 bolitas rojas y, una con 1 bola blanca y una roja) y, sacamos al azar, una bolita
de alguna de las urnas y obtenemos una bola roja, es razonable pensar que es mas
probable que la otra bolita sea roja, porque es més probable que haya seleccionado la
segunda urna.

5.6 Independencia

Dado un espacio de probabilidad (€2, F,P) una nocién importante es la independencia
por P de dos sucesos, digamos A y B, de probabilidad positiva (ambos). Intuitivamen-
te se diria que dos sucesos son independientes, si el hecho de que ocurra, o no, uno
de ellos no influye la probabilidad de que el otro ocurra. Es decir A y B son indepen-
dientes por P si B influye favorable y desfavorablemente por PP sobre A. Formalmente
esto quiere decir que P(A|B) = P(A) lo que equivale a P(ANB) = P(A)P(B). Es claro
que la nocién de independencia por [P entonces, depende de la medida de probabilidad.

Nota: En el contexto de discos sélo definimos independencia de Eventos Aleatorios
y no de sucesos.

En el lenguaje corriente se diria que las afirmaciones “Hoy llueve” y “Me saco
el Loto en el proximo sorteo” son independientes. Estas afirmaciones definen sucesos
cuando se define un espacio muestral y estos sucesos tienen sus probabilidades una vez
que se tiene la medida de probabilidad. ; Qué pasa si la persona sélo compra boletos de
Loto en los dias de lluvia? En este caso las afirmaciones no son independientes, porque
saber la respuesta a una de ellas modifica la probabilidad de que la otra afirmacién
sea cierta. Serd necesario entonces “borrar” el significado coloquial que tenemos de la
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palabra independencia. Otro elemento que lleva a confusién es el siguiente: Dos sucesos
disjuntos son independientes dado que “no tienen nada que ver”. Este razonamiento
es errado, por el contrario al ser disjuntos si uno ocurre el otro no ocurre por lo tanto
se influyen P-desfavorablemente de manera radical.

En realidad la independencia es méas una nocién entre afirmaciones que entre
sucesos. Sean dos sucesos A y B dados por afirmaciones vélidas a y 5. Entonces decir
que A es independiente de B equivale decir que saber si « es cierta o no, no me
permite tener nueva informacién sobre si § es cierta o no.

Para efectos de comprensién, es recomendable pensar que una afirmacion vélida «,
més que dar un suceso A, da una particién de 2, es decir, {4, A°}. Esta particién mide
la cantidad de informacion asociada a esta afirmacion. Entonces, si dos afirmaciones
a 'y B, tienen asociadas dos particiones {A, A} y {B, B¢}, respectivamente; ambas
afirmaciones en conjunto particionan el espacio en 4 sucesos {A N B, AN B¢ A°N
B, A° N B¢}; es decir, 2 operaciones con 2 posibles resultados diferentes, me dan 4
resultados diferentes. La nocién natural de independencia seria que, la “ganancia de
informacion” debiera ser “méxima’” al combinar ambas afirmaciones. Por ejemplo, si
A C Bo B C A, la particién obtenida resulta ser una de las dos iniciales. O sea, no
hay ganancia de informacién; Conocer una de las dos afirmaciones determina la otra.
En este caso, los sucesos no son independientes por PP, sin importar cual sea la medida
de probabilidad P que se tenga.

La definicién de independencia es, entonces, global; es decir, entre las particiones
{A, A%} y {B, B¢}. Por lo tanto, deberia ser equivalente decir que A es independiente
de B a decir que A es independiente de B¢ o que A€ es independiente de B o que A°
es independiente de B€.

En efecto, esto es cierto y basta mostrar que, si A es independiente de B entonces
A€ es independiente de B para luego cambiar A por A€ y/o B por B¢. Este caso es
bastante simple de probar:

P(B) = P(BN A°) + P(BN A) = P(BN A°) = P(B) — P(B N A).

Ademas como A es independiente de B, por lo anterior:

P(BN A°) =P(B)[1 —P(A)] = P(B)P(A°).

La relaciéon entre sucesos de probabilidad positiva, dada por “ser independien-
tes”, no es refleja (a menos que P(A) = 1) aunque si es simétrica. ;Esta relacion, es
transitiva?. Es decir, dados A, B y C tres sucesos tales que A es independiente de B y
B es independiente de C se tiene que ;A es independiente de C?7. No parece evidente
si esto es cierto o no.

;,Qué ocurre si consideramos 3 sucesos A, B, C en vez de 27, jcémo definir su
independencia?. Es evidente que debieran ser independientes 2 a 2 (es decir tomando
cualquier par de ellos). Por otro lado, también se deberia cumplir que P(ANBNC) =
P(A)P(B)P(C). Por desgracia, es necesario pedir ambas propiedades, porque ninguna
de ellas implica la otra. Esto se puede ver en el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 10. Si consideramos Q = {1,2,3,4} con P equiprobable sobre Q2. Definimos
A={1,2}, B={1,3} y C = {1,4}. Veremos que A, B y C son independientes 2 a
2 pero no se tiene que P(AN BN C) =P(A)P(B)P(C).

Respuesta: En efecto,

P(AN B) = i — % . % — P(A)B(B),
P(ANC) = i - % . % — P(A)P(C),
P(BNC) = % _ % . % — P(B)B(C)

Sin embargo, P(ANBNC) = P({1}) = 1 y P(A)P(B)P(C) =

o=

Esto complica la definicién de independencia, de una familia de sucesos cualquiera.

Definicién 2. Familia de Sucesos Independientes. Una familia C, de sucesos,

se dice independiente por P, si para cualquier subconjunto finito Aq,...,An de C se
tiene que:

P(A;N---NAy) = P(41) ... P(Ay)

La razoén para considerar tan sélo intersecciones finitas en esta definicién, que-
dard mas clara més adelante. Tal como en el caso de dos sucesos, si una familia

finita de sucesos es independiente, entonces cualquier combinacion de complementos
también lo sera, es decir:

Lema 5.6. Si{Ay,..., Ax} es una familia independiente por P entonces { Ay, ..., Ax}
también lo es, con:

~ A,

el

Demostracion. La demostraciéon sigue las mismas lineas que el caso de dos sucesos.
a

5.7 Probabilidades y el Infinito

En general hemos visto formulas para el cdlculo de un nimero finito de elementos,
con un ndmero finito de operaciones (intersecciones, uniones, probabilidades condi-
cionales, etc...). En espacios muestrales mds que numerables vimos que es necesario
realizar mas que eso. Esto motiva extender algunas de estas formulas, a familias nu-
merables de sucesos. Tal vez el ejemplo més sencillo y que resulta ser esencial, consiste
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en repetir una cantidad numerable de veces un experimento finito.

Veamos un ejemplo sencillo.

Ejemplo 11. Se lanza una moneda con probabilidad de cara p, de manera indepen-
diente hasta que sale cara. ;Cudl es la probabilidad de que se haya lanzado N wveces?,
scudl es la probabilidad de que nunca salga cara?.

El Experimento es £ =“Lanzar una moneda hasta que salga cara” y nos interesan
las afirmaciones «,, =“Salié cara en el n-ésimo lanzamiento” con n € N.

Como el experimento es lanzar una moneda, y en cada uno de los lanzamientos
hay dos posibilidades distintas (cara y sello), un Espacio Muestral natural serd de la
forma 0 = {0,1}". Es decir el espacio formado por el producto del conjunto {0,1}
consigo mismo N veces.

Para cualquier n € N, a,, es una afirmacién vélida en este espacio muestral y por
lo tanto tiene un suceso asociado A,,. El suceso definido por Sy=“la primera cara sale
en el lanzamiento N-ésimo” es By = A; ysi N > 1 entonces By = AnNNAS_; - -NAT.

Siendo que la moneda tiene probabilidad de cara p y dado que se sigue lanzando
la moneda, sélo si han salido sellos anteriormente tendremos por la férmula 5.2 que,
para cualquier N > 1:

p
P(By) = P(ANNAG_;---NAT) =P(AN|AG_1 N---NAT)-
1-p 1-p 1-p
(& (& C (& (& c
PAY 1 [Axy o N NAT) - P(A3]AT) - P(AT)
= p1-p"h
Entonces, lanzar infinitas veces la moneda, es el complemento del suceso C' =
) By. Pero,
N>1
_ 1
P(C) =Y P(By)=> p1-p"! N2 ey rps =1.
N>1 N>1 p

Es decir, la probabilidad de lanzar infinitas veces la moneda es 0, lo que NO
quiere decir que no ocurre.

Nota: ;Es posible sacar el suceso C' del espacio muestral?.

Veamos otro ejemplo.

1
Ejemplo 12. Se tiene una moneda en que la probabilidad de obtener cara es p > —;

un drbitro, en un partido, debe decidir cudl de los dos equipos tendrd el balon al co-
menzar el partido; La manera tradicional de decidirlo es lanzar una moneda y segin
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el resultado un equipo o el otro tendrd el balon; El drbitro quiere ser justo y por lo
tanto no quiere usar la moneda; El guardalinea sugiere que el drbitro use la moneda,
lanzdndola dos wveces, y decidiendo como sigue; si sale cara y luego sello el primer
equipo comienza, si sale sello y luego cara el sequndo equipo comienza y si salen dos
caras o dos sellos entonces la vuelve a lanzar dos veces y se repite el mismo razona-
maiento.

& FEs justo para ambos equipos?, scudl es la probabilidad de que el arbitro nunca
deje de lanzar la moneda?.

Un Espacio Muestral razonable serfa Q = {—1,0, I}N, en que cada coordenada
es una realizacion del experimento y —1 representa obtener sello-cara, 1 representa
obtener cara-sello y 0 representa cara-cara o sello-sello. Nos interesan los sucesos A, B
y C definidos por las afirmaciones vélidas o =“El primer equipo comienza”; 8 =“No
se termina nunca de lanzar” y, v =“El segundo equipo comienza”. Es claro que A,
B y C son disjuntos y que P(AU B U C) = 1, entonces, el sistema serd justo, si
P(A) = P(C), y siempre terminard si P(B) = 0.

Para poder calcular las probabilidad de A, B y C, definimos algunos sucesos
intermedios. Dado n € N, definimos las afirmaciones «,,=“sali sello-cara la n-ésima
vez”, B,="“salid sello-sello o cara-cara la n-ésima vez” y, v,=""salié cara-sello la n-
ésima vez’. Estas afirmaciones son validas en nuestro Espacio Muestral y definen
conjuntos A,, B, y C,, respectivamente.

La probabilidad de obtener cara y luego sello en dos lanzamientos de una moneda
con probabilidad de cara p, es igual a la probabilidad de obtener sello y luego cara en
dos lanzamientos, es decir, p(1 — p). La probabilidad de obtener dos caras o dos sellos
en dos lanzamientos serd entonces p? + (1 — p)2. Por la propiedad 1 (y por 4lgebra
elemental también), se tiene que 2p(1—p) = 1—p? —(1—p)?. Para simplificar notemos
como q = p? + (1 — p)? y por lo tanto p(1 — p) = Tq

Lo que hay que condicionar, para poder hacer los calculos, es el niimero de veces
N

que hubo que lanzar la moneda dos veces. El suceso En = ﬂ B,, es el que asegura
que se tuvieron que realizar al menos N veces los dos lanzamlentOb de la moneda. Por
la formula 5.2 se tendra que:
N q q
‘ N
P(En) = [[ P(BnlBn-1n:--N B1)-P(By) = ¢".
n=2
Es claro que P(An|En-1) = P(Cn|En—-1) = p(1—p) por lo que P(AyNEN_1) =
P(Cy NEx_1) =¢¥1-p(1 —p).
oo oo
Tenemos que A= | A, NE,_1yqueC= | C,NE,_; es decir:
n=1

n=1
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- - N—1 p(1 —p) 1

P(C) =P(A) = ;P(An NE, 1) = ;q p(l=p)="—— . o

Entonces el sistema es justo y ademds P(B) =1 —P(A) — P(C) = 0, por lo que,
con probabilidad 1 el arbitro dejara de lanzar la moneda.

= El suceso C no es vacio pero P(C) = 0. ;Entonces se podria sacar del espacio

muestral el suceso C?.
= Desde un punto de vista tedrico nunca verificamos que lo que definimos fuese
una medida de probabilidad ni siquiera, que esto definiera una tnica medida

de probabilidad.

Una de las dificultades del problema anterior es, que la afirmaciéon “salié cara-
sello la N-ésima vez” en castellano asume implicitamente la afirmacién “no salié ni
cara-sello ni sello-cara en las primeras N — 1 veces” y a nivel de sucesos esto no es
asi. A pesar de que el Espacio Muestral era infinito, basté considerar intersecciones
y uniones numerables de sucesos, que dependian de un nimero finito de realizaciones
del experimento para determinar la probabilidad de un suceso que dependia de todas
las realizaciones (el suceso C').

En general, al considerar una cantidad numerable (a lo mds) de repeticiones ,de
un experimento, con Espacio Muestral finito este es siempre el caso.

En los dos ejemplos anteriores, el Espacio Muestral incluia la posibilidad de rea-
lizar infinitas veces un experimento con otro Espacio Muestral finito, pero la probabi-
lidad de que eso ocurriera resulté nula en ambos casos. Como ya dijimos, no es claro
que lo que definimos, para hacer los calculos, fuese una medida de probabilidad, ni
tampoco si era unica. En este tipo de Experimentos veremos que los “singleton”, no
sirven de nada, para definir la medida de probabilidad.

Ejemplo 13. Se lanza infinitas veces una moneda equilibrada. ;Cudl es la probabili-
dad de obtener un resultado cualquiera fijo?.

El Espacio Muestral natural en este caso seria 2 = {0,1}". Es claro que, si la
moneda estd equilibrada, entonces la probabilidad de cualquier resultado es la misma
asi que podemos calcular la probabilidad de obtener sélo caras.

Dado n € N, si definimos, como A,, al suceso determinado por la afirmacién

“salié cara en el n-ésimo lanzamiento”, entonces sabemos que P(4,,) = 3 Por otro

N
lado, el suceso obtener cara en los primeros N lanzamientos, es [ A, y por la férmula
n=1
5.2 se tendra que:
1
2
—_— } :
IP’NA P(A N_lA P(As|A1)-P(A L™
(Q1 n) = (N|Q1 n)ee (A2]41) - P(A1) = 5
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N
El suceso obtener sélo caras, se escribe como A = () A, y dadoque A C () A,
neN n=1

para cualquier N € N por la propiedad 5.3.2 se tendra que P(A) = 0.

Entonces, la probabilidad de obtener cualquier secuencia de resultados es 0; por lo

tanto, la probabilidad de obtener cualquier resultado, de todos los posibles, es 0; esto,
en particular, muestra que definir la probabilidad sobre los singleton, no caracteriza
en lo mas minimo la funcién de probabilidad, cuando el espacio es mas que numerable.

5.8 Ejercicios

1.

Dos jugadores A y B juegan lanzando cada uno dos dados simultdneamente; A gana
si obtiene una suma 6 de los dos dados, antes que B saque suma 7 y, B gana si saca
suma 7 antes que A saque suma 6. Muestre que la probabilidad de que gane A y la
probabilidad de que gane B estan en proporcién 30 : 31. ;Cudl es la probabilidad
de que no gane ninguno de los dos?.

Tres jugadores A, B y C de igual habilidad se enfrentan en un campeonato que
consiste en una serie de juegos en que A juega con B, B juega con C, C juega con
A, A juega con B, y asi sucesivamente en rotacién. El jugador que gana dos juegos
consecutivos gana el campeonato. Muestre que las probabilidades de ganar de A,
B y C estan en proporcién 12 : 20 : 17. ;Cudl es la probabilidad de que no gane
ninguno de los tres?.

. Ay B juegan ,uno contra el otro, con dos dados; A gana si obtiene 6 puntos, y B

gana si obtiene 7 puntos; le corresponde el primer tiro a A, los dos siguientes a B,
los otros dos siguientes a A, y asi sucesivamente, hasta que gane gane alguno de
los dos jugadores. La pregunta es: ;Cudl es la probabilidad de A sobre B?

Nota: Propuesto por Fermat en carta a Huygens en junio de 1656, y resuelto por
este en carta a Carcavi el mes siguiente.

. Tres jugadores A, B y C, teniendo 12 fichas de las cuales cuatro son blancas y

ocho negras, juegan con la condicién de que gana el primer jugador que obtiene (al
extraer sin mirar) una ficha blanca; A extrae primero, luego B, luego C, luego A
nuevamente, y asi sucesivamente. ;Cudl es la proporcién de las probabilidades de
ganar de cada jugador con respecto de los otros?

Respuesta: 9:6:4

Nota: Resuelto por Huygens en 1665

. Como antes, los jugadores tienen 12 fichas de las cuales cuatro son blancas y ocho

negras; A apuesta a B, que escogiendo siete fichas sin mirar, obtendra tres blancas.
(Cudles son las probabilidades de A sobre B?

(Huygens también considera el caso en que A apuesta a escoger tres o mas
fichas blancas.)
Nota: Resuelto por Huygens en 1665.
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6. Teniendo A y B cada uno doce fichas, juegan con tres dados, bajo la condicién de

que si se obtienen 11 puntos, A entrega una ficha a B, si se obtienen 14, B entrega
una a A, ganando el jugador que obtiene primero todas las fichas.;Cuéles son las
probabilidad de A sobre B?
Nota: Problema planteado por Pascal a Fermat y, a través de Carcavi, a Huygens
en septiembre de 1656, en una carta que contiene las soluciones dadas por Pascal
y Fermat. La solucién de Huygens estd en una carta, a Carcavi, un mes después vy,
la demostracién en una nota de 1676. Este problema se conoce como el Problema
de la Ruina del Jugador.
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