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Presentacién de la Coleccion

La coleccién de monografias que presentamos es el resultado del generoso esfuerzo de
los autores, quienes han dedicado su tiempo y conocimiento a la tarea de escribir un
texto de matematica. Pero este esfuerzo y generosidad no se encuentra plenamente
representado en esta labor, sino que también en la enorme capacidad de aprendizaje
que debieron mostrar, para entender y comprender las motivaciones y necesidades de
los lectores: Futuros profesores de matematica.

Los autores, encantados una y otra vez por la matemaética, sus abstracciones y
aplicaciones, enfrentaron la tarea de buscar la mejor manera de traspasar ese encanto
a un futuro profesor de matematica. Este también se encanta y vibra con la matemati-
ca, pero ademas se apasiona con la posibilidad de explicarla, ensenarla y entregarla
a los jovenes estudiantes secundarios. Si la tarea parecia facil en un comienzo, esta
segunda dimensién puso al autor, matemético de profesién, un tremendo desafio. Tu-
vo que salir de su oficina a escuchar a los estudiantes de pedagogia, a los profesores,
a los formadores de profesores y a sus pares. Tuvo que recibir criticas, someterse a
la opinién de otros y reescribir una y otra vez su texto. Capitulos enteros resulta-
ban inadecuados, el orden de los contenidos y de los ejemplos era inapropiado, se
hacia necesario escribir una nueva versién y otra mas. Conversaron con otros autores,
escucharon sus opiniones, sostuvieron reuniones con los editores. Escuchar a los es-
tudiantes de pedagogia significd, en muchos casos, realizar eventos de acercamiento,
desarrollar cursos en base a la monografia, o formar parte de cursos ya establecidos.
Es asi que estas monografias recogen la experiencia de los autores y del equipo del
proyecto, y también de formadores de profesores y estudiantes de pedagogia. Ellas
son el fruto de un esfuerzo consciente y deliberado de acercamiento, de apertura de
caminos, de despliegue de puentes entre mundos, muchas veces, separados por falta
de comunicacién y cuya union es vital para el progreso de nuestra educacion.

La coleccién de monografias que presentamos comprende una porciéon importante
de los temas que usualmente encontramos en los curriculos de formacién de profeso-
res de matematica de ensenanza media, pero en ningin caso pretende ser exhaustiva.
Del mismo modo, se incorporan temas que sugieren nuevas formas de abordar los
contenidos, con énfasis en una matematica mas pertinente para el futuro profesor, la
que difiere en su enfoque de la matematica para un ingeniero o para un licenciado en
matematica, por ejemplo. El formato de monografia, que aborda temas especiificos
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con extensién moderada, les da flexibilidad para que sean usadas de muy diversas
maneras, ya sea como texto de un curso, material complementario, documento bésico
de un seminario, tema de memoria y también como lectura personal. Su utilidad cier-
tamente va mas alla de las aulas universitarias, pues esta coleccién puede convertirse
en la base de una biblioteca personal del futuro profesor o profesora, puede ser usa-
da como material de consulta por profesores en ejercicio y como texto en cursos de
especializacién y post-titulos. Esta coleccion de monografias puede ser usada en con-
cepciones curriculares muy distintas. Es, en suma, una herramienta nueva y valiosa,
que a partir de ahora estara a disposicién de estudiantes de pedagogia en matematica,
formadores de profesores y profesores en ejercicio.

El momento en que esta coleccién de monografias fue concebida, hace cuatro anos,
no es casual. Nuestro interés por la creaciéon de herramientas que contribuyan a la
formacion de profesores de matemaética coincide con un acercamiento entre matemati-
cos y formadores de profesores que ha estado ocurriendo en Chile y en otros lugares
del mundo. Nuestra motivacién nace a partir de una creciente preocupacién en todos
los niveles de la sociedad, que ha ido abriendo paso a una demanda social y a un in-
terés nacional por la calidad de la educacion, expresada de muy diversas formas. Esta
preocupacion y nuestro interés encontré eco inmediato en un grupo de matematicos,
inicialmente de la Universidad de Chile, pero que muy rapidamente fue involucrando
a matemdticos de la Pontificia Universidad Catdlica de Chile, de la Universidad de
Concepcion, de la Universidad Andrés Bello, de la Universidad Federico Santa Maria,
de la Universidad Adolfo Ibanez, de la Universidad de La Serena y también de la
Universidad de la Reptblica de Uruguay y de la Universidad de Colorado de Estados
Unidos.

La matematica ha adquirido un rol central en la sociedad actual, siendo un pilar
fundamental que sustenta el desarrollo en sus diversas expresiones. Constituye el ci-
miento creciente de todas las disciplinas cientificas, de sus aplicaciones en la tecnologia
y es clave en las habilidades basicas para la vida. Es asi que la matemética actual-
mente se encuentra en el corazén del curriculo escolar en el mundo y en particular
en Chile. No es posible que un pais que pretenda lograr un desarrollo que involucre
a toda la sociedad, descuide el cultivo de la matemdtica o la formacién de quienes
tienen la misién de traspasar de generacion en generacién los conocimientos que la
sociedad ha acumulado a lo largo de su historia.



Nuestro pais vive cambios importantes en educacién. Se ha llegado a la convic-
cién que la formacién de profesores es la base que nos permitird generar los cambios
cualitativos en calidad que nuestra sociedad ha impuesto. Conscientes de que la tarea
formativa de los profesores de matematica y de las futuras generaciones de jévenes
es extremadamente compleja, debido a que confluyen un sinntimero de factores y dis-
ciplinas, a través de esta colecciéon de monografias, sus editores, autores y todos los
que han participado del proyecto en cada una de sus etapas, contribuyen a esta tarea,
poniendo a disposiciéon una herramienta adicional que ahora debe tomar vida propia
en los formadores, estudiantes, futuros profesores y jovenes de nuestro pais.

Patricio Felmer y Salomé Martinez
Editores
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Prefacio

Esta monografia pretende explorar algunos aspectos del Algebra Lineal en el contexto
de sus conexiones con otras ramas de la Matematica y sus aplicaciones.

El primer capitulo es introductorio. Comienza retomando un problema clasico
del siglo XIII, cuyo alcance e interés ha trascendido largamente su propdsito original
de motivar el estudio de la aritmética. Luego, en la segunda seccién, se revisan al-
gunos de los requisitos previos necesarios para seguir adelante, con especial atencion
al concepto de cambio de base o cambio de coordenadas. Un cambio de coordenadas
puede pensarse como un intento de buscar un punto de vista adecuado para atacar un
problema, y buena parte del material del texto esta motivado por esta idea, que es de
amplio alcance, incluso fuera de la matemaética. En esta categoria estan incluidas las
busquedas de vectores propios en el capitulo 2, la construccién de bases ortonormales
en el 3 y las fundamentales descomposiciones de matrices que proporcionan el teorema
espectral y la descomposicion en valores singulares en el capitulo 4. La tercera secciéon
del capitulo 1 explora diversas estructuras geométricas.

Uno de los propésitos de esta monografia es mostrar en diversos contextos la
interaccion entre la estructura lineal y diversas geometrias. Los capitulos 3 y 4 se
concentran en generalizaciones de los conceptos usuales de distancia y perpendicula-
ridad a espacios de cualquier dimensién. Aunque este mundo ya es riquisimo, hay maés
posibilidades que las de ampliar el alcance de la vieja geometria de Euclides: en el
capitulo 5 empleamos una geometria diferente en el plano y el espacio, la “geometria
del taxista”, para probar resultados sobre modelos con un rango de aplicacién tan
dispar que incluye desde la epidemiologia al diseno de buscadores sobre la web. En
un nuevo giro, el capitulo 6 se construye alrededor de una geometria discreta, 1til en
el marco de la moderna teoria de la informacién.

Tal como su titulo permite conjeturar, la monografia no tiene un hilo conduc-
tor nitido que la recorra y estructure. Pero toda ella estd animada por el espiritu
de establecer puentes entre la teoria y las aplicaciones, rescatando interpretaciones y
significados, ayudando al profesor a desarrollar el reflejo de identificar la matematica
alli donde esté presente, para llevarla al aula y compartirla con sus alumnos. En nues-
tras sociedades tan matematizadas, buena parte de la visién del mundo que hemos
construido colectivamente, y de las cosas que nos rodean, son posibles porque se ha
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desarrollado la matemaética necesaria para sostenerlas. Por lo tanto, cuando la educa-
ciéon matemadtica colabora a iluminar estas relaciones se vuelve una herramienta para
ampliar los espacios de libertad y creatividad de cada persona. Més alla del éxito o
fracaso en contribuir a este propédsito, es desde esta conviccién que hemos intentado
escribir estas paginas.

En este mismo sentido, el lector encontrara secciones y capitulos que no se ordenan
segun la secuencia de axiomas-definiciones-enunciados-demostraciones que, siguiendo
la estructuracién légica de la Matematica, es bastante frecuente en la literatura esco-
lar. Porque cuando la Matematica se desarrolla lo habitual es que primero aparezcan
problemas e ideas no completamente dibujadas, luego se descubran conceptos y teo-
remas, y recién al final quede claro cudles son los postulados necesarios y las buenas
definiciones. Es asi que, histéricamente, las definiciones y axiomas suelen ser de lo
ultimo en aparecer. En varios pasajes hemos intentado capturar aspectos de esta
atmosfera de tanteos e incertidumbres, recorriendo el camino desde ideas fundamen-
tales hasta conceptos que pueden ser formalizados. Opcién hecha a conciencia de que
puede generar dificultades a mas de un lector acostumbrado a otro estilo de exposi-
cién, pero que aun asi encontramos valida.

Por aqui y alld asoman conexiones con problemas de estadistica, combinatoria,
dindmica, analisis de senales, analisis numérico, economia, etcétera. Algunas que no
cupieron en este texto se hicieron un lugar en [7]. La idea es siempre abrir ventanas
hacia diversos mundos, en los que el futuro profesor pueda buscar significados y acti-
vidades para compartir con sus futuros estudiantes. Tal vez las opciones sobre temas
incluidos no sean las mejores posibles. Tal vez ni siquiera existan las mejores opciones.
Pero la monografia trata de de acercar tépicos potencialmente estimulantes y valiosos
para un Profesor de Matematica. Quizds ninguno de ellos sea indispensable para su
formacion, pero probablemente todos contribuyan a poner en contextos més amplios
los temas con los que deberd trabajar en el aula.

Requisitos previos y notacién

Los requisitos previos son habitualmente cubiertos en un curso estandar de Algebra
Lineal, con la posible excepcién de algunas nociones sobre cuerpos finitos. De todos
modos los describimos en el apéndice A, y presentamos en [6] una versién algo mds
desarrollada. En el apéndice B hemos incluido los pocos conocimientos necesarios so-
bre cuerpos finitos.

Las notaciones no se apartan de lo habitual en el area, salvo un par de excepciones
que discutimos en el apéndice A. Las recogemos en el indice de la pagina 184.

18
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Posibles recorridos por la monografia

Esta monografia puede usarse como base para un curso de topicos de Algebra Lineal
y sus aplicaciones, o partes de ellas pueden emplearse como complemento de un curso
introductorio acerca del mismo tema.

Comenzamos por discutir la dependencia légica entre los capitulos y secciones.

1. Dentro de cada capitulo cada seccién se apoya en las anteriores, con las siguientes
excepciones:

= desde un punto de vista légico la seccién 1.1 no es un requisito previo para
nada posterior, pero puede servir como motivaciéon para hablar de vectores
propios, del teorema espectral o incluso de las nociones de producto escalar y
perpendicularidad en R2. Tampoco la seccién 1.2 es necesaria para la lectura
de la 1.3;

= a lo largo de la seccidn 3.2 empleamos una y otra vez la proposicién 3.8, pagi-
na 86, que asegura la existencia de bases ortonormales para cualquier subes-
pacio de R™. Su demostracién recién aparece en la seccién 3.3. Si bien desde
el punto de vista de la estructuracién légica del texto ambas secciones pueden
invertirse, nos parecié mas adecuado mostrar los resultados de existencia de
bases ortonormales recién después de dejar claro para qué las necesitamos.

2. Cada capitulo es esencialmente independiente del resto, y perfectamente podrian
leerse en forma auténoma, con las siguientes excepciones y consideraciones:

= algunos ejemplos aparecen una y otra vez a lo largo del libro y el lector que siga
el desarrollo completo se beneficiara de hacerlo. Pero en cada caso se retoma
lo necesario para hacer la lectura independiente;

= dificilmente alguien quiera leer el capitulo 1 y nada mas, pero si el lector desea
hacerlo: jadelante!;

= la seccién 2.3 del capitulo 2 requiere manejar bien las nociones de cambio de
base de la seccién 1.2;

= el capitulo 4 es excepcional, ya que depende de buena parte de los capitulos 2
y 3. Hace falta haber cubierto el inicio de la seccién 2.3, en la que se expone
la nocién de diagonalizacién, y la seccién 3.2, para poder avanzar en él;

= para la seccién 6.2 hacen falta algunos resultados de la 1.3, y para comprender
la 6.3 ayuda haber visto antes la nocién de vector y valor propio, que se expone
en la seccién 2.1;

= el capitulo 7 es autocontenido, salvo la referencia a la distancia de Hamming,
que se introduce en la seccién 1.3.

A continuacién sugerimos algunos recorridos:

1. Comenzar con los cambios de coordenadas (seccién 1.2); discutir las nociones de
vector propio y diagonalizacién (secciones 2.1, 2.2 y 2.3); ver la posibilidad de
descomponer R™ como suma directa de espacios ortogonales (secciones 3.1,3.2 y
3.3) y cubrir luego el capitulo 4.
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El teorema espectral para matrices simétricas y la descomposicién en valo-
res singulares (SVD) son resultados fundamentales acerca de la estructura de las
matrices, con significados y consecuencias que se relacionan con contenidos de la
matematica escolar. Ademads de ofrecer una muy limpia caracterizacién geométrica
de la accion de cualquier matriz sobre los vectores de R™, la SVD tiene un impor-
tante lugar en muchas aplicaciones, por lo que le hemos dado un lugar importante,
incluso a costa de recortar topicos mas tradicionales como la forma candnica de
Jordan. Recomendamos mostrar su existencia e interés a los alumnos de pedagogia
en Matemadtica.

2. Trabajar sobre el capitulo 3 y culminar con el andlisis de problemas de minimos
cuadrados, que movilizan ideas aplicables en una gran variedad de contextos (in-
cluyendo algunos suficientemente simples como para ser discutidos en aulas de
ensefianza media).

3. Cubrir los materiales necesarios para comprender el comportamiento asintdtico de
las cadenas de Markov, que se discuten en el capitulo 5. Como preparacién para
este capitulo, basta recorrer previamente la seccién 2.1 dedicada a valores y vec-
tores propios, y partes de la seccién 1.3.

4. Estudiar los resultados para matrices con coeficientes positivos o no negativos,
contenidos en las secciones 2.1, 2.2 y 2.4.

5. Visitar el capitulo 6 sobre cédigos correctores de errores. Este capitulo es casi
autocontenido y trata de un tema muy interesante que se conecta con materiales
que pueden ser muy bien explotados para cursos de ensefianza media (e incluso
de bésica). Es especialmente interesante mostrar a los estudiantes cémo las herra-

mientas del Algebra Lineal funcionan bien en este contexto discreto’, tan diferente
del habitual®? de Q, R o C.

IEs de presumir que las conexiones con problemas de combinatoria sean de interés para un
futuro profesor de Matemadtica. Escapan al Algebra Lineal y por razones de espacio no aparece en
este texto, pero recomendamos explorarlas.

2La experiencia del autor con estos temas es que los estudiantes, para quienes todo es nuevo
o practicamente nuevo, los reciben muy bien, y que para ellos trabajar con el algebra de Z2 no
representa ninguna dificultad. Mas bien al contrario, al poco tiempo de conocerla prefieren calcular
con ejemplos sobre Zg a hacerlo sobre R, en los que todo suele ser més trabajoso. Sin embargo, los
docentes, presumiblemente atrapado en sus hébitos, tienden a manifestar que “el tema es dificil”, o
que “los estudiantes no entenderan”.
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Capitulo 1: Presentacién y revision de conceptos basicos

Dedicamos la seccién 1.1 a presentar un problema cldsico que nos servira para motivar
una parte importante del contenido de esta monografia. En la secciéon 1.2 revisamos
algunos conceptos relativos a cambios de coordenadas, que luego usaremos reiterada-
mente. Por dltimo, la seccién 1.3 recoge varias nociones geométricas y de convergencia
que apareceran luego en diversas partes del texto. La lectura de las distintas partes de
la seccién 1.3 puede posponerse hasta que surja la necesidad de emplear las nociones
que alli se exponen.

1.1 Los ntimeros de Fibonacci

Comenzaremos por plantear un problema cldsico: en un lugar cercado un hombre tie-
ne una pareja de conejos, jcudntos conejos tendra al cabo de un ano, si una pareja
de conejos puede engendrar cada mes una nueva pareja, que a su vez es capaz de
engendrar una pareja cada mes a partir de su segundo mes de vida?

Nota Histérica 1.1. Este ejercicio estd tomado del libro de texto Liber Abaci,
de Fibonacci, publicado en 1202. Tenia como propdsito motivar el aprendizaje de la
aritmética bdsica de los numeros naturales empleando la notacion ardbiga, corriente
hoy en dia, pero que en esos anos recién se estaba difundiendo por Europa gracias
al impulso de pioneros como el propio Fibonacci. Su propuesta, aparentemente inge-
nua, da lugar a la sucesion de numeros nimeros de Fibonacci, rica en propiedades
y en conexiones con diversas ramas de la matemdtica. Una revista, The Fibonacci
Quarterly, se especializa en problemas matemdticos relacionados con los niumeros de
Fibonacci.

Las reglas segtin las que se reproducen los conejos del problema implican que el
numero f,4+1 de parejas de conejos que habra en el mes n + 1, el siguiente al mes n,
serd,

(11) fn+1 :fn+fn—1 n = 1.

Porque f, es el numero de parejas ya nacidas al mes n, y f,—1 el nimero de
parejas recién nacidas, descendientes de las parejas que existian en el mes n —1 y que
en el mes n son fértiles. El total f,,11 para el mes n+1 es la suma de ambas cantidades.

El problema original de Fibonacci pretendia motivar el estudio de la aritmética
bésica, no la cunicultura, y puede resolverse estudiando los primeros términos de la
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sucesion f,. Nosotros tampoco estamos interesados en los conejos, pero estudiaremos

la sucesién infinita de nimeros f, que se generan a partir de la recurrencia (1.1) y la

inicializacion

(12) f0:O7 fl =1

Los términos de esta sucesién f, son conocidos como los nimeros de Fibonacci:
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144,233, 377,610, 987, . . ..

En la portada aparecen fgs = 21 conejos. En las proximas pédginas veremos como
algunos conceptos importantes del Algebra Lineal permiten contestar las siguientes
preguntas:
= ;cémo crecen los nimeros f, cuando n tiende a infinito?
s ;hay una férmula explicita para los numeros f,, que para cada valor de n
permita calcularlos directamente?

La recurrencia (1.1) requiere ir dos pasos atrds para calcular f, ;. Usaremos un
artificio corriente en el estudio de problemas de evolucién para reescribir (1.1) como
una recurrencia en la que el paso n+ 1 sélo depende del paso n: se trata de aumentar
la dimension del espacio y estudiar las parejas

(13) F, = (fnafnJrl)a

que ya no estan formadas por conejos, sino por un nimero de Fibonacci f, y su
siguiente f,, 1 (en la monograffa [5] el lector puede encontrar otros ejemplos en que
se aplica este procedimiento). Entonces (1.1) implica

=Lt = L
fn+2 fn + fn+1 11 fn+1 ’

por lo que la definicién (1.3) de las parejas F,, permite escribir

(1.4) Foi1=MF,, n>1,
con

0 1
09 we[01].

Combinando (1.2) con (1.3) encontramos que la inicializacién de la sucesién de parejas
F,, debe ser Fy = (0,1).

Al representar en el plano las parejas (1.3) generadas por (1.4) encontramos el
grafico de la figura 1.1. Vemos alli que las parejas F), tienden a aproximarse a una
linea que pasa por el origen con una cierta pendiente \. Esto sugiere que para valores
grandes de n debe satisfacerse

(1.6) fn+1 =2 Afn.
Otra evidencia de esto proviene de estudiar los cocientes fp41/fn:
n |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fasi/fa |1 2 15 1,66. 16 1,625 1,615. 1619. 1,617.. 1618..
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F1cUurA 1.1. Parejas de nimeros de Fibonacci consecutivos

Naturalmente, si la férmula (1.6) es correcta también

(1.7) frt2 > Afnga,
Combinando (1.6), (1.7) y (1.4) concluimos que es de esperar una relacién del tipo
(1.8) ME, = Fypy ~ \F,,

para n muy grande. La constante A ain debe ser determinada. Para encontrar A\ y
entender la figura 1.1 buscaremos parejas X de R? que satisfagan

(1.9) MX = )X,

que es una versién exacta de (1.8). Si las hay, es de presumir que que las F,, se estén
aproximando a ellas.

Observacién 1.1. Las parejas, o vectores, de R? que satisfacen una relacién co-
mo (1.9) son los vectores propios de la matriz M. El nimero A es un wvalor propio
de M. Estos conceptos seran estudiados con cierto detalle en el capitulo 2.

Observacion 1.2. Para una aproximacién a los ntimeros de Fibonacci basada en
el estudio de los cocientes f,,1/fn ver el ejercicio C.7, en la pagina 180 del apéndi-
ce C.1.1.
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Para X = (21, 22) la igualdad (1.9) es equivalente al sistema
Ty = /\$1,
1+ T = Axo.
Sustituyendo x2 por Az; en la segunda ecuacion reducimos el problema a
o = )\331,
()\2 — A= 1) X1 0.
Sélo hay soluciones distintas de X = (0,0), para (1.9) si
(1.10) M—A—-1=0.

La ecuacién (1.10) tiene soluciones
A= (1+5)/2.
Con el signo de més encontramos a la célebre razén durea

14++/5
>\+: 2

~ 1,618,

y soluciones de (1.9) de la forma

(1.11) 2 (1,(1+«/5)/2), 21 €R.

Las soluciones que corresponden a A_ = (1 —+/5)/2 =~ —0, 618, son
(1.12) 21 (1,(1—\/5)/2,), 21 €R.

Al representar las soluciones (1.11) y (1.12) en el plano (z1, 23) encontramos las dos
lineas inclinadas, perpendiculares entre si, que aparecen en la figura 1.1. La respues-
ta parece estar ahora ante nuestros ojos: los F),, van aproximandose a la linea que
corresponde al valor A4, la razén durea. Pero, jpor qué?

Para entenderlo recurriremos a la estructura vectorial de R?. Si llamamos

X, = (1, 1+ \/5)/2) . X (1, (1- \/5)/2)
la pareja
A= (X4, X))

es una base de R2.

Ejercicio 1.1. Comprobar que A es una base de R? y hallar la expresién de cualquier
vector (z1,z2) como combinacién lineal de A.

Ademas, los dos vectores de A tienen la importante propiedad de que sobre
ellos M actta simplemente como la multiplicacién por un escalar:

(1.13) MX,=MX,, MX_=XMX_.

Es decir, usando los términos de la observacién 1.1, X, y X_ son vectores propios
de M, con valores propios Ay y A_. Por lo tanto, es posible descomponer cualquier
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vector de R? como la suma de dos vectores sobre los que la accién de M estd dada
por las sencillas férmulas en (1.13).

Para el vector Fy = (0,1) que inicializa la recurrencia vectorial (1.4) que origina
los ntmeros f, tenemos la expresién

wo ne[2]-&e] [ ]

como una combinacién lineal de un vector X, y un vector X_. Por lo tanto

= () L - (59 [ )

Ejercicio 1.2. Comprobar que esta férmula para F} es correcta y permite determinar

foy f1.

Cada aplicacién de M hace aparecer factores Ay y A_ en los vectores de la des-
composicién (1.14). Razonando inductivamente concluimos

ey (15 Lot ) 35 (5 s ]

Como |[A4] > 1y |[A_] < 1, al multiplicar por M en cada paso, segin la férmula
iterativa (1.4), la componente segiin X, de F,, va creciendo exponencialmente, pero
la componente segin X_ va decreciendo exponencialmente y en el limite termina por
desaparecer. Para valores grandes de n tendremos

(1.15) P, ~ % (”2\/5> [ H;g ]

En cuanto a los niimeros de Fibonacci y su comportamiento asintético, encontramos

1 145\ 1 (1-v5) 1 [(1+v5)"
o (590) () ()

Ejercicio 1.3. Supongamos que los nimeros de Fibonacci se inicializan con
L fi=14+V5 fo=2
2. fi=1-V5, fo=2;
3. i=1, fo=-1
Esquematizar en cada caso cudl seria la ubicacién en el plano de las parejas Fi,.

S
S

Ejercicio 1.4. Para n > 0, hallar una férmula explicita para la n-ésima potencia M"
de la matriz M en (1.4).

Ejercicio 1.5. Buscar informacion sobre los nimeros de Fibonacci, la razén aurea,
y sus conexiones con otros temas de la Matematica y de otras areas de la actividad
humana. Considerar los aspectos historicos.
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1.2 Cambios de coordenadas en R” y matrices semejantes

El objetivo de esta seccién es revisar rapidamente la nocién de cambio de base, o
cambio de coordenadas, y discutir con un poco méas de profundidad como los cambios
de coordenadas! afectan a la representacién de las transformaciones que las matrices
definen en los espacios R”.

Recordemos que una base A en un subespacio S de R™ permite representar a cada
X € R™ por sus coordenadas X 4, y que, una vez fijada una base A, hay una corres-
pondencia uno a uno entre los vectores X y sus coordenadas. Un caso especialmente
importante es cuando S = R”.

Ejemplo 1.1. La pareja de vectores

(1.17) X+:[1+zﬁ], X:[ 175}

1 1

forma una base A = (X4, X_) de R%. Cualquier vector X = (z1,72) admite una
Unica expresién como combinacion lineal de A, en la forma

1 NG 1 V5 +1

r1,22) = | —=x1+ ——22 | Xo + | —21+ ———22 | X_.
(w1, 22) N 1 25 2 + N 1 25 2
El vector
1 V51
——=x1 + To
(1.18) Xq=| V2 +2’f+1
f Ve

es el vector de coordenadas de X en la base A.

Ejemplo 1.2. El vector de coordenadas de X € R"™ respecto a la base candnica C
de R™ es igual a X. Es decir, X¢ = X.

Una matriz cuadrada M de orden n define una transformacién (lineal)
(1.19) X—MX, XeR™
de R™ en s{ mismo, que a cada X € R™ le hace corresponder el producto M X.

Ejemplo 1.3. En R2, la matriz

11

que define la recursién de los ntimeros de Fibonacci, transforma X = (z1,22) en
MX = (.132,.131 —l—.l?g).

(1.20) M:[O 1],

LE] lector que conozca la teoria de transformaciones lineales entre espacios vectoriales de di-
mension finita y el manejo de los cambios de base reconocera en esta seccién las matrices asociadas
con transformaciones lineales, las matrices de cambio de base y los resultados que describen cémo
cambian las matrices asociadas con transformaciones al cambiar de base. Pero conocer esta teoria
no es necesario para leer la seccién, ni el resto de la monografia.
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Si A es una base de R™ la transformaciéon X — M X puede describirse en las
coordenadas respecto a esa base. En este nuevo sistema de coordenadas, X esta repre-
sentado por X4 y M X por (MX) 4. La idea entonces es estudiar la correspondencia

Xy (MX)A

Notablemente, una buena eleccién de A en muchos casos hace que esta segunda trans-
formacion sea especialmente simple, y nos permita entender la transformacién original
X — MX. Las técnicas del cdlculo matricial permiten pasar de un sistema de coor-
denadas a otro. Para emplearlas llamemos A a la matriz cuadrada de orden n cuyas
columnas son los vectores de la base A. Entonces, para cada X € R™ se tiene que

(1.21) X =AX4, Xa=A'X.

La primera igualdad en (1.21) implica

(1.22) MX =MAX 4.

La segunda, aplicada a M X y combinada con (1.22), nos dice que
(1.23) (MX)g=A""MX = A""MAX 4.

Por lo tanto, para pasar de X4 a (M X) 4 todo lo que hay que hacer es multiplicar
por la matriz

(1.24) N=A"MA.
Concluimos que N es la matriz que en la base A representa la acciéon de M.

Ejemplo 1.4. La matriz que representa la accién de M en la base candnica C es la
propia matriz M.
Ejemplo 1.5. La matriz A asociada con la base A del ejemplo 1.1 es

1+v/5  1-V5
(1.25) A:[ 2 2 }

—_

1

Ejercicio 1.6. Verificar que al formar el producto AX 4 de A con el vector X 4 en
(1.18) se recupera el vector X, tal como expresa la primera ecuacién en (1.21)

La inversa de A es

1 V5—1
(1.26) A7l = l fi 25 ] .
Vs 2V5

Ejercicio 1.7. Comprobar que A~ es efectivamente la inversa de A, y que
X4=A1X.
Comparar con la férmula (1.18).
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Para las matrices M en (1.20) y A en (1.25) el producto A71M A es
1+v5
(1.27) D=| 2

una matriz diagonal, que debe representar en las nuevas coordenadas el efecto de M
Volveremos a encontrar (1.27) por otro camino. Un vector X de R? tiene coorde-

nadas
U1
X =
A [ v }

si y sélo si
X =y Xy +y2X_.
Por lo tanto
MX =My Xy +yX )=y MX; +yMX_.

Recordando ahora que

1 1-
+2ﬁx+, VX — 2\/5

(ver la férmula (1.13) en la pagina 26, o simplemente hacer el cdlculo), tenemos

1++5 1-+5
3 nXy + 5

M, X, =

Y2 X

MX = Yo MX_.

Esta expresion es equivalente a
14+v5 n 14+v5+1
(MX)a=| |2 2 = 2
3 Y2

Confirmamos asi que la matriz D en (1.27) es la que representa como se transforman
las coordenadas respecto a la base A cuando M transforma a los vectores de R2.
Fue este cambio a las coordenadas en la base A, el que nos permitié entender el
comportamiento de la sucesion de ntimeros de Fibonacci en la seccién 1.1.

] |:y1 }
1—v5+1 :
% y2

Si dos matrices M y N satisfacen la igualdad N = A™'MA como en (1.24)
también satisfacen

(1.28) M =ANA",

que puede obtenerse multiplicando (1.24) a la izquierda por A y a la derecha por A=1.
Cuando dos matrices N y M satisfacen las férmulas (1.24)-(1.28) para una matriz in-
vertible A, representan la misma transformacion vista en distintos sistemas de coorde-
nadas. Se dice entonces que las matrices son semejantes. Todas las matrices semejantes
a una matriz M dada son todas las posibles representaciones de M respecto a todos
las posibles bases de R™.

Ejercicio 1.8. Mostrar que la relacién de semejanza es una relaciéon de equivalencia
en el conjunto de las matrices cuadradas n X n con coeficientes en R.
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Ejemplo 1.6. Para la matriz M que genera la sucesiéon de ntimeros de Fibonacci la
férmula (1.28) toma la forma

(1.29) M = ADA™!,

donde D es la matriz diagonal (1.27).

Cualquiera de las férmulas (1.24)-(1.28) es también equivalente a
(1.30) MA = AN,

que tiene una interpretacion muy sugerente. La i-ésima columna de M A es el producto
de M por A;, la i-ésima columna de A, que es también el i-ésimo vector de la base A.
En virtud de (1.30) debe ser igual a la i-ésima columna de AN, donde estd almacenado
el producto de A por la i-ésima columna N; de N. Por lo tanto,

MA; = AN;,
que es equivalente a

(MA;) 4 = N;.
En definitiva, cada columna de N contiene las coordenadas en A de las imagenes
por M de los vectores de la base A.

Ejemplo 1.7. Al transformar con la matriz M que genera los nimeros de Fibonacci
a los vectores X y X_ en (1.17) que forman la base A encontramos

(1.31) MX, =M Xy, MX_=XX_|

con A = (1++/5)/2. De (1.31) concluimos inmediatamente que

(MX,), = [ o ] (MX ), = { 0 ] -

Estos vectores de coordenadas son las columnas de la matriz D en (1.27).

Observacion 1.3. Cuando un cambio de base lleva a M a una forma simple, como
ocurre en los ejemplos 1.5 y 1.6, entonces:

» la férmula (1.28) es un resultado de factorizacién de M como el producto de
una matriz sencilla por matrices de cambios de coordenadas;

» la férmula (1.30) es una especificacién facil de entender de la manera en que M
transforma una base del espacio.

La posibilidad de obtener estas descripciones simples de la accién de M es la principal
razén para desarrollar toda esta teoria.

Ejercicio 1.9. Hallar la matriz que representa en la base
A= ((17 L, 1)) (17 -1, 0)» (07 1, _1))

de R3 la accién de la matriz

[ -2 2
M=z|-2 1 -2
—2 -2 1
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Interpretar geométricamente la transformacion que M representa.
Ejercicio 1.10. En la base
A= ((1’ 1, 1)’ (17 -1, O)a (07 1, _1))

de R3 la accién de una cierta matriz M estd representada por

2 0 -3
N=|] -1 1 0
-2 =2 1

Hallar M.

Diremos que un subespacio S C R™ es invariante por una matriz M si para todo
X €S se tiene que M X € S.

Ejercicio 1.11. Consideremos la matriz

3 1 -1
M=1|1 3 -1
2 -1 3

y los subespacios
S1 = {(z1,22,23) ER®, m1 =22}, So={(z1,22,23) €R?, 21 = 0,25 = z3}.

1. Mostrar que S; y Sy son invariantes para M.
2. Mostrar que

A =1((1,1,1),(0,0,1)), Az =((0,1,1)),
son respectivamente bases de S; y So, y que
A=A, UA = (((1,1,1),(0,0,1),(0,1,1)))

es una base de R3.
3. Calcular la matriz N que representa la accién de M en las coordenadas defi-
nidas por A y observar que es una matriz de la forma

ve M)
n33

donde N7 es una matriz 2 x 2, jpodria explicar este fenémeno a partir de las
partes anteriores de este ejercicio?

4. Verificar que las columnas de N son las coordenadas en A de los transformados
por M de los vectores de A.

Nuestro proximo ejercicio generaliza los resultados del ejercicio anterior.

Ejercicio 1.12. Sean A = (Ay,..., Ak, Agt1,...,Ap) una base de R™, S; el subes-
pacio generado por los primeros k vectores de A, Sy el subespacio generado por los
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ultimos n — k vectores de A, y M una matriz tal que S; y Sy son invariantes para M.
Mostrar que la matriz N que representa la accién de M en la base A es de la forma

_ | Nk
v=[ M)

donde Ny y N,,_j son submatrices kxky (n—k)x (n—k), y el resto de los coeficientes
de N son necesariamente nulas.

1.2.1 Cambios de base en R" y R™

Esta seccion generaliza los resultados de la anterior. Consideraremos ahora matri-
ces M cualesquiera, cuadradas o no, de tamano m x n, con coeficientes en R. Para
una base A en R™ y una base B en R" llamaremos A y B a las matrices cuyas
columnas son los vectores de A y B respectivamente. Indicaremos con X 4 e Yz a las
coordenadas de X € R™ y de Y € R™ respecto a las bases A y B respectivamente.
Entonces

(1.32) AX4=X, (MX)s=B'MX.
La primera igualdad en (1.32) implica

(1.33) MX = MAX 4.
Combinandola con la segunda concluimos que

(1.34) (MX)g=NXy,

siendo

(1.35) N =B"'MA.

Es asi que N representa en las bases A y B la acciéon de M. De manera andloga a los
resultados que obtuvimos antes, la matriz M satisface

(1.36) M =BNA™.
También es cierta la igualdad
(1.37) MA = BN,

que nuevamente permite leer N como la codificacién en términos de la base B de
cémo M transforma a los vectores de A.

Ejemplo 1.8. La matriz

3 -1
M=-1 3
-2 =2
admite la factorizacion
1 1 1 2 0
(1.38) M = 1 -1 1 0 4 [%; %;]
-2 0 1 0 0
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Si tenemos en cuenta que

1
ISIEENIE
\
N[00 | =
—_
|
—_
Il
L —
_ =
I
— =
—_

encontramos

-2 0 1
donde leemos el hecho de que M transforma los vectores de la base

1 1
(4]
en 2[1,1,—2] y 4[1, —1, 0] respectivamente.

Ejercicio 1.13. Calcular directamente los dos productos de M por los vectores de
A y verificar este resultado.

La simplicidad de la descripcién en estas bases de la accién de M, tiene que ver
con la sencilla estructura de la segunda matriz en el miembro de la derecha de (1.38).

Observacion 1.4. Los resultados de esta seccién pueden aplicarse al caso particular
m = n. Entonces se consiguen férmulas como (1.36) e (1.37) con matrices M y N
cuadradas.

Ejercicio 1.14. Consideremos las bases
A=((1,1,1),(1,-1,0),(0,1,-1)), B=((-2,3),(-1,1)),
de R3 y R? respectivamente.
1. Dada la matriz

e[,

2 1 -2
hallar la matriz N que representa en las bases A y B la acciéon de M, en el
sentido de (1.34).

2. Hallar N, sila matriz N que representa a M en las bases A y B en el sentido
de (1.34) es
171 1 2
M=3 { 2 4 ] '
Ejercicio 1.15. En las base

A=((1,1,1),(1,-1,0),(0,1,-1)) B=((2,1,1),(1,0,1),(1,1,1))

de R3 la accién de una cierta matriz M estd representada por

2 0 3
1 1 -1,
—2 -2 0

en el sentido de (1.34).
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1. Hallar M.

2. Hallar la matriz N tal que (MX)4 = NXp.

3. Hallar las matrices que representan a M en todas la posibles combinaciones
de las bases A, By C, donde C es la base candnica de R3.

1.3 Normas, médulos y distancias

Nociones como la “longitud de un vector” o el “tamano” de los coeficientes de una
matriz” son bastante intuitivas. Estdn relacionadas con estructuras geométricas en
los espacios de vectores y matrices reales, y permiten desarrollar una teoria de limites
en estos espacios. Presentaremos estas ideas para espacios de matrices. Cuando no
hagamos mencién explicita de su tamano asumiremos que son m X n. Como podemos
identificar a R™ con las matrices reales n x 1 todo lo que hagamos para matrices se
aplicard también a vectores. Aunque en algunos casos quedara implicito, en otros for-
mularemos definiciones y enunciados especificamente para R™. Con cambios minimos,
todos los conceptos pueden extenderse a matrices y vectores complejos.

1.3.1 Convergencia coeficiente a coeficiente

Nuestra préxima definicién contiene una primera aproximacién a la nocién de con-
vergencia para matrices.

Definicién 1.1. Diremos que una sucesion My, k = 0,1,..., de matrices converge a
una matriz M cuando k — oo si cada una de los coeficientes de M}, converge en R al
coeficiente correspondiente de M.

Indicaremos la convergencia con la notacién My — M o limy_ oo M = M.

Ejemplo 1.9. La sucesion de matrices

[ (1+1/k)*  ksen(1/k) }
(2k+1)/k ™

e

Ejercicio 1.16. Mostrar que My — M siy sélo si My — M — O.

converge a

1.3.2 Normas

La convergencia de una sucesién de matrices reales puede caracterizarse a través de
una unica sucesién numérica. Si M es una matriz m X n con coeficientes m;; definimos

(1.39) | M|« =max{|m|, i=1,....m, j=1,...n.},
que es simplemente el mas grande de los médulos de los coeficientes de M.
Ejercicio 1.17. Mostrar que My, — M siy sélo si ||M — M|, — 0.
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Los numeros || M||. son una manera de medir el “tamano” de las matrices, que se
generaliza en el sentido la siguiente definicién.

Definicién 1.2. Norma. Una norma en el conjunto de las matrices reales m x n es
una funcién || - || que a cada matriz le asocia un ntmero real y que tiene las siguientes
propiedades:

1. No negatividad y no degeneracién. ||M| > 0y ||M| = 0 si y sélo si
M = 0O;

2. Homogeneidad: ||aM || = |a|||M|| para cualquier ntimero o y matriz M.

3. Desigualdad triangular: ||M + N| < ||M]|| + |N|| para cualquier par de
matrices M y N.

Ejercicio 1.18. Mostrar que la funcién || - ||« definida por (1.39) es una norma en el
sentido de la definicién 1.2.

Sobre los conjunto de matrices m X n, o sobre los espacios R™, es posible defi-
nir muchas normas diferentes, que dan lugar a geometrias diferentes. Introduciremos
ahora en R™ un ejemplo al que volveremos en el capitulo 5. Para

X:(xl,...,xn)eR”

definimos

(1.40) 1XIh =) |l -
i=1

Ejemplo 1.10. Para (1,2, —1) € R3 la férmula (1.40) implica ||(1,2,—1)|1 = 4.

Ejercicio 1.19. Demostrar que la funcién || - ||; definida en R™ por la férmula (1.40)
es una norma.

Cualquier norma || - ||, no solo || - ||+, proporciona una nocién de convergencia para
matrices o vectores.

Definicién 1.3. Convergencia respecto a una norma. Una sucesion
M, k=1,2,...,
de matrices converge a M respecto a la norma || - || si

lim | M — M| = 0.
k—o0

Proposicién 1.4. Una sucesion Xj en R™ converge a X respecto a la norma || - |1
si y solo si converge en el sentido de la definicion 1.1.

Demostracién. Llamemos xj ; y x; a los i-ésimos coeficiente de los vectores X y X,
respectivamente. Para cada valor de i se satisface

2k — il <[ Xk — Xy,
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lo que implica que si || X — X||; — 0 entonces cada una de las sucesiones zy, ; converge
a x; cuando n — oo.

Reciprocamente, si para todo i = 1,...,n se tiene que
(1.41) lim |z, — 2| =0,
k—o0 ’

sumando los n posibles valores de i en (1.41) concluimos que

n

lim Z |2k — x| = 0,
k— oo

i=1

que es la condicién para la convergencia de Xy a X respecto a la norma || -||;. O

1.3.3 El producto escalar y el médulo

Una importante nocién de tamano para los vectores es su longitud o mddulo. Este
concepto depende del producto escalar definido para una pareja cualquiera X e Y de
vectores en R™ por

(1.42) X Y= Zmy
=1

La nocién de mddulo estd definida por
(1.43) |X|= VXX,
y satisface la fundamental desigualdad de Cauchy-Schwarz
X Y] < XY,
que supondremos conocida para el lector.
Ejercicio 1.20. El médulo (1.43) es una norma en R™. Sugerencia: elevar el médulo

al cuadrado y usar la desigualdad de Cauchy-Schwarz para demostrar la desigualdad
triangular.

Ejemplo 1.11. El médulo de (1,2, ~1) € R?® es v/6, aunque su tamaiio medido con
Il 1|1 es igual a 4.

Un importante conjunto de vectores de R” es el que estd formado por los vectores
de médulo 1, al que llamaremos esfera unidad e indicaremos con S™~1.

Ejercicio 1.21. Representar las esferas unidad S y $? de R? y de R? respectiva-
mente, y los vectores X tales que || X|; = 1. Comparar con S' y S? los conjuntos
formados por estos vectores.

Ejercicio 1.22. Demostrar que si Xi, k =1,2,..., y X son vectores de R™ entonces
son equivalentes:

1. X — X en el sentido de la definicién 1.1;

2. Xj — X respecto al médulo | - [;
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3. Xy — X respecto a la norma || - [|1.

Observaciéon 1.5. El ejercicio 1.22 es un caso particular de la siguiente afirmacién
general: todas las normas en R™ definen la misma nocién de convergencia. La geo-
metria del espacio cambia al cambiar de norma (ver el ejercicio 1.21), pero no la

convergencia de vectores, que es una nocién topoldgica, de otra categoria diferente

que la nocién métrica definida por la norma?.

Las nociones de producto escalar y médulo se generalizan a C™ a partir de la
féormula

(1.44) X V= Zﬁ@
i=1
donde % indica el conjugado de un nimero complejo z.

1.3.4 Una nueva norma sobre las matrices

Cuando una matriz real M de tamano m x n multiplica a un vector X € R", produce
un nuevo vector M X € R™ cuyo médulo |M X| es en general diferente a | X|. Si X # 0
el cociente |[M X|/|X| mide la “dilatacién ” o “cambio de tamano” que M produce
sobre X.

Ejercicio 1.23. Para la matriz

3 =5
calcular los cocientes |[M X|/|X| sobre los vectores (1,1), (1,-1), (1,0), (0,1).

(1.45) M:[4 0].

El valor méximo de los cocientes |MX|/|X| con X # O, es decir, la méxima
dilatacién que M produce sobre los vectores de R™, es una norma que indicaremos
con la notacién || - ||o.

Ejercicio 1.24. Mostrar que el conjunto de valores que toman los cocientes |M X |/| X |
con X # O coincide con el conjunto de valores |[MY|, con Y € S»~1,

Para mostrar que el méaximo que estamos buscando realmente existe podemos
recurrir al siguiente importante teorema del célculo en R™:

Teorema 1.5. Sea f:R™ = R una funcion continua y X un subconjunto cerrado y
acotado R™. Entonces f tiene en X un mdximo y un minimo.

El ejercicio 1.24 implica que || M ||z es el méximo sobre S™~1 de la funcién continua
X — |MX| que a cada X € R™ le asocia el nimero real |MX|. Ademas S"~! es un
conjunto cerrado y acotado (ver el ejercicio 1.35, pagina 41). Entonces el teorema 1.5
asegura que el méximo || M|, efectivamente existe.

23610 en espacios vectoriales de dimensién infinita, normas diferentes pueden inducir nociones
diferentes de convergencia. Los espacios de matrices y los espacios R™ tienen todos dimensién finita.
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En la seccién 4.2 volveremos sobre este concepto. Alli caracterizaremos || M||2 en
términos de los wvalores singulares de M, y daremos una demostracién alternativa,
que no hace uso del teorema 1.5, de que el maximo || M ||, existe.

Ejercicio 1.25. Mostrar que para todo X € R™ se satisface |MX| < ||M]|2|X|.

Ejercicio 1.26. Mostrar que || - |2 es una norma. Sugerencia: para demostrar la
desigualdad triangular puede ser 1til el resultado del ejercicio 1.25

1.3.5 Distancias

Una norma || -|| definida sobre las matrices permite cuantificar con el nimero || M —N||
la diferencia entre dos matrices M y N, lo que genera en el espacio de las matrices
una nocion de distancia. La nocién de distancia es atin mas general, y puede definirse
sobre conjuntos cualesquiera.

Definicién 1.6. Distancia. Sea X’ un conjunto cualquiera. Una distancia en X es
una funcién d que a cada par (x,y) de elementos de X le asocia un ntimero real d(z, y)
que tiene las propiedades:
1. No negatividad y no degeneracién. d(z,y) > 0y d(z,y) = 0 si y sblo si
T =y;
2. Simetria. d(z,y) = d(y,x) para = e y cualesquiera en X
3. Desigualdad triangular. d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) para z, y y z cuales-
quiera en X.

Ejercicio 1.27. Mostrar que si || - || es una norma en el conjunto de las matrices
reales m x n, entonces
(1.46) d(M,N) = |M - N|

es una distancia, a la que se llama distancia inducida por || - ||.

En R™ el médulo | - | induce una distancia que para n = 2 y n = 3 corresponde,
respectivamente, a la distancia euclidiana en el plano y en el espacio. Para valores
mas grandes de n generaliza a la distancia euclidiana manteniendo muchas de sus
propiedades. Ver el capitulo 3.

Ejercicio 1.28. Cuando decimos que dos esquinas opuestas de una manzana cua-
drada en una ciudad estan a doscientos metros de distancia, ;qué nocién de distancia
estamos usando?, jla euclidea o una que corresponde a || - ||17?

Observacién 1.6. La distancia que || - ||; induce en R™ suele llamarse distancia del
taxista, y a la geometria que genera geometria del taxista. ; Podria el lector justificar
por qué?

Ejercicio 1.29. Mostrar que una sucesién de matrices My converge a M si y sélo si
d.(My, M) — 0, donde d, es la distancia inducida por la norma || - |-
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Cualquier distancia permite introducir una nocién de convergencia en el conjun-
to X en que estd definida.

Definicién 1.7. Consideremos un conjunto X con una distancia d. Una sucesién X,
k=1,2,..., de elementos de X converge a X € X respecto a la distancia d si y sélo
si h'mk_,oo d(X/C, X) =0.

Naturalmente, la definicién 1.3 es el caso particular de la definicién 1.7 en el que
la distancia d es inducida por la norma || - ||. Usaremos normas, y distancias inducidas
por normas, para manejar distintos procesos de paso al limite en varias partes de este
texto.

Para ilustrar la flexibilidad del concepto, presentamos a continuacién un ejemplo
de distancia que toma valores discretos, y que origina una rica estructura geométrica
que explotaremos en el capitulo 6, pero en la que la nocién de convergencia es practi-
camente irrelevante (ver el ejercicio 1.38, pagina 41).

Llamaremos X" al conjunto de todas las posibles listas (x1, ..., x,) de longitud n
formadas por elementos de un conjunto X cualquiera. Un ejemplo de esta construc-
cién, con X =R, es R"

Definicién 1.8. Distancia de Hamming. La distancia de Hamming d(X,Y") entre
X eY en A" es igual a la cantidad de posiciones en que las dos listas X e Y difieren.

Proposicion 1.9. La distancia de Hamming d es una distancia en X™.
Demostracién. Escribamos
d(XvY) = ‘{7’ DT F yz}I,

donde |-| indica el cardinal, o cantidad de elementos, de un conjunto. La comparacién
de Y con Z divide {i : z; # y;} en dos conjuntos disjuntos, de modo que

Wis zs #yitl = His v # yi, i = zi}| + {5 2 # yis vi # 2} -
Ademas

His @ # vis yo = 2} = a5 w0 # 2o, i = 2} < His @0 # 20t = d(X, Z),
His @i # i yi # 2} S Wis v # 2} = d(Z,Y).

Concluimos entonces que la desigualdad
d(X,Y) < d(X,Z) +d(Z,Y)

se satisface para cualquier terna de listas X, Y y Z. O

Ejercicio 1.30. Mostrar las propiedades de simetria, no negatividad y no degenera-
cién de d para completar la demostracion.
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Una nocién muy importante en un conjunto X que tiene una distancia d es la de
isometria. Una isometria es una funcién f que conserva la distancia, en el sentido de
que

d(f(2), f(y)) = d(z,y), =y€X.

Las isometrias juegan un papel muy importante en la geometria elemental del plano
y del espacio, pero no son sélo interesantes en este contexto. Ver el ejercicio 3.14 en
la pdgina 85, y la seccién 4.1.4. También la monografia [1].

1.3.6 Ejercicios adicionales
Ejercicio 1.31. En lo que sigue consideraremos sucesiones convergentes de matrices
My — M y N, — N.
1. Mostrar que si las sumas My + Ny v M + N existen entonces
My + N, — M + N.
2. Mostrar que si los productos My N, vy M N existen entonces
My Ny — MN.

Ejercicio 1.32. En este ejercicio todas las matrices son cuadradas n x n'y A es
invertible. Mostrar que M, — M siy sélo si AM A~ — AMA™!.

Ejercicio 1.33. Mostrar que existen constantes positivas c¢; y co tales que las de-
sigualdades
a|[ X[ < [X] < e X2

se satisfacen para todo X € R™. Determinar los valores 6ptimos de ¢; y c¢s.

Ejercicio 1.34. Mostrar que si My — M respecto a una norma | - ||, entonces
| M|l — ||M]|. iEs cierto el reciproco?

Ejercicio 1.35. Mostrar que si X}, es una sucesién de vectores en S"~! C R" que
converge a X entonces | X| = 1. Sugerencia: usar el ejercicio 1.34

Ejercicio 1.36. Mostrar que si M es una matriz m X n entonces
M. < [[M]l2 < nv/m|| M|
Estudiar si estas acotaciones son 6ptimas.

Ejercicio 1.37. Sea X un conjunto cualquiera. Mostrar que la funcién d definida por
L z#y
d — ) )
@ ={ g L2%
es una distancia en X. ;Cudles son las sucesiones convergentes respecto a la distancia d
en el espacio X7

Ejercicio 1.38. ;Cudles son la sucesiones de R™ que convergen respecto a la distancia
de Hamming?, ;como se compara esta nocién de convergencia con las del ejercicio 1.22,
pagina 377, ;contradice este resultado a la observacién 1.57
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Capitulo 2: Vectores y valores propios

Una matriz cuadrada real n x n define una transformacion
X—MX

de R™ en R™. Lo mismo vale en C" para una matriz compleja n x n. En este capitulo
nos interesaran los vectores X que M transforma de una manera simple, en el sentido
de que M X es un multiplo escalar AX de X. Son lo que llamaremos vectores propios
de M. Con A indicamos un nimero real (o complejo), al que llamaremos valor propio
de M. Los valores y vectores propios de una matriz constituyen informacién clave pa-
ra entender su estructura, y suelen tener importancia a la hora de resolver problemas
practicos en los que intervienen matrices cuadradas.

En la seccién 2.1 formalizamos los conceptos de valor y vector propio, y en la 2.2
discutimos cémo calcularlos. Cuando una matriz tiene una base de vectores propios se
vuelve muy facil trabajar con ella en esta nueva base. Discutir este fenémeno y algunas
de sus aplicaciones es el objeto de la seccion 2.3. Hay muchas mas aplicaciones que las
que se discuten en este texto, pero es imposible discutirlas por razones de espacio. El
lector interesado podra encontrar informacién adicional en la literatura y en la web.
En la seccién 2.4 estudiamos las potencias M* de matrices M, y su comportamiento
cuando k — oc.

2.1 Vectores y valores propios

Cuando una matriz cuadrada M actia sobre un vector X para producir MX se
obtiene como resultado un nuevo vector que, en principio, no tiene por qué estar en
la direccién de X.

Ejemplo 2.1. Al transformar con la matriz
0 1
=[]
los vectores (1,0) y (0,1) de R? obtenemos
1 0 0 1
o =[V] 3]-[3]

Las imagenes no estdan alineadas con los vectores que fueron transformados. En reali-
dad, para casi todos los vectores del plano la direccion de M X no coincide con la

43



de X. Pero hay vectores excepcionales:

£ ] W[ ]S54 )

2
1 2 1 1 2 1

%}

|

El lector puede verificar estas formulas, o volver a la discusién de las secciones 1.1
y 1.2. Disponer de una base de R? formada por esta clase de vectores fue clave en la
resolucién del problema de los niimeros de Fibonacci en la seccién 1.1.

Ejercicio 2.1. Considerar la matriz
8 —5
o el 3 )

y para los vectores (1,1), (1,2), (1,0) y (0,1) comparar sus direcciones con las de sus
imagenes por M.

Definicién 2.1. Sea M una matriz n X n. Si existen un nimero A y un vector no
nulo X tales que

(2.2) MX =X,
diremos que X es un wvector propio de M y que A es el valor propio asociado a X.
Observacion 2.1. Para que la definicién 2.1 tenga algin sentido es importante la

condicién de que X sea un vector no nulo. Ya que el vector nulo O satisface trivial-
mente

MO =0 =)0

para cualquier matriz cuadrada M y cualquier valor de A.

Tanto la definicién como esta discusién pueden hacerse sobre cualquier cuerpo,
pero trabajaremos con ella sobre R y C.

La ecuacién (2.2) es equivalente a
(M = \)X =0,

donde I es la matriz identidad n x n. Vemos entonces que los vectores propios son
todos los vectores no nulos en ker(M — AI), el nicleo de M — AI, y existirdn sélo para
los valores de A que hacen que ese nicleo no sea trivial. A la dimensién de ker(M — A1)
se le llama multiplicidad geométrica del valor propio A.

Ejercicio 2.2. Mostrar que ker(M) es no trivial si y sélo si 0 es un valor propio
de M.

Ejercicio 2.3. Mostrar que si M conmuta con N,y X es un vector propio de M con
valor propio A, entonces INX es el vector nulo o también es un vector propio de M
con valor propio .
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Ejercicio 2.4. Sea M una matriz n X n y S un subespacio de R™ que es invariante
para M y que tiene dimension 1. Mostrar que todos los vectores no nulos de S son
vectores propios de M.

2.1.1 La web y Google: primera aproximacién

En esta secciéon comenzamos a discutir un ingrediente del funcionamiento del buscador
Google: el criterio de ordenamiento de los resultados de las busquedas. Retomaremos
luego este tema en la seccién 5.1, en conexiéon con problemas de paseos al azar sobre
una red.

Nota Histérica 2.1. Buscar alguna pieza de informacion en la web es un auténti-
co desafio, cuya dificultad suele pasar inadvertida para el usuario porque cuenta con
poderosas herramientas automdticas de biusqueda. Entre los muchos problemas que un
buscador debe resolver estd el de ordenar los resultados obtenidos, que pueden ser
numerosisimos, de una manera util. Por ejemplo, durante la escritura de este texto,
buscando a partir de la expresion vectores propios conseguimos unas 15.800 res-
puestas. El mismo intento con la expresion inglesa eigenvectors devolvid mds de un
millon y medio de pdginas, jpor cudl empezar a mirar?

En el celebrado articulo The Anatomy of a Large-Scale Hypertextual Web Search
Engine de 1998, Serguei Brin y Larry Page presentan la idea de hacer un uso eficiente
de la propia estructura de la web para ordenar las consultas: “The citation (link)
graph of the web is an important resource that has largely gone unused in existing
web search engines”!. Por ejemplo, si una pdgina web recibe muchos enlaces es de
presumir que tendrd contenidos interesantes. Sobre estos conceptos estd basado el
algoritmo PageRank, que produce el ordenamiento que el biscador Google emplea
para mostrar sus resultados. Si le interesa, el lector podrd reconstruir el resto de la
historia. ;Considera necesaria una sugerencia acerca de qué, donde y cémo buscar?

Vamos a hacer un primer intento de ordenamiento siguiendo el lema ‘un enlace
recibido, un voto recibido’, que implementaremos con herramientas de calculo matri-
cial.

En la web hay un cierto nimero N de péaginas. Cada una de ellas puede ser
numerada, asignandole un ntimero natural ¢, con 1 < ¢ < N. Definimos una matriz C,
cuadrada IN x IV, con coeficientes c;; tales que c;; es igual a la cantidad de enlaces que
hay desde la j-ésima pagina hacia la i-ésima. Llamaremos a esta matriz C' la matriz
de conectividad de la red.

Ejemplo 2.2. La red del primer esquema de la figura 2.1 tiene asociada la matriz

Lagy grafo de citas (enlaces) de la web es un importante recurso que no ha sido usado en los
motores de busqueda existentes.”
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1
2
5
3 4
3 4

FIGUuraA 2.1. Dos redes sencillas

01 10
10 00
(2.3) C= 010 1
1 010

Ejercicio 2.5. Escribir la matriz de conectividad de la segunda red en la figura 2.1.
Generar una matriz cuadrada cualquiera con ceros y unos, y dibujar la red que repre-
senta.

En la i-ésima fila de una matriz de conectividad C' aparecen registrados todos
los enlaces entrantes a la i-ésima pagina. El niimero total de ellos es la suma de los
coeficientes en esa fila. Por lo tanto, la suma de las columnas de C, que es el vector

(2.4) P=C1,

donde 1 indica una columna de unos, contiene en el coeficiente ¢ el niimero de enlaces
que recibe la pagina .

Ejemplo 2.3. Para la primera red de la figura 2.1 tenemos

0 1.1 0 1 2
10 00 1 1
PiOlOl 11 |2
1 010 1 2

Nuestro ordenamiento considera menos importante al nodo 2, y empata en el primer
puesto a los otros tres nodos, con dos enlaces cada uno.

Ejercicio 2.6. Calcular P para la segunda red de la figura 2.1

El vector P da una primera solucién al problema del ordenamiento de las pagi-
nas, que consiste en asignar a cada pagina un puntaje igual a la cantidad de enlaces
que recibe, y luego ordenarlas por este puntaje. Pero no es lo mismo recibir un en-
lace desde una péagina buena que desde otra irrelevante. Para levantar esta objecion
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asignaremos a los enlaces que recibe la pagina ¢ pesos diferentes, proporcionales a
los puntajes de las paginas j desde las que vienen los enlaces. Luego sumaremos los
votos asi ponderados, para obtener el puntaje de la pagina i. Parece que para de-
terminar los puntajes es necesario conocerlos previamente. Pero no es asi. Nuestro
nuevo modelo, mds sofisticado que (2.4), genera un sistema de ecuaciones lineales que
relaciona los puntajes. Ahora la contribucién de la pégina j al puntaje de la pédgina 4
no serd simplemente c¢;; sino
QaCiPj,
donde p; es el puntaje de la pagina j y o una constante positiva de proporcionalidad.
Al sumar sobre todos los posibles valores de j concluimos que el puntaje p; de la
i-ésima péagina debe satisfacer
n

(2.5) pi=a) cyp, 1<i<N.

j=1
Las N igualdades (2.5) pueden resumirse en la igualdad matricial
(2.6) P =aCP.

Tomando A = 1/« escribimos (2.6) en la forma del problema de valores y vectores
propios

(2.7) CP = \P.

La férmula (2.7) nos estd diciendo que P debe ser un vector propio de la matriz de
conectividad C', con un valor propio A positivo. Ya no se trata del sencillo vector P
de puntajes en (2.4), es mas dificil de calcular, pero mucho més significativo.

Ejemplo 2.4. Este nuevo criterio arroja para la primera red en la figura 2.1 el puntaje
P ~(0,2548, 0,1513, 0,2777, 0,3162),

que destaca a la pagina 4 como las méas importante. El valor de la constante )\ es
1,6838.

Los célculos de este ejemplo, y los demds ejemplos de esta seccion, fueron reali-
zados con MatLab.

Observacion 2.2. En realidad cualquier multiplo positivo del vector de puntajes es
admisible. La elecciéon que hicimos fue normalizar el vector de modo que sus coefi-
cientes sumaran 1. Si hubiérmos usado con (2,1, 2,2) este mismo criterio el resultado
habria sido aproximadamente igual a (0,2857, 0,1429, 0,2857, 0,2857).

El modelo todavia puede refinarse un poco mas: estamos permitiendo a cada
pagina que ‘vote’ tantas veces quiera, poniendo enlaces. Ademés de pesar el voto de
las paginas con su importancia individual, tiene sentido normalizarlo de modo tal
que la incidencia total de la pagina no dependa de la cantidad de enlaces hacia otras
paginas que contenga. Esto se consigue dividiendo el aporte de cada enlace por la
cantidad total de enlaces que salen de la pagina, y origina una matriz de conectividad
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normalizada N, donde cada entrada n;; es igual a ¢;; dividido el total de enlaces que
contiene la pagina j. El vector P de puntajes se calcula ahora a partir de la ecuacién

(2.8) NP = \P.

Ejemplo 2.5. Para la red de los ejemplos 2.3 y 2.4 la matriz normalizada es

0 2+ 1 0
1
s 0 0 0
—| 2
(2.9) N=18 1 g
1 1
3 030
y el puntaje P determinado a partir de (2.8) es
(2.10) P~ (0,2353, 0,1176, 0,3529, 0,2041),

y ahora la pagina 3 es la mejor puntuada. La constante A toma el valor 1.

Observacion 2.3. ;Podremos ponernos de acuerdo? Es interesante observar que los
distintos criterios de ordenamiento produjeron distintos resultados. Seguramente es
también conocido para el lector algiun ejemplo en el que la eleccién de un presidente
o de representantes se vea afectada por las reglas que se adopten: existencia o no
de primeras y segundas vueltas; divisién en circunscripciones o circunscripcién tnica;
sistemas de proporcionalidad integral o sistemas en los que el ganador se lleva todas
las plazas; etcétera. O haya discutido cémo el sistema de disputa de algin campeonato
deportivo favorece o perjudica a su equipo predilecto. Estas dificultades son tipicas
de los mecanismos sociales de eleccion.

Nota Histérica 2.2. Un célebre teorema de Kenneth Arrow publicado en 1950 ase-
gura que no puede existir un mecanismo de eleccion universal que satisfaga algunos
principios simples que aparecen intuitivamente como deseables. Por ésta y otras con-
tribuciones Arrow recibio el Premio Nobel de Economia en 1972.

Ejercicio 2.7. Buscar informacién sobre los problemas matematicos de la eleccion
social. Una referencia 1til puede ser [2].

2.1.2 Modelo de Leontief de una economia en equilibrio

Supongamos que podemos agrupar la actividad econémica de un pais en cuatro secto-
res productivos, a los que llamaremos, sin mayor pretensiéon que la de introducir una
terminologia que resulte sugerente, el transporte, la alimentacion, la extraccion de
recursos naturales y la fabricacién de ttiles y herramientas. Estos interactian entre
si, ya que cada sector utiliza recursos de los demés, al tiempo que los provee con parte
de su produccién. Supongamos ademas que las relaciones entre estos sectores pueden
resumirse en la siguiente tabla:
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tr al ex fa
tr 0.1 0.1 0.1 0.3
al 03 03 0.1 02.
ex 04 03 01 04
fa 0.2 0.3 0.7 0.1

La tabla expresa que el 10% del transporte se utiliza para mantener funcionando el
propio sistema de transporte, el 30 % est4 dedicado a la distribucién de alimentos, el
40 % afectado a la extraccién de recursos naturales y el 20 % restante es un insumo
para el sector de la economia que fabrica ttiles y herramientas. Las restantes colum-
nas de la tabla indican céomo se distribuye el producto de los otros tres sectores de
la economia. Todas las columnas suman uno porque nuestro modelo asume que la
economia es cerrada, y no hay interacciones con otras economias ni debe atenderse
una demanda externa.

Este modelo atiende a la siguiente pregunta: ;existen precios para el transpor-
te, los alimentos, los recursos naturales y los ttiles y herramientas que permitan el
equilibrio de la economia, en el sentido de que cada sector reciba por sus productos
una cantidad igual a la que paga por sus insumos? Si tales precios existen, el vector
P = [pir,Dal, Pex, Pra) de precios debe satisfacer la igualdad

(2.11) MP =P.

donde M es la matriz formada por las entradas de la tabla. En resumen, el vector de
precios debe ser un vector propio de M, con valor propio igual a 1. Para que los precios
tengan sentido las entradas de P tienen que ser positivas, o al menos no negativas.
Al calcular las soluciones de (2.11) encontramos que cualquier vector de la forma

«(0,1667, 0,2083, 0,2917, 0,3333),

donde « es una constante positiva, es admisible como vector de precios. Un momento
de reflexién nos convencera de que la indeterminacién expresada por la constante «
es completamente natural, porque expresa que cualquier unidad monetaria puede ser
tomada para expresar los precios.

Nota Historica 2.3. El economista Wassily Leontief introdujo modelos en los que
la economia de un pais se descompone en diversos sectores, cuyas interacciones pue-
den cuantificarse y analizarse. Por el desarrollo de los modelos input-output y su
aplicacion a importantes problemas economicos obtuvo el Premio Nobel de Economia
en 1975.

Ejercicio 2.8. Para una economia con tres sectores I, Il y II1, cuyas relaciones se
expresan en la tabla
I I 1III
I 01 08 0.7
IIr 05 01 0.0°
I 04 0.1 0.3
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hallar los vectores de precios en el estado de equilibrio de la economia.

Observacion 2.4. Puntos fijos. Un punto fijo de una funcién f : X — X, definida
sobre algin conjunto X', es un elemento x de X que satisface

z = f(z).
Es decir, todo punto fijo es su propia imagen por f. El concepto de punto fijo es
importante en muchas ramas de la matematica. En el apéndice C.1.1 mostramos un
resultado de existencia de puntos fijos, que aplicaremos en el capitulo 5. Ver también
las monografias [5] y [15].

Cuando la transformacion f esta definida por una matriz M la condicién de que X
sea un punto fijo se escribe como M X = X: los puntos fijos son los vectores propios
de M con valor propio 1. Tal como el vector (2.10) para la matriz (2.5).

2.2 Calculo de valores y vectores propios

En esta seccion desarrollaremos algunas ideas sobre el calculo de los valores propios
de una matriz.

2.2.1 Polinomio caracteristico

Una matriz cuadrada M tiene vectores propios asociados al valor propio A si y sélo
si el subespacio ker(M — AI) es distinto del subespacio trivial {O}. Tal cosa ocurre si
y solo si la matriz M — AI es no invertible, y estd caracterizada por el hecho de que

(2.12) det(M — AI) = 0.

Ejemplo 2.6. Para la matriz

0 1
(2.13) M = { 11 ] ,
que en la seccién 1.1 aparecia generando los niimeros de Fibonacci, tenemos
] =A 1 2
det(M — \I) = 1 1-2 =X -A-1

La ecuacién (2.12) toma la forma A2 — X — 1 = 0, con raices Ay = (1 ++/5)/2. En
la pagina 26 habiamos encontrado la misma ecuacién (ecuacién (1.10)), pero por un
procedimiento diferente.
Una vez hallados los dos valores propios AL, con ellos se resuelven los dos sistemas
de ecuaciones lineales
-t 1 0
| gl

1 1—Ap
El conjunto de soluciones no triviales de cada uno de estos sistemas es

T1 (17)‘i)7 Z1 ERv T 7&0
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Estos son justamente los vectores propios de M. El lector puede completar los detalles,
que también aparecen en la pagina 26.

Para una matriz cuadrada n X n el determinante det(M — AI) siempre es un
polinomio p(\) de grado n en A, al que se llama polinomio caracteristico de M.

Ejercicio 2.9. Demostrar esta afirmacién sobre det(M — AI).

Los valores propios de M son justamente las raices de su polinomio caracteristico.
A la multiplicidad de cada valor propio A de M como raiz del polinomio caracteristico
se le llama multiplicidad algebraica de .

Ejemplo 2.7. La matriz
| 4/5 3/5
M= { 1/5 2/5 ]
tiene como polinomio caracteristico

P(\) =A% —(6/5)\ +1/5.

Sus valores propios son A = 1y A = 1/5. El subespacio ker(M — I) contiene a todos
los vectores propios asociados al valor propio 1 y estd generado por (3,1). El sub-
espacio ker(M — (1/5)I) esta generado por (—1,1). Las multiplicidades algebraica y
geométrica de ambos valores propios son iguales a 1.

Ejercicio 2.10. Hallar el polinomio caracteristico, los valores propios y los vectores
propios de la matriz 5M, ;cdmo se relacionan con los de M?

Ejercicio 2.11. Mostrar que dos matrices semejantes tienen el mismo polinomio
caracteristico y los mismos valores propios.

Ejemplo 2.8. El polinomio caracteristico de

0 -1
(2.14) M = [ 1 0 }
es det(M — \I) = A2+ 1. Por lo tanto M no tiene ningtn valor propio real ni vectores
propios en R2.

Observacién 2.5. Como R C C la matriz (2.14) del ejemplo 2.8 puede considerarse
como una matriz compleja. La técnica de pasar al campo complejo para considerar
problemas de nimeros reales es util en diversas partes de la matematica. Haremos
uso de ella en varias partes de esta monografia. Ver, por ejemplo, el corolario 2.3,
pagina 52.

Ejemplo 2.9. La matriz (2.14) admite los valores propios complejos +i. Para encon-
trar los vectores propios correspondientes resolvemos los dos sistemas

Fi —11]0
1 F [0 |~

51



Los vectores propios son de la forma

{ ; } { ; ]
z| .|, =z N
i —i
respectivamente, para cualquier z no nulo en C.

Ejercicio 2.12. Hallar los valores y vectores propios de

0 -4

1 2v3 |°
Proposicion 2.2. Toda matriz cuadrada compleja tiene al menos un valor propio.
Demostracién. Por el Teorema Fundamental del Algebra (ver la monografia [11]),

el polinomio caracteristico de la matriz tiene al menos una raiz A en C, que es un
valor propio de la matriz. O

Corolario 2.3. Toda matriz cuadrada real tiene al menos un valor propio sobre C.

Ejercicio 2.13. Encontrar los valores y vectores propios de las matrices reales

et

Hallar las multiplicidades algebraica y geométrica de los valores propios. Estudiar en
cada caso si es posible formar una base de R? con vectores propios.

Observacion 2.6. Calculando valores propios de verdad. Anular el polinomio
caracteristico para hallar los valores propios de una matriz n x n sélo es préctico
para n = 2, en que hay una férmula explicita sencilla para encontrar las raices de un
polinomio. Para n = 3 y n = 4 existen férmulas andlogas pero son mucho més compli-
cadas. Para n > 5 ya no hay una tal férmula de validez general, ver la monografia [8].
Tampoco es util formar el polinomio caracteristico y calcular sus raices numéricamen-
te, porque el procedimiento es muy inestable. En resumen, en la practica el método
del polinomio caracteristico es 1til sélo para matrices muy pequenas o con muchas
raices evidentes. Aunque en esta monografia lo emplearemos, no queremos dejar la
falsa impresion de estar presentando un método 1til para lidiar con problemas reales.
Sobre esta cuestién nos limitamos a incluir en la pagina 68 una breve observacion
sobre el método de las potencias, y a referir al lector a la literatura. Por ejemplo,
a [17].

2.2.2 Los circulos de Gerschgorin

Hay situaciones en las que es 1til tener una estimacién de los valores propios de una
matriz, aunque se desconozca su valor exacto.

Definicién 2.4. Discos de Gerschgorin. Para una matriz M compleja, cuadrada
n X n con coeficientes m;;, definiremos los n discos de Gerschgorin de M como

D; = D(my;,ri) ={z €C;lz —my| <m}, i=1...,n,
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donde

ri= Y |mayl

[

[
N

i
es el radio de cada disco, y m;; su centro.

Proposicion 2.5. Si M es una matriz compleja n X n y X es un valor propio de M,
entonces \ pertenece a alguno de los n discos de Gershgorin asociados con M.

Demostracion. Si X es un vector propio asociado con A\ entonces M X = AX. La
i-ésima componente de esta igualdad implica

n
Z mi;x; = ()\ — m“) ZT;.
j=1
J#i
Por lo tanto, se satisfacen la n desigualdades
n
(2.15) N —miil [z < Y0 Imggllagl, i=1,... 0.
j=1
J#i
Escojamos el valor de i para el que |z;| alcanza su valor méximo y la i-ésima de las n
desigualdades en (2.15). Dividiendo entre |z;| resulta
n
A—mal < > mil,

j=1
J#i

lo que implica que A estd en el i-ésimo disco de Gershgorin de M. O

Ejemplo 2.10. En la figura 2.2 ilustramos los dos discos de Gerschgorin de la matriz
(2.13) que genera la recursién de los nimeros de Fibonacci. También sus dos valores
propios.

El teorema de Gerschgorin admite la siguiente generalizacién.

Teorema 2.6. Sea M una matriz compleja n x n. Si la union R = U._.D;, del
de sus discos de Gerschgorin es disjunta con los restantes n — | discos, entonces |
autovalores de M, contados con su multiplicidad algebraica pertenecen a R.
Ejercicio 2.14.

1. Estimar los valores propios de

1 -107°  2x107°
M= | 4x107° 3 -3 x107°
107> 3x107° 5
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FicurA 2.2. Discos de Gerschgorin y valores propios de la matriz
que genera los niimeros de Fibonacci

2. Para
A= 1 ,
1

con « real y no nulo, estimar los valores propios de AM A~!. Usar el resultado
para estimar los valores propios de M.

3. Escoger « para mejorar la estimacién de uno de los valores propios de M.

4. Utilizar matrices similares a A para mejorar las estimaciones de los otros dos.

2.2.3 Ejercicios adicionales

Ejercicio 2.15. Hallar el polinomio caracteristico, los valores propios y los vectores
propios de la matriz
8 —5
v=|15 7]
del ejercicio 2.1, pagina 44.

Ejercicio 2.16. Para las matrices

) [

encontrar los valores y vectores propios complejos. Observar que la primera matriz no
tiene valores ni vectores propios reales, jqué transformacion representa esta matriz
en el plano R??
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Ejercicio 2.17. Estudiar para qué valores de 6 € R la matriz real

cos —senf
sen 0 cosf

tiene valores propios reales. Interpretar geométricamente el resultado.

Ejercicio 2.18. Mostrar que dos matrices semejantes tienen los mismos valores pro-
pios. Dar un ejemplo de dos matrices con los mismos valores propios que no sean
semejantes. Sugerencia: buscar un ejemplo con matrices 2 x 2.

Ejercicio 2.19. M indica una matriz cuadrada.

1. Mostrar que M y M T tienen los mismos valores propios, ;puede afirmarse lo
mismo respecto a sus vectores propios?

2. Mostrar que si todas las columnas de M suman 1 entonces 1 es un valor
propio de M.

3. Concluir que las matrices de un modelo de Leontief, para una economia ce-
rrada, ver la seccién 2.1.2; pagina 48, y una matriz normalizada de enlaces
sobre una red, como (2.9), pagina 48, tienen a 1 como valor propio.

Ejercicio 2.20. Mostrar que una matriz real M tal que M? = —I no puede tener
valores propios reales. ; Puede existir una matriz real 3 x 3 tal que M? = —I?, ;y una
4 x 47

Ejercicio 2.21. Una matriz M se llama nilpotente cuando alguna potencia M* es la
matriz nula. El menor valor de k para el que M* es nula se llama orden de nilpotencia.

] [ Al

son matrices nilpotentes de orden 2, y que

1. Mostrar que

O = O

0
0
1

o O O

es nilpotente de orden 3.
2. Mostrar que una matriz nilpotente tiene a 0 como su tnico valor propio.
Ejercicio 2.22.

1. Mostrar que si una matriz compleja M satisface las n desigualdades

n

(2.16) > mil < lmail, i=1,...,m,
j=1
JjF

entonces es invertible.
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2. Enunciar y demostrar un resultado similar para matrices que satisfacen

n

> dmigl < myl, i=1,...,n.
i=1

i
Observacién 2.7. Las matrices que satisfacen las desigualdades (2.16) reciben el
nombre de matrices con diagonal estrictamente dominante.

2.3 Diagonalizacion

Sea M una matriz real, cuadrada n X n, y supongamos que existe una una base
A= (A1,...,4,)

de R™ formada por vectores propios de M, cada uno de ellos correspondiente a un

valor propio \;, ¢ = 1,...,n. Entonces

Si llamamos A a la matriz [A; As ... A,] cuyas columnas son los vectores en A, las n

igualdades vectoriales (2.17) son equivalentes a la identidad matricial

(2.18) MA = AD,
donde
A1
(2.19) D=
Ad
Naturalmente, la férmula (2.18) es equivalente a
(2.20) M = ADA™!,

que es una factorizaciéon de M como el producto de matrices de cambio de base y una
matriz diagonal. Esta discusion es la demostracién de nuestro proximo teorema.

Teorema 2.7. Sea M una matriz real n X n. Entonces M es semejante a una matriz
diagonal si y sdlo si existe una base de R™ formada por vectores propios de M.

Diremos que matriz semejante a una matriz diagonal es diagonalizable, y que se
diagonaliza en la base formada por sus vectores propios.

Ejercicio 2.23. Generalizar las definiciones necesarias y el Teorema 2.7 para el caso
de matrices complejas.

Ejemplo 2.11. La familia
A= ((37 1)a (17 71))
es una base de R? formada por vectores propios de la matriz
| 4/5 3/5
M= [ 1/5 2/5 } !
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con valores propios 1 y 1/5 respectivamente (ver el ejemplo 2.7, pagina 51). Se satisface
entonces

4/5 3/5 3 17 |3 1 3
(2.21) [1/5 2/5}{1—1]_{1—1][ 1/5}’
Multiplicando a la izquierda por la inversa de la matriz cuyas columnas son la base A
obtenemos la factorizacién

4/5 3/5 | 113 1 1 1 1
(2.22) {1/5 2/5}‘4[1—1“ 1/5“1—3}
de M en términos de su forma diagonal.
0 1
w3
que genera la sucesién de ntmeros de Fibonacci es diagonalizable. Una base que la

diagonaliza es
((1, 1+ \/5)/2) : (1, (1- VS)/2)) .
La forma diagonal de M tiene a Ay = (1 & +/5)/2 en su diagonal. La igualdad

0 1 1 1 1 1 1448
1 1 1+v6  1=v6 | T | 1+V6  1-V5 1-v5
2 2 2 2 2

Ejemplo 2.12. La matriz

ot

es la forma que para este ejemplo toma la igualdad (2.18).

Ejercicio 2.24. Hallar para M una factorizacién como (2.20).

M_[OO].

Ejemplo 2.13. La matriz

1 0

es nilpotente y sélo tiene a 0 como valor propio (ver el gjercicio 2.21, pagina 55). Los
vectores propios pertenecen entonces al niicleo de la matriz, que tiene dimensién 1
y estd generado por (0,1). No hay entonces una base de R? formada por vectores
propios de M.

Ejemplo 2.14. Vimos en el ejemplo 2.8, pagina 51, que la matriz

(2.23) M = [ (1) _é }

no tiene vectores propios reales, por lo que no es diagonalizable sobre R. Pero es
diagonalizable sobre C. Por ejemplo en la base ((1,4), (1, —i)) de C2. Por lo tanto, la
matriz M puede factorizarse como

| H) (L

Ejercicio 2.25. Completar los detalles del célculo que conduce a (2.24).

57



2.3.1 Diagonalizaciéon y potencias de matrices

Las potencias de una matriz M tienen interés en diversas situaciones. Un ejemplo
relevante son las ecuaciones recursivas como

(2.25) X1 =MXy, keN
donde M es una matriz n x n. Si el estado inicial X es conocido entonces
(2.26) X, =MFX,, k€N,

por lo que las potencias M* determinan el comportamiento de la sucesiéon X}, definida
por (2.25).

Ejercicio 2.26. Mostrar que si una sucesién de vectores satisface (2.25) para k =
0,1,..., es necesariamente de la forma (2.26).

Observacién 2.8. Ecuaciones como (2.25) modelan diversos fenémenos de evolucién.
Cuando en la seccién 1.1 estudiamos los nimeros de Fibonacci lo hicimos a través
de la recurrencia F,, 11 = MF, (férmula (1.4), pagina 24), que iba generando parejas
de numeros. Apareceran tambien en el capitulo 5 en el contexto de las cadenas de
Markov. El lector interesado puede encontrar mds detalles en [5].

En general, el calculo de las potencias M* de una matriz cualquiera M es inabor-
dable directamente. Pero si se trata de una matriz diagonal

A1
D=

entonces

(2.27) DF = . k=0,1,2,....
A
Cuando M es semejante a una matriz diagonal, tenemos que
M = ADA™!,

con D diagonal. Formando el cuadrado resulta

M? =ADA 'ADA™!' = AD*A™1.
La féormula se generaliza inductivamente a
(2.28) MF = AD*A™Y, k=0,1,2,...,
valida para cualquier potencia natural.
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Ejemplo 2.15. Las potencias M™ de la matriz

11
=] 5]

que genera los niimeros de Fibonacci son

= [ 1 1 ] (HT‘@) - 1

T k| 145 1-v6 VAN :
V5 2 2 (71 2\/5) H_2 —1

De esta expresion pueden obtenerse férmulas explicitas para los nimeros de Fibonacci
(comparar con (1.16), pagina 27).

S

Lo

Ejercicio 2.27. Investigar qué ocurre cuando la recurrencia f,11 = f, + fn—1 se
inicializa con nimeros fy vy fi cualesquiera.

Ejercicio 2.28. Calcular las potencias de las matrices
8 —5 3 1
10 -7 |° 1 3|’
que ya han aparecido en los ejercicios 2.1, y 2.13.

La diagonalizacion sobre C puede usarse para el cdlculo de potencias de matrices
reales.

Ejercicio 2.29. Calcular las potencias de la matriz

0 -1
1 (U
1. Explorando algunas potencias y usando un argumento inductivo;

2. diagonalizdndola sobre C (férmula (2.24)).

Ejercicio 2.30. Consideremos una matriz real

(2.29) J = H _H

1. Mostrar que si b # 0 entonces J no es diagonalizable sobre R, a + ib son
valores propios de J y hallar una base de C? que diagonalize J;

2. Existen p > 0y 0 € [0,27) tales que el nimero complejo a + ib puede repre-
sentarse en la forma

(2.30) a+ib= pe'® = p(cosf + isen#).

Usar la diagonalizacién de J sobre C para mostrar que

a —b 1" B cos(kf) —sen(k0) B
(2.31) [ b a } =t { sen(k6) cos(kf) |’ F=0,12....
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3. Observar que

J— cosf —senf
=P seno cosf |’

e interpretar geométricamente J y la parte 2.
4. Aplicar estos resultados a las matrices

ol Ll

Observacion 2.9. La diagonalizacién permite tratar también fenémenos de evolucién
gobernados por ecuaciones diferenciales. Por razones de espacio no abordamos este
tema, sumamente importante e interesante. Pero invitamos al lector a consultar la
abundante literatura disponible, como la monografia [5], o las referencias [9, 14, 16].
En estas paginas nos limitaremos a introducir la exponencial de una matriz en los
ejercicios de la seccién 2.4.5, pagina 75.

2.3.2 Forma candnica de Jordan

Algunas matrices no son diagonalizables porque sus vectores propios no alcanzan para
formar una base del espacio, pero son semejantes a una matriz casi diagonal, la forma
canonica de Jordan. En esta seccion ilustramos algunos aspectos de esta teoria, que
no desarrollaremos en profundidad.

Ejercicio 2.31. Mostrar que para cualquier valor de A € R la matriz real

(2.32) J = { T g }

no es diagonalizable.

Ejercicio 2.32. Consideremos la matriz:

4 -3
=5 3]

con la que ya habfamos trabajado en el ejercicio 2.13, pagina 52.

1. Si X no es un vector propio de M, mostrar que (M — I)X si lo es.
2. Hallar una base A de R? tal que la representacién de M en A sea (2.32) con
A=1

Ejercicio 2.33. Mostrar que si M es una matriz 2 X 2 que tiene un tnico valor propio
real A tal que dimker(M —AI) = 1, entonces M es semejante a una matriz de la forma
(2.32). Sugerencia: usar que la imagen de M — Al es un subespacio de dimensién 1
invariante para M y el ejercicio 2.4, pagina 45.

El ejercicio 2.33 generaliza al 2.32. Ambos ilustran casos particulares de la si-
guiente proposicion.
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Proposicién 2.8. Forma candnica de Jordan. Sea M una matriz complejanxn y
Ni, i =1,...,k sus valores propios®. Entonces M es semejante a una matriz diagonal
por bloques

Ay
J = c . )
Ay,
donde a su vez cada bloque A; es diagonal por blogques
AL
Ai = . ’
Al
con | = dimker(M — \;I) y cada bloqgue AT, m =1,2,...,1 es de la forma
Ai
1 N
Ai 7
1 M\

Ejemplo 2.16. Ejemplos de formas canénicas de Jordan son
i
1 =«
, 1 =

; V2
V2

La primera corresponde a una matriz M con un tnico valor propio 3, y tal que
ker(M — 3I) = 2. La segunda a una matriz M con valores propios 7 y V2, y tal que
dim (ker(M — nI)) =1, dim (ker(M — v2I)) = 1.

Observacion 2.10. El teorema de la forma candnica de Jordan se enuncia para ma-
trices complejas, porque es necesario que todas las raices del polinomio caracteristico
de M estén en el cuerpo sobre el que se trabaja para tener una forma candnica de
ese tipo. Si una matriz real es tal que su polinomio caracteristico no tiene raices com-
plejas entonces admite una forma canénica de Jordan como (2.3.2), donde los valores
propios reales \; aparecen en la diagonal de J. La teoria puede extenderse al caso de
matrices reales con valores propios complejos, pero no discutiremos esa posibilidad.

Nota Histoérica 2.4. La forma candnica de Jordan fue introducida por Camille

Jordan en un tratado publicado en 1870.

2Aqu1’ Ai # Aj si i # j. Cada valor propio de M aparece una vez, independientemente de su
multiplicidad.
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La forma candnica de Jordan da una buena comprensién de la estructura de
una matriz cualquiera, y en muchos casos permite, con algo de esfuerzo adicional,
generalizar resultados que para matrices diagonalizables son faciles de obtener.

Ejercicio 2.34.
1. Mostrar que si dos matrices cuadradas M y N conmutan entonces

k
B\ ,
k _ i nTk—1
(M + N) _Z (Z)M NF=1
=0
2. Considerar la matriz
A0 A 0
M‘[1 A}_[ /\_+[1
y calcular M* usando el resultado de la parte 1.
3. Para la matriz

o O
[

4 =3 ]
3 =2 |’
calcular M. Sugerencia: usar los resultados de las partes anteriores y del
ejercicio 2.32.

|

2.3.3 Forma real de matrices con valores propios complejos

Comencemos con un ejemplo, que iremos retomando a lo largo de la seccién.

Ejemplo 2.17. La matriz real
0 -4
M =
[ 1 2V3 ]
tiene valores propios v/3F i, con vectores propios generados por (\/3 +1i,—1), respecti-
vamente. Tal vez el lector ya lo sepa, por haber resuelto completa y cuidadosamente el
ejercicio 2.12, pagina 52. De todos modos, presentamos los detalles mas importantes

del célculo.
El polinomio caracteristico de M es

P\ =22 —2V3\+4

con raices v/3 F i. Cuando buscamos el nticleo de M — A\I para A = V3 — i debemos
plantear para ese valor de A el sistema (M — AI)X = 0. Resulta

[ =VB+i —410
- 1 V3+i|0 |’

cuyas soluciones son de la forma z(v/3 + i, —1), con z € C.

M

Ejercicio 2.35. Mostrar que para A = v/3 + i el nticleo M — Al estd generado por

2(V3 —i,—1).
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Dado un vector complejo Z es posible definir su parte real R(Z), su parte imagi-
naria 3(Z), y su vector conjugado Z tomando partes real, imaginaria y conjugados
coeficiente a coeficiente.

Ejemplo 2.18. Si Z = (/3 + i, —1) entonces
R(Z)=(V3,-1), S(Z)=(1,0), Z=(/3—i,-1).
Ejercicio 2.36. Hallar las partes real e imaginaria y el conjugado de (v/3 — i, —1)
Los vectores R(Z) e $(Z) son vectores reales tales que
(2.33) Z=R2Z)+iS(Z), Z=R2Z)+iI(2).
Ejercicio 2.37. Para Z € C" mostrar que
(2.34) R2Z)=(Z+2))2, S(2Z2)=(Z-Z)/(2i).

En el ejemplo 2.17 encontramos que la matriz real M tiene valores propios con-
jugados, con vectores propios conjugados. Esto es un hecho general.

Proposicion 2.9. Sea M una matriz real que tiene un valor propio complejo A =
a + ib con parte imaginaria no nula. Entonces

1. X\ también es un valor propio de M ; B

2. Z es un vector propio asociado a A siy sélo si Z es un vector propio asociado
a A;

3. R(2),3(2)) es linealmente independiente

Cx

4. El subespacio generado por (R(Z),3(Z)) es invariante para M, y

MR(Z) = aR(Z) + b3(2),

(2.35) MS(2) = —bR(Z) + aS(2).

Demostracién. Indicaremos como probar la primera igualdad en (2.35). Calculamos

Z+Z> _MZ+MZ NZ+)NZ

M&?(Z)zM( 5 5 5

Escribiendo A = a+ib, Z y Z como en (2.33) y haciendo las cuentas se completa esta

parte. La invariancia del subespacio generado por (R(Z),3(Z)) es una consecuencia

directa de (2.35). El resto de la prueba requiere cdlculos similares.
Ejercicio 2.38. Completar la demostracién. O

Ejemplo 2.19. Volviendo a la matriz del ejemplo 2.17 encontramos
V3] 4| V3 1
R e R R
1] _[0] V3 1
wlo|=[V]=e[ G ]ela ]

en correspondencia con (2.35).

(2.36)
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La proposicién 2.9 tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.10. Si A = a —ib, con b # 0, es un valor propio de una matriz M real

2 x 2y Z e C? es un vector propio asociado a A, entonces (R(Z),3(Z)) es una base

de R? en la que la matriz M se representa por

(2.37) { ‘; b ] .

a
Llamaremos a la matriz (2.37) la forma candnica real de M.

Observacion 2.11. Notar el signo de la parte imaginaria de A\ y de la segunda
entrada en la primera fila de (2.37). Si A se escribe en la forma usual a + ib los signos
quedan cambiados.

Ejemplo 2.20. Las férmulas (2.36) son equivalentes a la igualdad matricial

e[ [5S 1Y A

que todavia puede transformarse en la factorizacién
s L1 S )
1 2v3 ] | -1 0 1 V3 1 V3
que hace evidente la semejanza entre M y su forma canodnica real. Usando que
V3 + i = 2(cos(m/6) + sen(w/6))

y haciendo uso de la férmula (2.31) encontramos

[0 ] = [ 2 ][t o [0 AT,

Ejercicio 2.39. Hallar una expresién explicita y sencilla para M.

-1 0

Ejercicio 2.40. Hallar de dos maneras las potencias de [ } _le } :

1. diagonalizandola sobre C;
2. usando la forma candnica real (2.37).

Ejercicio 2.41. Demostrar el corolario 2.10. ;Qué implica la proposiciéon 2.9 para
matrices reales n x n con n = 37 ;Qué puede decirse para valores mayores de n?
Aplicar los resultados a la matriz

0
(2.38) M=|0
1

OO =
o = O

Estudiar las potencias de M directamente y usando las técnicas de esta seccién.
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2.3.4 Ejercicios adicionales

Ejercicio 2.42. Sean (\;,v;), i = 1,...,k, parejas de valores y vectores propios de
una matriz M. Asumamos que todos los nimeros \; son diferentes. Mostrar que la
familia formada por los vectores v; es linealmente independiente. Sugerencia: formar
una combinacion lineal de los v; y aplicarle T'— \;I de manera conveniente.

Ejercicio 2.43. Mostrar que si una matriz n X n real (compleja) tiene n valores
propios reales (complejos) diferentes entonces se diagonaliza sobre R (C).

Ejercicio 2.44. Mostrar que toda matriz real simétrica 2 x 2 se diagonaliza sobre R.
Ejercicio 2.45. Demostrar la siguiente proposicién:

Proposicion 2.11. Si M es una matriz compleja n X n tal que sus n discos de
Gerschgorin son disjuntos, entonces se diagonaliza sobre C. St M es una matriz real
n X n tal que sus n discos de Gerschgorin son disjuntos, entonces se diagonaliza
sobre R.

Sugerencia: usar los resultados de los ejercicios 2.9 y 2.42, y el teorema 2.6.

Ejercicio 2.46. Mostrar que la matriz

10 6 —2
1 -4 1
0 1 2

es diagonalizable e invertible, y hallar el signo de sus valores propios.

Ejercicio 2.47. Investigar el comportamiento de los niimeros generados por la recu-

rrencia
ng + Nk—1

2 )
Ejercicio 2.48. Mostrar que si M es diagonalizable e invertible la férmula (2.28) es
valida para cualquier valor entero de k.

Nk+1 = k:1,2,....

Ejercicio 2.49. Mostrar que si M satisface M? = M 6 M? = I es una matriz dia-
gonalizable, ;qué puede decir sobre la forma diagonal de M7, ;qué transformaciones
del espacio representan estas matrices?

2.4 Radio espectral y potencias de una matriz

Estudiaremos el comportamiento de las potencias M* de una matriz cuadrada cuando
k — oo. Los requisitos previos sobre convergencia de sucesiones de matrices y vectores
necesarios para esta seccién se recogen en la seccién seccion 1.3.

El caso mas facil de analizar es el de cualquier matriz diagonal

A
D =

65



Como

DF = . k=0,1,2,...,

entonces

» si todas los \; tienen médulo menor que 1 las potencias D* convergen a la
matriz O cuando k — oo;
= si los médulos de los coeficientes en la diagonal son menores o iguales que 1
pero algtin ); tiene médulo 1, las potencias D¥ ya no convergen a O, pero
sus coeficientes se mantienen acotados;
= si hay alguna A; con médulo mayor que 1 los coeficientes de las potencias ya
no se mantienen acotadas.
Si M es semejante a una matriz diagonal y todos sus valores propios tienen médulo
menor que 1 entonces también sus potencias tienden a la matriz nula, porque

M* = ADFA™1 5 AOA™! = O.

Definicién 2.12. Llamamos radio espectral (M) de una matriz n X n real o com-
pleja M, al maximo del médulo de los valores propios de M.

Ejercicio 2.50. Mostrar que r(aM) = |a|r(M). Investigar si es cierto o falso que
r(M+ N)<r(M)+r(N).

Los resultados para matrices diagonalizables se generalizan parcialmente a ma-
trices cualesquiera.

Proposicion 2.13. Sea M una matriz real o compleja n X n.

1. Sir(M) < 1, entonces M* — O;

2. si 7(M) = 1 entonces erxiste una constante ¢ > 0 tal que |[M*|. > ¢ para
todo k. Si ademds M es diagonalizable sobre R o C entonces existe C' > 0 tal
que ||[M*||. < C para todo k;

3. sir(M) > 1, entonces | M*||. — oo.

Corolario 2.14. Si M es una matriz cuadrada real o compleja, entonces M* — O
sty solo sir(M) < 1.

Estudiaremos las potencias de tres matrices de radio espectral igual a 1.

Ejemplo 2.21. El primer caso es

]

Vemos que hay una entrada de las potencias que tiende a infinito.
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Ejemplo 2.22. Al estudiar

cosf® —senf k_ cos(kf) —sen(k)
send cosf | | sen(kf) cos(k0)

encontramos que las potencias muestran un comportamiento oscilatorio.

)

Ejemplo 2.23. La factorizacion

VIR LEE TN I 1 0 11
R Y74 R | 0 i 1 -3
apareci6 en la férmula (2.22), pagina 57. Implica
o[ 3 1 1 0 1 1] _1[3+57% 3-3x57F
I | 0 57k 1 =3 | 4|1-5% 143x57%|"

Concluimos que las potencias de M se aproximan a la matriz limite
113 3
a5 e e,
Ejercicio 2.51. Mostrar que la matriz (2.39) es igual al producto de las matrices

de cambio de base que diagonalizan M por el limite de la forma diagonal de M, ;el
producto puede formarse en cualquier orden?

Ejercicio 2.52. Completar los detalles del ejemplo 2.21 y observar el distinto com-
portamiento de las potencias de las matrices en los ejemplos 2.21, 2.22 y 2.23.

2.4.1 Valor propio dominante

El comportamiento de las potencias de M estd esencialmente determinado por sus
valores propios con mayor médulo.

Proposicion 2.15. Silos valores propios \;, i = 1, ..., k, de una matriz M satisfacen
las desigualdades
Al > [l = [l = -l
y dim(ker(M — A\1)) = 1, entonces para cualquier vector X existe un vector
X. € ker(M — \p)
tal que
AMTEMEX — X,
Demostracién. (para M diagonalizable). Cuando M es diagonalizable cada vector
X admite una expresién®
X = Oéle —+ Oéng + ... Oéan,
donde cada vector X;, i = 1,...,n, es un vector propio con valor propio A;. Entonces
MFX = g MV X + ao\sXo + . apn MR X,

3En esta férmula cada valor propio aparece tantas veces como su multiplicidad.

67



Dividiendo entre \¥ resulta

1, A2\ " Aa\®
VM X:OélX1+042 )\71 X2+...Otd )\71 XQ‘)Oéle,
1

porque todos los cocientes de valores propios decaen exponencialmente a cero. (]

Ejercicio 2.53. ;Qué ocurre con las columnas de M* cuando M tiene un valor
propio dominante?, ;tienden todas al mismo limite?, ;qué resultado asintético puede
enunciarse?

Ejercicio 2.54. Deducir de la proposicién 2.15 la férmula asintética (1.15), pagina 27,
que aparecio en la discusién de los ntimeros de Fibonacci.

Ejercicio 2.55. Mostrar que la convergencia de las potencias en el ejemplo 2.23
puede explicarse porque 1 es el valor propio dominante de la matriz cuyas potencias
aparecen en el calculo.

Observacion 2.12. Método de las potencias. Dado que las potencias de una
matriz tienden a magnificar el valor propio dominante cuando este existe, calcular
las potencias es una técnica para identificarlo y hallar un vector propio asociado. El
siguiente ejercicio requiere utilizar una calculadora o computadora para realizar los
calculos.

Ejercicio 2.56. Para las matrices

01 10 0+ L0
|1t o000 |2 000
“=lo101 | V= 0 2 01
1010 $ 0 50

calcular recursivamente una sucesién de vectores X1 = CXj, tomando como X
los vectores de la base canénica de R3. Cada vez que X}, se haga demasiado grande
dividirlo por la suma de sus entradas. Comprobar que el procedimiento tiende a
estabilizarse, y usarlo para identificar para cada matriz el valor propio dominante Ay
y un vector propio asociado con A;. Comparar los resultado con los ejemplos 2.4 y
2.5 de la seccién 2.1 (paginas 47 y 48).

2.4.2 Método iterativo de Jacobi

Si A es una matriz cuadrada e invertible el sistema AX = Y tiene una unica solu-
cién X. Si escribimos
A=D+C,

donde D es una matriz diagonal que contiene los coeficientes de la diagonal de A, y C
una matriz con ceros en la diagonal, entonces

(D+C)X =Y.
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Si ninguin coeficiente de la diagonal de A es nulo podemos escribir
X=DYY-CX)=D"'Y - D'CX.
Llamando
Z=D7'Y, M=-D'C

encontramos que X satisface la igualdad vectorial

(2.40) X=MX+Z
Ejemplo 2.24. El sistema
41 [ 6
2 EREH
tiene X = [1,2] como su tnica solucién. En este caso las matrices D y C' son
4 [0 1
p=[ts] o=l 3]

por lo tanto

| z=pv-]

wlowo|w
| I

OBl

M=-D"'C= [

wi= O

Un célculo directo muestra que la solucién X satisface (2.40).

El interés de transformar el sistema AX =Y en la ecuacién (2.40) es que su
solucién aparece como un punto fijo para la transformacién

X—MX+Z.

Esto es la base para un procedimiento, conocido como método iterativo de Jacobi, que
busca aproximarse a la solucién:

1. en el primer paso damos un primer valor tentativo a la solucién, al que lla-
maremos Xg;
2. a partir de cada aproximacion Xy, construimos

(2.42) Xpy1 = MXy, + Z.

Ahora bien, jconvergera a X nuestra sucesién X;? La clave para contestar esta pre-
gunta es estudiar la evolucion de los errores

Ey=X,—X
que se producen en cada paso de la iteraciéon. Encontramos
Eppn=Xpp1 — X =MXy —MX = M (Xy — X) = MEy,

juna férmula iterativa con matriz M! Por lo tanto el error Ej es igual a M*Ejy y su
comportamiento asintético depende esencialmente del radio espectral de M.
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Ejemplo 2.25. La iteracién de Jacobi para el sistema (2.41) del ejemplo 2.24 es

K1 = [ 123 __1/3 } Xi+ [ 2?3 }'

Comenzando desde Xy = O se genera, aproximadamente, la sucesiéon
0 1,50 1,0833 0,9583 0,9931 1,0035 1,0006
0|’ 1,67 || 2,1667 | | 2,0278 || 1,9861 |’ | 1,9977 |’ | 2,0012 | *°

que converge rapidamente a la solucién. El radio espectral de la matriz de la iteracién

es l/m

Ejercicio 2.57. Observar cémo se va aproximando X} a la solucién (1,2). Si es
necesario calcular méds aproximaciones y/o hacer un dibujo, tal vez recurriendo a una
computadora, jpuede explicar el patrén que se observa?

Al igual que en el ejemplo, la matriz M del método de Jacobi siempre tiene ceros
en su diagonal. Si llamamos a;; a los coeficientes de la matriz A del sistema, entonces
los radios r; de los discos de Gerschgorin de M son

n
Ti:‘aii|71 Z \aij|, ’L:L,TL

j=1

i
Cuando A es estrictamente diagonal dominante (ver la observacién 2.7, pagina 56)
todos los radios r; son menores que 1. La proposicién 2.5, pagina 53, implica que
r(M) < 1, y la proposicién 2.13 que Ey — O. Por lo tanto, la sucesién Xy, del método
de Jacobi converge a la solucion.

Ejercicio 2.58. Resolver aproximadamente usando el método de Jacobi el sistema
AX =Y, para

40 1 0 6
02 0 1 9
A=l o110 1| Y=
10 0 2 -1

El método de Jacobi es un primer ejemplo de método iterativo. para la resolucién
de sistemas lineales, pero hay muchas otras posibilidades. El lector interesado puede
encontrar, por ejemplo, informacién sobre el método de Gauss-Seidel en [9, 14], y
sobre métodos de sobrerrelajacién en [14].

Ejercicio 2.59. Buscar informaciéon sobre métodos iterativos y métodos directos
para resolver sistemas lineales, la comparacién entre ambos, y su uso en problemas
practicos.

Sobre la aproximacién a puntos fijos usando métodos iterativos el lector puede
consultar la seccién C.1, o las monografias [5, 15].
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2.4.3 Una serie de potencias para (I — M)~!

La célebre férmula

LS
k=0

para la serie geométrica puede extenderse al caso matricial. Para una matriz cuadra-
da M y para K € N vale la identidad

(2.43) I— M5 = (1 - M) ZM"
k=0

Ejercicio 2.60. Demostrar la validez de (2.43).

Si (M) < 1 entonces ME+!1 — O. Ademas, existe

K oo
lim ME=N"MPF,
K—oo kZ:O kZ:O

resultado que aceptaremos sin demostracién. Por lo tanto, pasando al limite en (2.43)
concluimos

o0
I=(I-M)Y M.
k=0
Este razonamiento justifica la siguiente proposicién.

Proposicién 2.16. Si r(M) < 1 entonces
(2.44) (I—M)~ Z M*.

Ejemplo 2.26. La matriz

0 0
we[13]
tiene a 0 como su unico valor propio. Por lo tanto (M) = 0. La matriz
10|
I—M= [ e

tiene inversa

(I—M)1=“ Hz“ H+:? 8}:]§%M’“.

Para este caso tan particular, en que M* es nula para k > 2, hemos verificado la
férmula (2.44).
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Ejercicio 2.61. Calcular (M) y la inversa de I — M para

M:

o = O
_ o O
o O O

Verificar la férmula (2.44).

Ejercicio 2.62. Para matrices M diagonalizables con (M) < 1 mostrar direc-
tamente la férmula (2.44) calculando sus dos miembros a partir de la expresién
M = ADA™!', con D diagonal.

Ejemplo 2.27. Modelo de Leontief para una economia abierta. En este
modelo los sectores de una economia no consumen todo lo que producen, y deben
atender una demanda externa. Supondremos conocidos los precios de lo producido
por cada sector, que se expresaran en alguna unidad monetaria, como peso, délar o
euro. Las relaciones entre los diferentes sectores pueden esquematizarse en una tabla,
en la que la entrada de la fila ¢ y la columna j representa el precio de los bienes del
sector i que el sector j consume para producir una unidad de valor de sus productos.
Por ejemplo, para los sectores de transporte, alimentacion, extraccién de recursos
naturales y fabricacion de ttiles y herramientas la tabla podria ser

tr al ex fa
tr 0.2 0.1 0.2 0.2
al 0.1 01 0.1 0.1.
ex 00 04 00 04
fa 05 03 0.5 0.2

FicurA 2.3. Matriz de consumo para una economia

A la matriz C formada por las entradas de tal tabla, la llamaremos matriz de
consumo de la economia. Los volimenes de produccién, medidos en la unidad mo-
netaria, forman un vector X € R"™ con coeficientes mayores o iguales que cero. En
lo sucesivo indicaremos con la notacién C > O, o X > O, cuando una matriz C o
vector X tienen todas sus entradas mayores o iguales que cero (en la siguiente seccién
extenderemos un poco mas esta notacién).

Ejercicio 2.63.
1. SiM >0 esmxny X > O un vector de R™, mostrar que MX > O.
2. SiM > Oy N > O son matrices que pueden multiplicarse entonces M N > O.
3. SiM >0y N > O pueden sumarse entonces M + N > O.
4. Si una sucesién de matrices My > O converge a una matriz M, entonces
M > O.

El producto C'X representa la parte de X consumida por la propia produccion,
y X — CX el excedente. Este excedente permite atender demandas externas, que
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representaremos por medio de un vector D > O. La economia puede satisfacer una
demanda dada D > O si la ecuacion

(2.45) X-CX=D

iene una solucién > 0. ndicién no n ivi s esenci ra qu
tiene una solucion X > O. jLa condicién de no negatividad es esencial para que X
pueda representar un vector de produccién!

Proposicién 2.17. Sea C > O la matriz de consumo de una economia. Si r(C) < 1
entonces se puede satisfacer cualquier vector de demanda D > O.

Demostracién. Si r(C) < 1 la inversa de I — C existe y puede escribirse como una
serie de potencias de C' segin la férmula (2.44). Como C > O el ejercicio 2.63 implica
(I —C)~1 > 0. Como D > O entonces

X=(I-0)"'D>0

resuelve (2.45) y representa un nivel de produccién de la economia que satisface la
demanda D. (]

Ejercicio 2.64. Mostrar que si todas las filas o todas las columnas de una matriz
cuadrada C' con entradas no negativas suman menos que 1 entonces existe (I —C) "1y
tiene entradas no negativas. Interpretar en términos del modelo econémico del ejemplo
(2.27) el significado de que las columnas de C' sumen menos que 1.

Ejercicio 2.65. Calcular la inversa de I — C para la matriz C formada por las
entradas de la tabla 2.3, y verificar que tiene coeficientes no negativos.

2.4.4 Matrices con coeficientes positivos

En esta seccién usaremos las siguientes notaciones:
» si M es una matriz o vector entonces |M| es la matriz* o vector formado por
los médulos de los coeficientes de M,
= si todos los coeficientes de una matriz o vector M son mayores (mayores o
iguales) que todas los respectivos coeficientes de N lo indicaremos con M > N
(M > N). Por ejemplo |M| > O.
Proposicion 2.18. Sea M > O wuna matriz cuadrada. Entonces su radio espectral

r(M) es un valor propio de M y tiene asociado un vector propio X > O.

Necesitaremos algunos resultados sobre matrices y vectores positivos y no nega-
tivos, que dejamos como ejercicio para el lector.

Ejercicio 2.66. M denota matrices reales o complejas, X e Y vectores reales o
complejos, y o numeros reales o complejos.

1. Demostrar que |aX| = |a||X]| y que | M X| < |M]|X].

2. Demostrar que si M > O y X > O no es nulo entonces M X > O.

4Para M cuadrada, ino confundir |M| con el determinante de M!
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3. Demostrar que si X > O e Y > O existe € > 0 tal que X > €Y.

Ejercicio 2.67. Mostrar que si M > 0, y M X > X entonces la desigualdad M*X >
X se satisface para k = 1,2,..., jqué variantes admite este resultado, cambiando
algunos signos > por >7

Demostracion de la proposicién 2.18. La matriz M tiene un valor propio A de
médulo méximo |A| = r(M), con un vector propio X asociado®. Entonces

(2.46) IMX| = |AX| = |)M|X]| =r(M)|X].
Por lo tanto r(M)|X| < |M||X| = M|X]|, de modo que
(2.47) M|X|—-r(M)|X|>O.

Mostraremos que hay igualdad en (2.47). Si no la hubiera, por la parte 2 del ejerci-
cio 2.66, tendriamos que

M (M| X| —r(M)|X]) > O.

De la parte 3 del mismo ejercicio deducimos que existe un nimero € > 0 tal que

(2.48) M (M|X| —r(M)|X]) > eM|X].
Operando a partir de (2.48) concluimos
M
2.49 — M| X| > M|X]|.
(2.49) P MIX| > 1]
Aplicando a (2.49) el resultado del ejercicio 2.67 concluimos
M k
2.50 — | M|X|>M|X|, k=1,2....
(2:50) (i) MIxI> il k=1
Pero la matriz
M
r(M)+e
tiene radio espectral
r(M)
— <1,
r(M)+ e
por lo que el miembro de la izquierda en (2.50) tiende a cero cuando k — o0, en
contradiccién con que segin (2.50) siempre es mayor que M|X| > 0. O

Corolario 2.19. Si M > O entonces r(M) > 0.

Demostracién. M tiene un vector propio X > O tal que r(M)X = MX > O, por
lo que (M) no puede ser nulo. O

El resultado que hemos probado es una parte del siguiente teorema, debido a
Oskar Perron.

5En principio A y el vector X podrian ser complejos. Por esa razén enunciamos el ejercicio 2.66
para nimeros reales o complejos.
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Teorema 2.20. Teorema de Perron.

Si M > O es una matriz cuadrada entonces r(M) es un valor propio de M, ker(M —
M) tiene dimensidon 1, estd generado por un vector X > O, y contiene a todos los
vectores propios de M cuyos coeficientes sean todas positivas. Ademds r(M) es mayor
que el mdodulo de cualquier otro valor propio de M.

En el ejercicio 5.17, pagina 150, proponemos al lector demostrar el teorema 2.20

Notablemente, una matriz M > 0 puede tener radio espectral nulo. Ver el ejemplo
2.26 y el ejercicio 2.61. También puede ocurrir que no haya un valor propio dominante.
Sin embargo, vale el siguiente resultado.

Teorema 2.21. Teorema de Frobenius.
Si M > 0 es una matriz cuadrada entonces r(M) es un valor propio de M que tiene
asociado un vector propio con entradas no negativas.

Los resultados sobre valores y vectores propios de matrices no negativas son muy
variados, y admiten diversas extensiones. El lector interesado puede encontrar en [3]
una exposicién amena al respecto, y muchas otras referencias.

2.4.5 Ejercicios adicionales

Ejercicio 2.68. ; Es cierto que si todas las entradas de una matriz cuadrada M tienen
médulo menor que 1 las potencias M* tienden a O?

Ejercicio 2.69. Para cada valor de A hallar el radio espectral de la matriz
A0
1 A

y calcular directamente (I — M)~! cuando exista. Hallar los valores de A que hacen
que las matrices M e (I — M)~! tengan sus entradas no negativas y comparar los
resultados con el enunciado de la proposiciéon 2.17.

Para una matriz cuadrada M definimos la matriz exponencial

(2.51) Mt = i (tiMi).

7!
i=0

La serie en (2.51) siempre converge a una matriz que es de interés para la teoria de
las ecuaciones diferenciales. Ver la monografia [5].

Ejercicio 2.70.
. )\1 D 6>\1t
1. Para la matriz D = Ay mostrar que e’ = et |-
2. Mostrar que si M = ADA™! con D diagonal entonces eM* = AePtA~!,

(0]



3. Calcular eM! para
M= {

Ejercicio 2.71. Para

encontrar e’t.

Ejercicio 2.72. Diagonalizar

sobre C y hallar eM?.
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Capitulo 3: Producto escalar

Un concepto fundamental es que dos vectores X e Y son ortogonales o perpendiculares
entre si cuando su producto escalar X -Y es nulo.

Proponemos dos pequenos ejercicios para refrescar resultados de importancia que
usaremos una y otra vez.

Ejercicio 3.1. Teorema de Pitagoras. Mostrar que dos vectores X e Y de R™ son
ortogonales entre si si y sélo si

X +YP2=|X]2+ Y

A lo largo del texto hemos usado libremente la identificacion natural entre vectores
de R™, o C™, con matrices columna n x 1, reales o complejas. El préximo ejercicio
contiene resultados fundamentales para vincular el cdlculo matricial con la estructura
geométrica que el producto escalar genera en los espacios R™ y C™.

Ejercicio 3.2.

1. Mostrar que
(3.1) X.vY=X"V.

2. Mostrar que si M es una matriz real m X n, entonces
(3.2) (MX)- Y =X-(M"Y).

(3.3) (MX)-(MY)=(MX)"MY = X"M"MY,

3. Encontrar la forma que toman (3.1), (3.2) y (3.3) para matrices y vectores
complejos.

Nota Historica 3.1. La formula del producto escalar entre vectores, tal como la
conocemos, tiene antecedentes antiguos. Ya en 1773, Joseph Louis Lagrange introdujo
su expresion componente a componente para estudiar el tetraedro en tres dimensio-
nes. La fundamental desigualdad de Cauchy-Schwarz fue descubierta para el caso de
numeros por Augustin Cauchy en 1821.

Un paso hacia la sistematizacion en forma de un producto fue la introduccion,
por el matemdtico irlandes William Rowan Hamilton, del producto de cuaterniones
en 1834. En sus formulas para los cuaterniones estdn implicitas las del producto esca-
lar y el producto vectorial de vectores de R3. Oliver Heaviside y Josiah Willard Gibbs
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impulsaron y defendieron la adopcion del producto escalar como objeto de interés en
st mismo. También la del producto vectorial, concepto que no trataremos en esta mo-
nografia. El logro de Heaviside de simplificar las ecuaciones del electromagnetismo de
Mazwell, y el tratado sobre andlisis vectorial de Gibbs fueron hitos en la clarificacion
y aceptacion de este concepto, que tiene sentido fisico y geométrico.

En esta ultima direccion, digamos que a partir de los productos escalares en R? y
en R? pueden reconstruirse, respectivamente, toda la geometria euclidiana del plano
y del espacio. Su extension (1.42) a R™ implica la generalizacidn de esta geometria
a espacios de dimension finita pero arbitrariamente alta, y a situaciones que en una
primera mirada podrian percibirse como carentes de geometria. Estas son ideas que
desarrollaremos algo mas en los capitulos 3y 4, y de las que mostraremos aplicaciones.

Se puede ir ain mds alld. En honor de David Hilbert se llama espacios de Hil-
bert a una familia de espacios de dimension infinita, en los que a través del concepto
de producto interno, una generalizacion del producto escalar, se pueden definir las
nociones de dngulo y ortogonalidad. De hecho, Buniakovsky y Schwarz descubrieron
versiones de la desigualdad de Cauchy-Schwarz para integrales, en el marco de espa-
cios de funciones. En la actualidad todos estas desigualdades son casos particulares
de un teorema general vdlido para cualquier producto interno.

El propio Hilbert utilizo estas estructuras de dimension infinita en el estudio de
ecuaciones integrales. Se aplican en muy diversos dominios, entre ellos en la forma-
lizacion de la mecdnica cudntica. Pero queddndonos en el terreno de la geometria
euclidiana del plano y el espacio, drea en cuyos fundamentos también trabajé Hilbert,
el producto escalar permite construir un modelo de la geometria en el que, dando
definiciones adecuadas, los famosos postulados de Fuclides pasan a ser teoremas.

Ejercicio 3.3. Buscar informacién sobre la construccién de modelos de la geometria
de Euclides basados en el producto escalar. En particular, sobre las nociones de espacio
afin y de espacio euclideo.

Ejercicio 3.4. Buscar informacion sobre la extension a espacios de dimensién infinita
conocida como espacios de Hilbert, sobre sus aplicaciones, y sobre el propio Hilbert y
sus contribuciones a la matematica.

En la seccién 3.1 introduciremos la importante nocién de base ortonormal y en
la 3.2 mostraremos como las bases ortonormales permiten construir proyecciones. En
la seccién 3.3 mostramos como construir bases ortonormales y la version matricial
de este procedimiento, que da lugar a la importante factorizacion QR de cualquier
matriz M. Todas estas ideas se aplican en la seccién 3.4 a la resolucién de sistemas
lineales en el sentido de la aproximacion por minimos cuadrados.
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3.1 Bases ortonormales de R"

Si e € R™ es un vector de médulo 1 entonces (X - e)e es la proyeccién ortogonal de X
sobre el subespacio generado por e.

Ejemplo 3.1. Si X = (0,1) € R? y e = (v/3/2,1/2) entonces X - e = 1/2,
(X -e)e=(V3/4,1/4), X — (X -e)e=(—/3/4,3/4).
El producto
(X — (X -e)e) - e=(V3/4,1/4) - (—V3/4,3/4) =0

indica que X — (X - e)e es ortogonal a e. Esto ocurre porque (X - e)e captura la

Ty A

(V3/2,1/2)

(V3/4,1/4)

FIGURA 3.1. Proyeccién de (0,1) sobre (v/3/2,1/2)

componente de X segun e, tal como se ilustra en la figura 3.1.

Ejercicio 3.5. Mostrar que si |e] =1y X € R" entonces X — (X - e)e es ortogonal
ae.

Ejercicio 3.6. Mostrar que A = X - e es el valor de A que minimiza |X — Ae|.
Interpretar geométricamente estos resultados. Sugerencia: para minimizar | X — Ae| es
conveniente considerar | X — Ael?.

Para proyectar sobre un vector Y cualquiera de médulo distinto de 1 construimos
un vector de médulo 1 colineal con Y,

ey =Y/|Y]
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dividiendo Y entre |Y|, procedimiento que llamamos normalizar Y. Entonces la pro-
yeccién ortogonal de X sobre el subespacio generado por Y es

XY
TY.Y
Ejercicio 3.7. Aplicar (3.4) para calcular la proyeccién de (0, 1) sobre el subespacio

generado por Y = (3, \/g) y comparar con el ejemplo 3.1. Representar el vector Y en
la figura 3.1.

(3.4) P(X) = (X -ey)ey Y.

Para obtener las componentes de X en més de una direcciéon introduciremos las
nociones de familia ortogonal y familia ortonormal.

Definicién 3.1. Diremos que una familia

Q=(Q1,Q2,...,Qr) CR"

es ortogonal si cada vector de la familia es ortogonal a todos los demas. Diremos
que la familia

O =(01,04,...,0y)

es ortonormal si es ortogonal y ademas todos los vectores en ella tienen médulo
igual a 1.

Observacion 3.1. La condicién de que una familia O sea ortonormal se expresa en
términos de la delta de Kronecker como O; - O; = ;5.

Ejemplo 3.2. La familia ((1, 1), (2,—2)) es ortogonal pero no ortonormal. Normali-
zando sus dos vectores construimos la familia ortonormal

((1/\/5, 1/v2), (1/v2, —1/\/5)) .

Ejercicio 3.8. Construir en R? una familia ortogonal con dos vectores y una con tres
vectores, tales que ambas contengan a (1,2, 3). Normalizarlas para producir familias
ortonormales.

Los vectores de una familia ortonormal estan en direcciones del espacio tan dife-
rentes entre si como pueden serlo. En particular, vale la siguiente proposicién.

Proposicion 3.2. Una familia ortonormal es linealmente independiente.

La prueba hace uso de una técnica muy 1til que mostramos en el lema 3.3: formar
productos escalares con vectores convenientemente elegidos del espacio.

Lema 3.3. 5i O = (01,0,...,0) es ortonormal y X es una combinacion lineal
k
(3.5) X => X0
i=1
entonces para i =1,...,k tenemos \; = X - O;.
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PRrRUEBA. Haciendo el producto escalar de (3.5) con O; se obtiene

k k
i=1 i=1
]
Prueba de la proposicion 3.2. Al hacer una combinacién lineal como en (3.5) que
sea igual al vector nulo y aplicar el lema 3.3 se obtiene

0=0-X;=X, i=1,....k
O

Ejercicio 3.9. ;Cudl es la condicién necesaria y suficiente para que una familia
ortogonal sea linealmente independiente?

Corolario 3.4. Una familia ortonormal O = (01, Os, ..., 0,,) formada por n vectores
de R™ es una base de R™ y para cada X € R™ se tiene

n
(3.6) X=> (X-0:)0;.

i=1
Ejemplo 3.3. La base candnica

C= (61562;"'5671)

de R™ es ortonormal. Si X = (z1,...,x,) entonces X - e; = x;, y la expresién

n
X = Z €T;€;
i=1
es la forma que para este caso toma (3.6).

3.1.1 Expresion matricial y matrices ortogonales

Si M es una matriz, en el coeficiente de la fila i y la columna j de la matriz M "M
aparece el producto escalar de la i-ésima y la j-ésima columna de M.

Ejercicio 3.10. Demostrar esta afirmacion.
Esta observacién tiene la siguiente consecuencia.

Proposicion 3.5. Sea O una matriz real n X k. Las columnas de O forman un
conjunto ortonormal en R™ si y sélo si OTO = I, la matriz identidad k x k.

Particularizandola al caso k = n obtenemos nuestra proxima proposicién.

Proposicion 3.6. Sea O una matriz real n X n. Las columnas de O forman una base
ortonormal de R™ si y sélo si OT = 071,

Ejercicio 3.11. Completar los detalles de una demostracion de la proposicion 3.6.
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Definicién 3.7. Llamaremos matriz ortogonal a una matriz cuadrada n X n tal que
su traspuesta es igual a su inversa (o, equivalentemente, a aquella cuyas columnas
forman una base ortonormal de R™).

Observacion 3.2. Consideremos una matriz cuadrada O de orden n y un vector X
cualquiera en R™. Cada uno de los coeficientes del vector OT X es el producto escalar
de una columna de O con X. Si las columnas de O forman una base ortonormal O,
entonces la férmula (3.6), la definicién del producto O(O T X) como la combinacién
lineal de las columnas de O con los coeficientes de O X y la propiedad asociativa
para el producto de matrices implican

X=00"X)=(00") X.

Por lo tanto la matriz OOT debe ser igual a la matriz identidad n x n. Esta es otra
manera de ver que la matriz formada con los vectores de una base ortonormal resulta
ser ortogonal.

Ejemplo 3.4. Un célculo directo muestra que las columnas de la matriz

1/vV2 —1/v6 1/V3
(3.7) 0= 0 2/vV6 1/V3
-1/V2 -1/V6 1/V3

forman un conjunto ortonormal. Por lo tanto son una base ortonormal de R3.

Ejercicio 3.12. Expresar cualquier vector X € R? como combinacién lineal de las co-
lumnas de O. Verificar que los coeficientes de la combinacion lineal son los coeficientes
de OTX.

Ejemplo 3.5. Ademads de las coordenadas cartesianas, es corriente trabajar en el
plano (z,y) con coordenadas polares, identificando cada punto (x,y) por su distancia
r al origen y un angulo ¢ de modo que

T =TCcosp, Y =Tseny.

Asociado con este sistema de coordenadas, para cada valor de ¢ hay una base orto-
normal (e,,e,) del plano, donde e, y e, son las columnas de la matriz

cosp —seng
sen cosp |-

En la figura 3.2 mostramos esta base. La geometria se ve con mas claridad al dibujar la

base (er, e,) en el punto del plano con coordenadas (7, ¢), por lo que hemos adoptado

esa representacién (una convencién similar se emplea en la figura 3.3). Una extensién
al espacio tridimensional R? se obtiene agregando a r y ¢ una tercera coordenada z.
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y A

€,

FIGURA 3.2. Base ortonormal (e,,e,)

Esto produce las llamadas coordenadas cilindricas que tienen asociada para cada ¢
y 6 la base ortonormal (e,, ey, e.) de R3 formada por las columnas de la matriz

cosep —senp 0
sen ¢ cosp O
0 0 1

Notar que el vector e, no es otra cosa que nuestro viejo conocido ez, de la base
candnica de R3.

En el espacio es posible usar también las coordenadas esféricas (r,p,0) que re-
presentan respectivamente la distancia a un origen O de referencia, y la longitud y la

longitud sobre una esfera de centro O y radio unidad. Las columnas (e,, e, eg) de la
matriz

cospcosf —sengp

—cos psenf
sen p cos cosp —senysent
sen 0 0 cos

son para cada valor de ¢ y @ una base ortonormal de R3, que est4 asociada con este
sistema y que hemos representado en la figura 3.3.

En este ejemplo el lector debe prestar atencién al hecho de que las mismas nota-

ciones e, y e, se usan para vectores diferentes de los vectores e, y e, asociados con
las coordenadas cilindricas.
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F1GURA 3.3. Base ortonormal (e, ey, eg)

3.1.2 Matrices ortogonales e isometrias en R"
Para una matriz ortogonal O tenemos
(3.8) (OX)-(0Y)=(0X)T(0Y)=XT0T0Y =X"Y =X .Y.
Esto implica que una matriz ortogonal mantiene los productos internos entre vectores,
y también sus médulos, ya que
|OX|* = (0X) - (0X)=X-X = |X|*.
Ademsis
0X —0Y| = |0(X —Y)| = X — Y],
por lo tanto O conserva la distancia euclidiana entre dos vectores cualesquiera X e Y
y define una isometria en R™. Los proximos dos ejercicios caracterizan las isometrias
en R”.
Ejercicio 3.13. Sea f : R"™ — R™ una isometria tal que f(O) = O.
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1. Mostrar que f preserva los productos escalares. Es decir,
fX)- f(Y)=X-Y, XY €R™

2. Sea (01,04, ...,0,) una base ortonormal de R™. Probar que
(3.9) F(X)=)_ X0 f(0).
i=1

Sugerencia: Mostrar que (f(O1), ..., f(O,)) es una base ortonormal de R™ y
hallar la expresion de f(X) en esta base.

3. Deducir de (3.9) que f es de la forma f(X) = QX, con @ una matriz orto-
gonal.

Ejercicio 3.14. Mostrar que f : R™ — R"™ es una isometria si y sélo si es de la forma
f(X) = P+ QX, donde P es un vector fijo de R™ que corresponde al valor que f
toma en O € R™, y ) es una matriz ortogonal.

Ejercicio 3.15. Describir todas las isometrias del plano R? y del espacio R que no
tienen ningtn punto fijo.

Ejercicio 3.16. Relacionar el resultado del ejercicio 3.14 con los resultados de la
geometria euclidiana acerca de las isometrias del plano y del espacio.

3.1.3 Ejercicios adicionales

Ejercicio 3.17. Mostrar que si M es una matriz m X n entonces M X queda deter-
minado para cualquier vector de R™ si se conoce MY para cualquier vector Y de R”
que tenga modulo 1.

Ejercicio 3.18. Sea O una matriz real n x n. Mostrar que las columnas de O forman
una base ortonormal de R™ si y sélo si sus filas forman una base ortonormal de R™.

Ejercicio 3.19. Verificar directamente que las filas de la matriz

1/vV2 —1/v6 1/V3
0 2/v6 1/V3
~1/vV/2 —1/v6 1/V3

con la que trabajamos en el ejemplo 3.4 forman una base ortonormal de R3.

Ejercicio 3.20. Mostrar que la igualdad
MX. .Y =X -MY.

se satisface para cualquier pareja de vectores X e Y en R” siy s6lo si M es una matriz
n X n simétrica.

Ejercicio 3.21. Mostrar que si X7 y Xo son vectores propios de una matriz simétrica
M con valores propios \; y Ao diferentes, entonces X; es ortogonal a Xs.

Ejercicio 3.22. Con M indicaremos matrices cuadradas n x n.
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1. Mostrar que M satisface
(3.10) (MX)- (MY)=X-Y, X, YeR"

si y solo si es una matriz ortogonal.

2. Mostrar que |M X| = |X| se satisface para todo X € R™ si y sélo si es cierta
(3.10).

3. Concluir que |[MX| = |X| se satisface para todo X € R" si y s6lo si M es
ortogonal.

Ejercicio 3.23. Mostrar que si (1 y Q2 son matrices ortogonales entonces también
es ortogonal su producto Q1 Q3.

Ejercicio 3.24. Sea O una base ortonormal de R". Para dos vectores X; y Xo
llamemos respectivamente Y7 e Y5 a sus coordenadas respecto a O. Mostrar que

X1-Xo=Y1-Ys, [Xq|=V1|, |Xi|=Y1].

Ejercicio 3.25. Reformular para C™ todos los resultados de esta seccién, introdu-
ciendo los cambios que sean necesarios.

3.2 Bases ortonormales y proyecciones ortogonales

Un subespacio S en R” induce una descomposiciéon de R™ en S y todo lo ortogonal
a S. Para mostrar este hecho haremos uso de la proposicién 3.8, cuya demostracion
posponemos hasta la seccién 3.3.

Proposicién 3.8. Cualquier subespacio S # {O} de R™ tiene una base ortonormal.
También recurriremos al resultado del siguiente ejercicio.

Ejercicio 3.26. Un teorema de Pitagoras generalizado. Mostrar:

=T lei

DN

1. si (Q1,...,Qk) C R™ es ortogonal entonces ‘Zle Qi

2. si (Oq,...,0k) C R™ es ortonormal entonces ‘Zle Xi0;

3.2.1 Proyecciones sobre subespacios

Nuestra proxima proposicién expresa que la proyeccién de un vector X de R™ sobre un
subespacio S se obtiene haciendo productos escalares de X con una base ortonormal
de S.

Proposicién 3.9. Sea S un subespacio de R™ y O = (01,04,...,0k) una base
ortonormal de S. Para cada X € R™ definimos

k

(3.11) PsX =) (X-0;)0:.
i=1
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Entonces X — PsX es ortogonal a cualquier vector de S. Ademds, si Y € S entonces

(3.12) X — BX|<|X-Y]|

y hay igualdad en (3.12) si y sélo si

(3.13) Y = PsX.

Demostracion. Para cada j = 1,. ..,k calculamos
k

(X = PsX)-0;=X-0; = > (X-0,)0;- 0.
i=1
Teniendo en cuenta que O; - O; = §;; resulta
(X—-PX)-0;,=X-0,—X-0;=0.

Entonces X — PsX es ortogonal a todos los vectores O;, y a todas las combinaciones
lineales de ellos, que son justamente los vectores de S.
La segunda parte estd basada en escribir un vector Y € S como Y = Y7 | \;0;.
Tenemos luego que
X-Y=X-FX+FEX-Y,

que escribimos en la forma

n

X-Y=X-PBX)+) (X-0;-X\)O0:.
i=1

Por la ortogonalidad de todos los sumandos y el ejercicio 3.26 tenemos

X =Y =X - RBXP+ ) |1X-0;— A

i=1
Concluimos inmediatamente que

(3.14) X —Y]* > |X - PsX|?,

y que hay igualdad en (3.14) siy s6losi A\;, = X - O;, i =1,... k. |

Observacién 3.3. Aunque construimos PsX usando la férmula (3.11) que depende
de una base ortonormal de S, el hecho de que X — PsX sea ortogonal a cualquier
vector de S y la propiedad de optimalidad expresada por (3.12) y (3.13) implican que
PsX es tinico y sélo depende de S y de X, pero no de la base ortonormal de S que se
emplee para construirlo. Es posible mostrar este mismo resultado usando argumentos
de ortogonalidad, tal como se muestra en el siguiente ejercicio.

Ejercicio 3.27.

1. Mostrar que si U e V son dos vectores de R™ ortogonales entre si y tales que
O=U+YV,entonces U =V = 0.
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2. Sean S un subespacio de R™ y X € R™. Mostrar que si X = Uy + V1 y
X =Uy+V;, donde Uy y Us pertenecen a Sy Vi y Vo son ortogonales a todos
los vectores de S entonces Uy = Us y Vi = Va.

3. Concluir que si S es un subespacio de R" y X € R" entonces sélo puede
existir un tnico vector PsX € S tal que V = X — Ps es ortogonal a todos los
vectores de S.

Definicién 3.10. Proyeccién ortogonal sobre un subespacio. Dados un subes-
pacio S de R™ y X € R”™ llamamos proyeccion ortogonal de X sobre S al tinico vector
PsX de S que satisface que X — PsX es ortogonal a cualquier vector de S.

Observacion 3.4. De acuerdo con la proposicién 3.9 el vector PsX es el que hace
minimo el médulo | X — Y| entre todos los Y € S. Vemos entonces que PsX aparece
como la mejor aproximacion a X por vectores de S. Esta caracterizacion de PsX bien
podria tomarse como definicién de la proyeccion.

Ejemplo 3.6. La familia
(o2~ (55
v2' Vv2) 0\ VETVE Ve
es una base ortonormal de

S= {(xl’x%xl%) ER®, 21 + a3+ 13 = O},

Para proyectar (0,0, 1) sobre este subespacio calculamos los productos internos

0,0.1) (L5.0.-%) =-%,
©.0.0- (5.5 ~Js) =~

y luego formamos la combinacion lineal

1 1 1 1 1 2 1 1 12
P ana]- = = 7707_7 Y A S =\ 5" 55 |-
00 =75 (50-75) - 5 (e w) - (5ad)
La proyeccion se ilustra en la figura 3.4. Observemos que la diferencia
1 12 1
0,0,)—|—=,—=, = | ==(1,1,1
0.0~ (~3.-3.3) =3 01D
es ortogonal a cualquier vector de S.

3.2.2 Expresion matricial de las proyecciones

La férmula (3.11) para una proyeccién admite una expresién matricial. Si O es la
matriz que tiene como columnas a los vectores O de una base ortonormal de S,
entonces O X almacena los k productos escalares X - O;. El producto

(3.15) 0(0TX)=00"X,
es justamente la combinacion lineal en el miembro de la derecha de (3.11), por lo que
(3.16) PsX =00"X.
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T3

1(0,0,1)

(-1/3,-1/3, 2/3)

)

(-1/46, 2/46, -1/{6) >

(1/42,0,-1/42)

FIGURA 3.4. Proyeccién de (0,0,1) sobre S

Ejemplo 3.7. Volvamos al subespacio S y su base ortonormal del ejemplo 3.6. A
partir de la base formamos la matriz

1/vV2 -1/v6
0= 0 2/V6
—1/v/2 —1/V6

La matriz
1 2 -1 -1
(3.17) OOT:g -1 2 -1
-1 -1 2

representa la proyeccién sobre S
Ejercicio 3.28. Hallar qué matriz es OT O, ;el resultado es el esperado?

Observacién 3.5. Cuando S = R" entonces PsX = OTOX = X y la matriz O es
cuadrada y ortogonal. Ya habiamos encontrado este resultado en la observacién 3.2,
pagina 82.
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Observacion 3.6. Aunque las bases ortonormales son convenientes para los desa-
rrollos tedricos, a la hora de calcular no es conveniente normalizar los vectores di-
vidiéndolos entre su moédulo. La razén es la siguiente: si Y es un vector cualquiera

y
Y

S
entonces
XYy XY
iy R
Vemos que el factor de normalizacién |Y| aparece elevado al cuadrado al final del
célculo, por lo que buscar la raiz de Y - Y para calcular |Y| es inutil.

(X - Oy)Oy =

Ejercicio 3.29. Mostrar que si las columnas de una matriz () son ortogonales y
forman una base de un subespacio S entonces

PX=Q(Q7Q) QX
y
(3.18) QQTQ) QT
es la matriz que realiza la proyeccién ortogonal sobre S.
Ejemplo 3.8. La familia

Q= ((1,0,-1),(-1,2,-1))

es una base ortogonal del subespacio del ejemplo 3.6. Formamos a partir de ella la
matriz

1 -1
Q=] 0 2
1 -1

Calculamos

vo-[3 2] war-[ ¥ ]

Al completar los calculos de @ (QTQ) ! QT encontramos nuevamente (3.17).
Ejercicio 3.30. Repetir los cédlculos a partir de la base ortogonal

((0,-1,1),(—2,1,1))

de S y de la base que resulta de normalizar ambos vectores. Verificar que siempre se
obtiene la misma matriz. Usarla para hallar la proyeccién de (0,0, 1). Comparar con
el calculo del ejemplo 3.6, pagina 88.

Ejercicio 3.31. Construir dos bases ortogonales diferentes del subespacio de R3
definido por la ecuacién x; — x2 + 2x3 = 0, y calcular a partir de ellas la matriz que
define la proyeccién ortogonal sobre ese subespacio.
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3.2.3 Complementos ortogonales y proyecciones
Comenzamos esta seccién con una definicién, que esperamos que el lector encuentre

bastante natural.

Definicién 3.11. Si S es un subconjunto cualquiera de R", definimos su conjunto
ortogonal S como el conjunto de los vectores de R™ que son ortogonales a cualquier
vector de S.

Ejemplo 3.9. Sea C = {(1,0,0),(0,1,0)} C R3. Su conjunto ortogonal estd formado
por todos los vectores de la forma (0,0, z), con z € R.

Ejercicio 3.32. ;Por qué?

Ejemplo 3.10. El conjunto ortogonal de R™ es {O}, donde O indica al vector nulo,
porque sélo el vector nulo es ortogonal a cualquier vector de R™. Escrito como una
férmula concisa: (R™)" = {O}. Reciprocamente, {O}+ = R".

Dado Y € R™, la condicién X - Y = 0 es equivalente a que X satisfaga una ecua-
cién lineal. Por la linealidad del producto escalar, el conjunto ortogonal a cualquier
conjunto S es un subespacio vectorial de R™.

Proposicién 3.12. Para cualquier subconjunto S de R™, su ortogonal S* es un
subespacio vectorial de R™.

Ejercicio 3.33. Probar la proposicién 3.12.

La proyeccién ortogonal de un vector X sobre un subespacio S induce una tnica

descomposicién de X como la suma de los dos vectores ortogonales
PsXeS, X-—PXeSt.

Llamando s al primero y s* al segundo, conseguimos nuestro préximo resultado.
Proposicion 3.13. Dado un subespacio S C R™, para cada X € R™ existe una unica
pareja de vectores s € S, s~ € S*, tales que
(3.19) X =545t

La descomposicién del espacio R™ descrita por (3.19) permite mostrar que si S es
un subespacio, entonces es el conjunto ortogonal de su conjunto ortogonal.
Proposicion 3.14. Sea S un subespacio vectorial de R™. Entonces
(3.20) S = s+t
Demostracién. Si X € S entonces es ortogonal a cualquier Y en S*, por definicién
de S*. Por lo tanto X € S+, lo que muestra que S ¢ S++.

Para probar St C S consideremos X € St+. Podemos descomponer X en la

forma (3.19), como
X=s+s, se8, stest
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El producto escalar de X con s— es nulo, porque X € , entonces

0:X-SL:(S—|—SL)~SL:‘SH2.

Esto implica s = O, por lo que X = s € S. O

Ejercicio 3.34. Encontrar una base de S* para

S = {(x1, 20, 23) €R3; 21 + 25 + 23 = 0},
y verificar (3.20).
3.2.4 Los cuatro subespacios

Como el producto M X de una matriz por un vector tiene como coeficientes los pro-
ductos escalares de las filas de M con el vector X, la condicién de que X esté en
el nicleo de M puede formularse como una condicién de ortogonalidad con las filas
de M, o con las columnas de M T. En esa seccién exploramos este tipo de relaciones.

Proposicion 3.15. Sea M una matriz real m x n. Entonces

1. ker M = (im(MT))*;
2. imM = (ker(MT))L;

Demostracion. El breve argumento que precede al enunciado de la proposicién es
esencialmente una prueba de la parte 1, pero daremos otra a continuacién.

Xekar(M)&MX =0 (MX)Y=0,VYeR"&X-(M'Y)=0VY eR™

El conjunto formado por todos los vectores de la forma MY, cuando Y recorre
todo R™ es im(M ). Por lo tanto,

X cker(M) & X-Z2=0YZcim(M') & X € (im(MT))".
Para probar la parte 2 observamos que la parte 1, aplicada a M implica
ker (MT) = (im(MTT))L .
Teniendo en cuenta que M T = M y tomando complementos ortogonales obtenemos
ker (MT)" = (im(M))** = im(M).

La ultima igualdad estd justificada por la proposicién 3.14. O
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3.2.5 Ejercicios adicionales

Ejercicio 3.35. Desigualdad de Bessel e igualdad de Parseval. Sea S un subes-
pacio de R™, y O = (01,03, ...,0) una base ortonormal de S. Mostrar que para
todo X € R” se tiene que
k
(3:21) SOIX -0 < |XP
i=1
y que hay igualdad en (3.21) si y sélo si X € S.

Ejercicio 3.36. Si las columnas de una matriz () forman una familia ortogonal y
linealmente independiente entonces Q(QTQ)~'Q" es la matriz de la proyeccién sobre
la imagen de Q. Investigar si puede cambiarse el orden de los factores @, (QTQ)™!
yQ'.

Ejercicio 3.37. Mostrar que una matriz cuadrada es la matriz de una proyeccion
ortogonal si y sélo es simétrica y satisface P2 = P. Sugerencia: mostrar que

X =PX + (X — PX)
induce una descomposiciéon de cualquier vector X en dos vectores ortogonales.

Ejercicio 3.38. Mostrar que P es la matriz de una proyeccién ortogonal si y sélo si
I — P también lo es, jqué relacion hay entre ambas proyecciones?

Ejercicio 3.39. Mostrar que T es una matriz ortogonal que satisface T2 = I si y
s6lo si P = (T + I)/2 representa una proyeccién ortogonal. Cuando esta condicién
se satisface, jcudl es la accién de T sobre los vectores del ntcleo y la imagen de P?
Describir T geométricamente.

Ejercicio 3.40. Si T es una matriz simétrica que satisface T2 = «?I para algin
nuimero real o, mostrar que entonces existe una base ortonormal de R™ formada por
vectores propios de 7.

Ejercicio 3.41. Mostrar que una matriz P es la matriz de una proyeccion ortogonal
sobre un subespacio de R" si y s6lo si existe una base ortonormal de R™ en la que P
queda representada por una matriz de la forma

]

donde Ij es la matriz identidad k x k, y el resto de la matriz estd formada por ceros,
jcudl es la dimensién del espacio sobre el que se estd proyectando?

Ejercicio 3.42. Mostrar que:

1. si A C B entonces B+ ¢ At;
2. el conjunto ortogonal a un conjunto X" es igual al conjunto ortogonal al subes-
pacio generado por X.

Ejercicio 3.43. Para un conjunto S C R” cualquiera, investigar qué es S*=.
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Ejercicio 3.44. Alternativa de Fredholm. Sean M una matriz m x n e Y un
vector de R™. Mostrar que necesariamente ocurre una y sélo una de las siguientes dos
posibilidades:

1. la ecuacién AX =Y tiene solucién;
2. existe una solucién de AT X = O que satisface Y T X # 0.

En la monograffa [4] se da una demostracién diferente de la alternativa de Fredholm.

Ejercicio 3.45. Sea M una matriz real n x n, simétrica.

1. Mostrar que ker(M) e im(M) son subespacios invariantes para M y ortogo-
nales entre si.

2. Generalizar la parte anterior para ker(M — AI) e im(M — AI), siendo A un
ntmero cualquiera.

3. Mostrar que la unién de una base ortogonal de ker(M — AI) con una base
ortogonal de im(M — AI) es una base ortogonal de R™.

Ejercicio 3.46. Verificar, haciendo explicitamente los calculos, que cuando A es un
valor propio de
0 1
w11

entonces ker(M — AI) e im(M — AI) son subespacios invariantes por M y ortogonales
entre si, jqué ocurre para los demas valores de A?

Ejercicio 3.47. Estudiar acerca de la ortogonalidad de los subespacios
ker(M — AI), im(M — \I),

para la matriz

y para todos los posibles valores de A € R. Comparar los resultados con los del ejercicio
anterior.

3.3 El método de Gramm-Schmidt y la descomposicién QR

Cualquier subespacio de R™ tiene bases ortonormales. Para mostrar que existen las
construiremos usando un algoritmo, el algoritmo de Gramm-Schmidt, que produce
una base ortogonal a partir de una base cualquiera. El resto es sencillo, porque para
pasar de una base ortogonal a una ortonormal basta con una sencilla normalizacion
que, como ya hemos comentado, a la hora de calcular més bien conviene no hacer (ver
la observacién 3.6, pagina 90).
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3.3.1 Ortogonalizacién de Gramm-Schmidt

Un ejemplo es ilustrativo de cémo funciona este algoritmo.

Ejemplo 3.11. A partir de la base
(3.22) A= (Aq, Ay, A3) = ((1,0,-1),(1,1,-2),(0,0,1))

de R? construiremos una base ortogonal Q@ = (Q1, Q2,Q3).
PAso 1. Escogemos Q1 = A;. A continuacién restaremos de los vectores restantes,

Ay y As, sus proyecciones sobre la direccién de ;. En la figura 3.5 mostramos a la

T3

001) p /

T,

IS (1,1, -2)

F1GURA 3.5. La base A

base A y las proyecciones de Ay y As sobre la direccién de A
Determinamos primero los coeficientes

A @r 3 A3 @1

r19 = ==, rig= = .
PTQQ 2 BT 2
Luego restamos a cada vector su proyecciéon sobre Qy:
(1,1,-2) = (1,1,-2) = r12(1,0,-1) = (—3,1,—3);
(0,0,1) = (0,0,1) — r15(1,0,—1) = (3,0,3).
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Hemos obtenido de As y de Az dos nuevos vectores que llamaremos

1 1 1 1
AV = (= 1,—=), AP =(z,0,2).
2 277 2 I 3 2a072

En la nueva familia A = (Ql7 Agl), Agl)) , el segundo y tercer vector son ortogonales

al primero, por su construccién.

PAso 2 Escogemos Q2 = A(Ql), y restamos de Agl) la componente segiin (2. En la
figura 3.6 aparece ahora A(M) y la proyeccién de (1/2,0,1/2) sobre nuestro recién
adoptado Q5. Calculamos

“\\ (1/2,0,1/2)

~
~
~

-~ /
\‘Q
~

T

(-1/2, 1,-1/2)

T ~

(1,0, -1)

FIGURA 3.6. La base A

AL Qo 1

T93 = = .
200 Qo 3

@ _(Lgly_, (1, Ly_(i111
A2 _<27072> T23< 2717 D) - 37373 .

y luego
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Observacion 3.7. Al restar de Aél) la componente segin @5 el resultado se man-
tiene ortogonal a (), porque estamos haciendo una combinacién lineal de vectores
ortogonales a Q.

Ejercicio 3.48. Verificar directamente que AgQ) es ortogonal a Q1.

Notemos también que @)1 genera el mismo subespacio de dimensién 1 que A;, y
que @1 y Q2 generan el mismo subespacio dimensién 2 que Ay y As.

Paso 3. Elegimos Q3 = A:(f). Ya no quedan mas vectores con los que trabajar, por
lo que el algoritmo se detiene aqui.
La familia

(3.23) Q=1((1,0,-1),(-1/2,1,-1/2),(1/3,1/3,1/3))
es una base ortogonal de R?. Normalizdndola se obtiene
o= (-5 () (G )
V2T V2 VETVE VB T\VBTVBTVB) )
que es ortonormal. Representamos en la figura 3.7 la familia ortogonal Q y su versién
normalizada O. Adems4s el algoritmo produce la expresién

(3.24) A1 =Q1, A =7112Q1 +Q2, Az =r13Q3 +r230Q2 + Qs,

de los vectores de la base A como combinaciones lineales de los vectores de Q.

Ejercicio 3.49. Verificar las férmulas (3.24) haciendo los célculos.
Seguramente el lector podra adaptar el procedimiento a nuevas situaciones.

Ejercicio 3.50. A partir de las bases
((17 17 17 1)’ (17 17 17 O)’ (17 17 O? O)’ (17 07 O? 0))
y
((1705070)7(1717070)’ (1,17170)’ (171717 )7)
de R* construir bases ortonormales aplicando el método de Gramm-Schmidt. En cada

caso escribir los vectores de la base original como combinaciones lineales de las nuevas
bases.

Ejercicio 3.51. El subespacio S formado por los vectores de R? que satisfacen la
ecuacion ry + ro + x3 = 1 tiene a
A=((1,0,-1),(1,1,-2))
como una de sus bases. Construir una base ortonormal de S a partir de A.
El procedimiento puede generalizarse para aplicarse a una familia linealmente

independiente cualquiera A = (A1, As, ..., Ag) formada por k vectores de R", como
el siguiente algoritmo de ortogonalizacion:

1. inicializamos el proceso definiendo 00 = A.
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(Of}
Qi
FicurA 3.7. Las bases Q y O.
2. Para k =1,...,n — 1 actualizamos la familia Q=1 por las reglas
{Q?—Qf‘l, 1<j=<k,
(k) _ k-1 QYQf k .
Qj _Qj - (JQEQQ Qi k+1<j<n.

Proposicion 3.16. Cuando el algoritmo de ortogonalizacion se aplica a una fami-
lia A linealmente independiente produce una familia ortogonal Q = o=1) con las
siguientes propiedades:

1. todos los vectores de Q son mo nulos;
2. A1 =Q1, yparal < j <n se tiene que

7j—1
(3.25) Aj=Qi+ Y Qs
i—1
con
A; - OQ; o
3.26 Ty = = , 1 <i<y.
(3.26) TQiQ; J
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3. parak =1,...,n, los primeros k vectores de Q forman una base del subespacio
generado por los primeros k vectores de A.

La demostracién de esta proposicién es inductiva sobre el nimero de vectores en
la familia.

Ejercicio 3.52. Demostrar la proposicién 3.16 (si el lector necesita inspiracién sobre
argumentos inductivos puede consultar la monografia [13]).

Ejercicio 3.53. Investigar qué ocurre cuando el algoritmo de Gramm-Schmidt se
aplica a una familia que no es linealmente independiente.

Ahora estamos en condiciones de demostrar que cualquier subespacio S de R™, dis-
tinto del subespacio trivial {O}, tiene bases ortonormales (proposicién 3.8, pagina 86).

Demostracion de la proposicion 3.8. Aplicando el algoritmo de Gramm-Schmidt
a una base cualquiera de S se obtiene una base ortogonal, que produce una base
ortonormal luego de ser normalizada. |

3.3.2 Descomposiciéon QR y sistemas lineales

Cualquier matriz M puede factorizarse como el producto QR de una matriz @ cuyas
columnas forman una familia ortogonal, y una matriz R cuadrada, triangular superior.
Esta descomposicion QR no es otra cosa que la expresion matricial del método de
Gramm-Schmidt. Su sentido geométrico explica muchas de sus propiedades y el interés
que tiene para algunas aplicaciones.

Ejemplo 3.12. Las matrices

1 10 1 -1/2 1/3
A=| 0 10|, Q=1 0 1 1/3
-1 -2 1 -1 —1/2 1/3

tienen, respectivamente, como columnas a los vectores de las bases A en (3.22), y Q
en (3.23), del ejemplo 3.11. Introduciendo la matriz

1 12 T13 1 3/2 —1/2
R = 1 T23 = 1 —1/3
1 1

las férmulas (3.24) que permiten expresar las columnas de A como combinaciones
lineales de las columnas de @) se escriben matricialmente como A = QR.

El resultado del ejemplo anterior es general.

Proposicion 3.17. Descomposicion QR. Sea M una matriz n X k cuyas columnas
son linealmente independientes. Entonces existe una matriz R triangular superior,
k x k, con unos en su diagonal, y una matriz Q n X k, cuyas columnas forman una
familia ortogonal en R™, tales que

(3.27) M = QR.
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La factorizacién (3.27) de una matriz M como el producto QR recibe el nombre
de descomposicion QR de M.

Ejercicio 3.54. Completar los detalles de la demostraciéon de la existencia de la
descomposicion QR. Investigar acerca de la unicidad de tal descomposicién. Extender
los resultados al caso en que las columnas de M no sean linealmente independientes.

Ejercicio 3.55. Mostrar que si las columnas de M son linealmente independientes
la matriz Q en la descomposicién QR de M es tal que Q' Q es invertible.

Observacion 3.8. Para hallar la descomposicién QR de M no es necesario aplicar el
algoritmo de Gramm-Schmidt y luego escribir matricialmente los resultados. Si se va
escribiendo el algoritmo en forma matricial desde un principio se obtiene directamente
la factorizacion QR. Ver el ejemplo 3.13.

Tgual que el método de eliminacién gaussiana, la descomposicion QR permite
reducir a un sistema triangular cualquier sistema lineal de ecuaciones M X =Y. Si
M = QR podemos escribir el sistema en la forma

QRX =Y.
Multiplicando a la izquierda por QT obtenemos
(3.28) Q"QRX =Q'Y.

Cuando las columnas de @ son linealmente independientes la matriz Q' Q es invertible
(ver el ejercicio 3.55, por lo que (3.28) resulta entonces equivalente al sistema

(3.29) RX = (Q7Q) QY.

La matriz R es triangular con unos en la diagonal, de modo que (3.29) este nuevo

sistema tiene solucién unica y ésta, es facil de encontrar.

Observacién 3.9. El vector Z = (QTQ)™'QTY y las columnas de R son respecti-
vamente las coordenadas de Y y de las columnas de M respecto a la base de im(M)
formada por las columnas de Q.

Ejercicio 3.56. La ecuacién 3.29 es la expresiéon de M X =Y en coordenadas refe-
ridas a la base formada por las columnas de Q. Justificar esta afirmacién.

Veamos todo esto funcionando en un ejemplo, en el que implementaremos la idea
de que todas las matrices pueden ir calculdndose a medida que avanza el proceso de
escalerizacién.

Ejemplo 3.13. El sistema M X =Y que se representa por la matriz ampliada

1 3] 4
MY]=| -3 1[-2
2 —4| -2

tiene como tnica solucién X = (1,1). Llamemos M; y M> a las columnas de M.
Para resolverlo calculando QR en el primer paso fijamos Q1 = M; y buscamos las
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componentes de Ms e Y segun (1, con los que comenzamos a armar la matriz R,
ampliada por una columna en la que aparecerd Z = (QTQ)~'QTY:

3
7 .
%)

Estos coeficientes permiten restar de M; e Y sus proyecciones sobre (1. Al hacerlo
actualizamos la matriz [M|Y] a

4
(3.30) [ o1

1 B B
7
(3.31) -3 -2|-2
5 2| 2
7 7

Notar que las columnas segunda y tercera de (3.31) son ortogonales a la primera.
Actualizamos (3.30) calculando el coeficiente de la tercera columna de (3.31) respecto
a la segunda, para obtener

3

7 .

]

La solucién del sistema RX = Z en (3.32) es, efectivamente, X = (1,1). Todavia
podemos actualizar (3.31) con el dltimo coeficiente que hemos calculado. El resultado
es

(3.32) [ L _%

1 0
-3 —210
2 0

~[8 416

Ejercicio 3.57. ;Qué significado tiene esta tercera columna de ceros?

Ejercicio 3.58. Identificar la descomposicién QR de M, y usarla junto con la férmu-
la (3.29) para hallar el sistema RX = Z que corresponde a este ejemplo.

Ejercicio 3.59. Resolver usando el algoritmo de la descomposicién QR el sistema

1 1 0 2
MY]=| 0o 1 0| 1
-1 -2 1] -2

Ejercicio 3.60. El sistema representado por la matriz ampliada

1 3| 4,1
-3 1|-1,9
2 —4]-1,9

es incompatible. Pero al resolverlo usando QR se obtiene la solucién X = (1,1). ;Cudl
es la explicacién? Volveremos sobre este problema en la seccién 3.4.3.

Ejercicio 3.61. ;Qué ocurre al utilizar el método basado en QR para resolver un
sistema compatible de ecuaciones M X =Y cuando las columnas de M no son lineal-
mente independientes?
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Ejercicio 3.62. Investigar en la literatura qué ventajas y desventajas tiene el al-
goritmo de resolucién de sistemas usando QR con respecto al algoritmo clasico de
eliminacién gaussiana, jcudl de ellos considera mas facil de implementar?

3.4 Minimos cuadrados

Un sistema lineal M X =Y puede no tener solucion, es lo que llamamos un sistema
incompatible. El método de minimos cuadrados transforma MX = Y en un siste-
ma aproximado MX = Y que siempre tiene solucién. Este procedimiento, que en
principio puede parecer arbitrario, tiene significado en diversos campos del andlisis
de datos: ajuste de modelos a observaciones experimentales, recuperacion de senales
contaminadas por ruido, problemas de inteligencia artificial, etcétera. No discutiremos
aqui los detalles ni las referencias historicas, que son apasionantes, ni profundizaremos
en su justificacién, pero remitimos al lector a [15, 10] para mayor informacién.

3.4.1 Proyecciones sobre la imagen de M
Dada una matriz M de tamano m x n, los vectores Y que hacen compatible
(3.33) MX =Y

son justamente jlos que pueden escribirse en la forma M X! Cuando el sistema es
incompatible, el método de minimos cuadrados propone considerar en vez del vector Y
a su mejor aproximacién (en el sentido del médulo || - || en R™) por vectores de la
forma M X. El conjunto de todos estos vectores no es otra cosa que la imagen im(M)
de la matriz M. Por lo tanto, este método nos lleva a resolver el sistema compatible

(3.34) MX = P,
donde Py,(a)Y es la proyeccién ortogonal de Y sobre im(M).

Ejemplo 3.14. El sistema M X =Y con matriz ampliada

1 3] 4,1
-3 1]-1,9
2 —4|-1,9

es incompatible. La proyeccién ortogonal de Y sobre im(M) es (4,—2 — 2).
Ejercicio 3.63. Completar los detalles de este célculo.

Resolvemos entonces el sistema compatible

1 3 4
-3 1| -2
2 -4 -2

que tiene solucién X = (1,1).
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Observacién 3.10. Si las columnas de M no son linealmente independientes el sis-
tema (3.34) es indeterminado. En la mayor parte de las aplicaciones del método el
numero m de ecuaciones es mucho mayor que el de incégnitas n, y la matriz M es
m X n y tiene sus columnas linealmente independientes. Por lo tanto, su rango es n.
En lo sucesivo nos concentraremos en este caso.

Si M es una matriz m x n de rango n el sistema (3.34) es compatible y deter-
minado. Su solucién X es lo que llamaremos la solucion de M X =Y por minimos
cuadrados.

Observacion 3.11. Cuando un sistema M X =Y es compatible el vector Y estd en
im(M). Por lo tanto Y = Py, a)Y y el sistema (3.34) no es otra cosa que el mismo
sistema original (3.33). Lo que implica que la solucién de minimos cuadrados es una
generalizacion de la nocién de solucién de un sistema lineal.

La solucién de M X =Y en el sentido de minimos cuadrados es el vector X € R"
que hace minimo |[MX — Y. Esta es una caracterizacién variacional de X, porque
cualquier variacién respecto a la solucién hace crecer |MX — Y.

Observemos que X también minimiza |[M X — Y|?, lo que justifica el nombre del
método.

3.4.2 Ecuaciones normales

Las relaciones entre los cuatro subespacios asociados a una matriz M, permiten derivar
un sencillo conjunto de ecuaciones para hallar la solucién de minimos cuadrados del
sistema M X =Y.

Buscamos un vector X tal que vector M X = P,,,(M)Y, por lo tanto, debe satis-
facer

Y — MX €im(M)* =ker (M),
lo que implica
MT(MX -Y)=0.

Desarrollando obtenemos el sistema
(3.35) MTMX =M"Y.
Este sistema lineal de ecuaciones recibe el nombre de ecuaciones normales.

Ejercicio 3.64. Mostrar que si M es mxn y de rango n la matriz M " M es cuadrada
e invertible.

Por el ejercicio 3.64, si M tiene rango n entonces (3.35) tiene una tnica solucién,
que ademas admite la expresiéon matricial

(3.36) X=(M"M)" MY,
Ejemplo 3.15. Para la matriz M y el vector Y del ejemplo 3.14 tenemos

v [ 14 -8 T [ 6
MM_[S 26], AY_[lgl
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Las ecuaciones normales son el sistema
14 —-8| 6
-8 26|18 |’
en cuya solucién X = (1, 1) reencontramos el resultado del ejemplo 3.14.

La férmula (3.36) para la solucién X del sistema MX = Py, )Y implica que
para todo Y en R" se tiene

Tan~La,T
(3.37) M(MTM)" MTY = PuonY.
Por lo tanto, cuando M es m X n y de rango n
(3.38) M(MTM) MT

es la matriz de la proyeccién ortogonal sobre la imagen de M.
Ejercicio 3.65. Verficarlo para la matriz M de los ejemplos 3.14 y 3.15.

Observacién 3.12. Seudoinversa. Cuando las columnas de M son linealmente

independientes la matriz

1

Mt=(M"M) MT

recibe el nombre de seudoinversa de M.

Ejercicio 3.66. Mostrar que MM = 1.

Volveremos sobre esta nocién cuando en la seccién 4.3 discutamos algunas apli-
caciones de la descomposicién en valores singulares. Ver los ejercicios 4.51 y 4.52 en
la pagina 139.

Observacién 3.13. Formar las ecuaciones normales no es un método conveniente
para resolver problemas de minimos cuadrados. Una de las razones es que este pro-
cedimiento aumenta el nimero de condicién del problema, que es una medida de la
sensibilidad a los errores en los datos. Como los datos de un problema real siempre
se adquieren con errores, y la resolucién numérica siempre introduce problemas de
redondeo, esta cuestiéon no puede obviarse. Para més detalles, el lector puede consul-
tar [15].

3.4.3 Minimos cuadrados y descomposicién QR

La descomposicion QR provee un método de resolucién de problemas de minimos
cuadrados. Al emplear la descomposicion M = QR el sistema M X =Y se reduce a

(3.39) RX=(QTQ) ' Q"Y,
(ver (3.29), pagina 100), cuya solucién satisface
MX=QRX=Q(QTQ) ' QY.

El miembro de la derecha es la proyeccién ortogonal de Y sobre im(Q) = im(M). En
conclusion, cuando el sistema MX = Y es incompatible su soluciéon por el método

104



OMAR GIL

QR es justamente la solucién en el sentido de minimos cuadrados. Esta observacién
explica el resultado del ejercicio 3.60, pagina 101. Lo veremos en el préximo ejemplo.

Ejemplo 3.16. Aplicaremos el método QR al sistema

1 3] 2,1
-3 1| 1,1
2 —4]-29

de los ejemplos 3.14 y 3.15. En el primer paso conseguimos los coeficientes para
calcular la primera fila de la matriz ampliada del sistema (3.39):

1 —4/713/7
" HEARA)
La entrada 2o todavia es desconocida, porque representa a la componente de Y segin
la segunda columna de @, que atn no ha sido calculada. Actualizamos el cdlculo de @
como

1 25/7| 257/70
(3.41) -3 —5/7| —43/70
2 —20/7 | —193/70

Determinamos ahora zg y completamos (3.40):

il

Resolviendo este sistema podemos encontrar que X = (1, 1) es la solucién del proble-
ma de minimos cuadrados. La actualizacién de (3.41) restando de la tercera columna
su componente segin la segunda arroja

1 25/7 | 1/10
(3.42) -3 —=5/7|1/10
2 —=20/7|1/10
En la tercera columna aparece la diferencia Y — M X, el vector ortogonal a las columnas

de M que es la diferencia entre Y y su mejor aproximacién por vectores en la imagen
de M.

Cuando el sistema MX = Y se resuelve por minimos cuadrados su solucién
satisface M X = P,(a)Y . Por lo tanto
(3.43) Y - MX =Y — PyuynY € im(M)*.

A este vector se le llama el residuo de la solucidn. .

Ejercicio 3.67. Usar el método de la descomposicién QR para hallar la solucién de
minimos cuadrados y su residuo para el sistema

4 -3 6
0 —5|—-4
1 -2| -4
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3.4.4 Ejercicios adicionales

Ejercicio 3.68. Supongamos que dos variables z e y estan relacionadas por una
relacion lineal del tipo y = max, donde m es una constante, y que disponemos de un
conjunto de observaciones
(mi,yi), i=1,...,n,

de las variables x e y, con el que pretendemos averiguar el valor de m. Encontrarlo
de dos maneras diferentes:

1. resolviendo el sistema lineal mX =Y, con n ecuaciones e incégnita m, en el

sentido de minimos cuadrados;
2. empleando técnicas de calculo para minimizar en m la expresién

m

Z (yi — ml'i)Q-

i=1

Ejercicio 3.69. Mostrar que la media aritmética & = % >, x; puede interpretarse
como la solucién en el sentido de minimos cuadrados de una ecuacién

rl =X,
donde X es el vector que contiene los n datos x;, y 1 es un vector de n unos.

Ejercicio 3.70. Investigar qué ocurre si en los problemas de ajuste de una recta,
ejercicio 3.68, y de hallar un niimero T que indique la tendencia de un conjunto de
datos z;, ejercicio 3.69, se modifica el criterio de aproximacién a uno basado en || - |1
en vez de | - |. Es decir, en el primer caso buscamos m que minimice |mX — Y1, y
en el segundo Z que minimice [|z1 — X||.

Si M es una matriz real m X n de rango n, se puede mostrar directamente que la
matriz

(3.44) P=M(M M)
es la matriz de una proyeccién ortogonal.

Ejercicio 3.71. Sea M una matriz m x n de rango n, Mostrar que P en (3.44) es
una matriz simétrica que satisface

P? = P, im(P) = im(M), im(P) = ker(P)*.

Concluir que P es la proyeccién ortogonal sobre la imagen de M.
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Capitulo 4: Teorema espectral y descomposiciéon
en valores singulares

En este capitulo presentamos dos resultados importantes, con enorme contenido geo-
métrico: el teorema espectral para matrices simétricas y la descomposicion en valores
singulares, valida para matrices cualesquiera. Ambos aportan descripciones acerca
de cémo actian las matrices al transformar vectores, pueden representarse también
como teoremas de factorizacion de matrices, y tienen gran cantidad de aplicaciones
y miultiples extensiones.

4.1 Teorema espectral para matrices simétricas

El principal objetivo de esta seccién es demostrar el siguiente teorema.

Teorema 4.1. Teorema espectral.
Sea M una matriz real n X n. Entonces M es simétrica si y sélo si existe una base
ortonormal de R™ formada por vectores propios de M .

En la seccién 4.1.2 aplicaremos el teorema 4.1 a las formas cuadraticas. Luego
mostraremos una extension a matrices normales, que usaremos en la seccién 4.1.4
para estudiar las isometrias de R™. Pero el Teorema Espectral tiene muchas mas
aplicaciones, en los dominios mas variados.

4.1.1 Prueba del teorema espectral para matrices simétricas

Para una matriz M la existencia de una base de vectores propios es equivalente a la
existencia de una factorizacion M = ADA~!, con D diagonal (teorema 2.7, pagina 56).
Cuando las bases son ortonormales este resultado puede refinarse.

Lema 4.2. Sea M una matriz real n X n. Son equivalentes

1. existe una base ortonormal formada por vectores propios de M ;
2. existen una matriz ortogonal Q y una diagonal D tales que M = QDQT.
Ejercicio 4.1. Demostrar el lema 4.2. Extender el resultado para matrices complejas.

Ejercicio 4.2. Mostrar que si M es una matriz real n x n y R™ tiene una base
ortonormal formada por vectores propios de M entonces M es simétrica.

El ejercicio 4.2 demuestra una de las implicaciones en el enunciado del teorema 4.1.
La otra requiere algo mas de trabajo.
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Lema 4.3. Una matriz simétrica M tiene un valor propio real.

Demostracion. La matriz M tiene un valor propio complejo A (lema 2.2, pagina 52),
por lo tanto existe un vector propio Z € C™ asociado a A\. Como M es simétrica

(4.1) MZ-Z=2-M'Z=2-MZ.
Por otra parte, simplemente invirtiendo el orden en el producto escalar, tenemos
(4.2) MZ-Z=7Z -MZ.

Combinando (4.1) y (4.2) concluimos que MZ - Z es un numero real. Formando el
producto escalar de M Z = AZ con Z obtenemos
MZ-Z=)\Z-7Z=\Z
Como |Z|? es no nulo resulta que
- MZ-Z

- zp

es real, por ser el cociente de dos reales. O

Demostracion del teorema 4.1 La demostracion es inductiva sobre n. Para ma-
trices 1 x 1 el resultado es trivialmente cierto. Supongamos entonces demostrado el
teorema para matrices k X k, para cualquier valor de k <n — 1.

Sabemos que M tiene un valor propio real A. Si ker(M — A\I) es todo R™ entonces
M = Al y es una matriz diagonal. En caso contrario

dim(ker(M — X)) =k <n,

ker(M — AI)* =im (M — XI)T) = im(M — \I),
es un subespacio no trivial, invariante para M. Si O; y Oz son bases ortonormales de
ker(M — AI) y de im(M — AI) respectivamente, entonces O = Oy U Oy es una base
ortonormal de R™ (ver el ejercicio 3.45, pdgina 94). Si O es la matriz ortogonal cuyas
columnas son los vectores en O entonces

(4.3) M=0 { Meo ]OT,

donde I, es la matriz identidad k x k y N es una matriz simétrica (n — k) X (n — k).
Por la hipétesis inductiva

N = QlDlQL
con @ ortogonal y D diagonal, ambas (n — k) x (n — k).

Las matrices
I >\Ik
= D:
@[ o] o= b
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son respectivamente una matriz ortogonal y una matriz diagonal que satisfacen
Al
(4.4) [ "y } = Q2DQ; .
Combinando (4.3) y (4.4) obtenemos
M = 0QyDQ,0" = 0Q>,D(0Q,)".
Esta factorizacién de M completa la demostracion. O

Ejercicio 4.3. Justificar por qué la matriz N en (4.3) es simétrica.

Ejemplo 4.1. Consideremos

25 —15
M = { —-15 25 ] '
Los valores propios de M son 40, con un subespacio propio generado por (1,—1)
y 10, cuyo subespacio asociado estd generado por (1,1). Una base ortonormal que

diagonaliza esta matriz es

() ()

En correspondencia con esto, las matrices

(4.5) D:{4O 10}7 U—

S-S
S-S

factorizan M como M = UDUT.

Ejercicio 4.4. Hallar una base ortonormal que diagonalice a
0 1
-0 1]
4.1.2 Formas cuadraticas y conicas

Una forma cuadratica en R™ es un polinomio homogéneo de segundo grado en las
variables x1, s, ..., Ty,.

Ejemplo 4.2. La funcién ¢ : R> — R definida para cada X = (x1,z2) por la férmula
(4.6) ©(X) = 2527 — 30z w2 + 253
es un ejemplo de forma cuadratica.

En general, una forma cuadratica es una suma de productos x;x;, multiplicados
por coeficientes a;;. Por esta razén, cualquier forma cuadrética ¢ definida en R™ puede
expresarse para cada X € R" en la forma

(4.7) o(X)=XTMX,
donde M es una matriz simétrica.
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Ejemplo 4.3. La forma cuadratica del ejemplo 4.2 puede escribirse como

-
o I 25 —15 I

‘P(X)[@} {—15 25][952}
Observemos que la matriz que aparecié es la del ejemplo 4.1

Ejercicio 4.5. Hallar matrices que permitan escribir las formas cuadraticas
1. 2% + 22129 + 323,
2. 22 — 2179 + 73,
2 2
3. 221 — 172 + 75,

en la forma (4.7).

Las formas cuadraticas aparecen en diversos dominios de la matemdtica y otras
ciencias. Una de sus aplicaciones mas importantes es el estudio de puntos criticos
de funciones de varias variables. En este problema, como en muchos otros, interesa
especialmente determinar el signo de los valores de la funcién ¢. Este problema es
sencillo de resolver, si se conoce una diagonalizacién de M en la forma M = UDU T,
con D diagonal y U ortogonal. Se tiene

n
(4.8) Pp(X)=X"MX=X"UDU'X =Y'DY =) \y?,
i=1
donde[y1, ¥, - . . ,yn]T =Y =U" X, no es otra cosa que las coordenadas de X respecto
a la base formada por las columnas de U y los nimeros \; son los valores propios
de M. Entonces los signos de los valores propios de M determinan los posibles signos

de ¢(X).

Ejemplo 4.4. Usando la diagonalizacion de la matriz M en el ejemplo 4.1, la igual-
dad (4.8) adopta para (4.6) la forma

(4.9) o(X) = 40 (xl\};zy +10 (xl\}}@)? ,

que revela p(X) > 0 siempre que X # O, porque los dos valores propios de M son
positivos.

Ejercicio 4.6. Desarrollar (4.9) y verificar que se recupera (4.6).

Ejercicio 4.7. Estudiar en el plano (z1,z2) el signo de las formas cuadréticas aso-
ciadas con las siguientes matrices.

sl A [

Este tipo de técnicas permite reconocer conjuntos del plano caracterizados por
ecuaciones cuadraticas, entre los que se encuentran las cénicas: elipses, pardbolas e
hipérbolas.
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Ejemplo 4.5. Consideremos el conjunto del plano formado por las parejas (z1,z2)
que satisfacen la ecuacion

(4.10) 2522 — 30z 29 4 2522 — 90z + 7024 + 84 = 0.
Se trata de la elipse en la figura 4.1. A continuacién consideraremos una estrategia
general para reconocer este tipo de figuras.
La ecuacién (4.10) puede escribirse en la forma
(4.11) X"MX+XTA+c=0,

con

25 —15 -90
e B E] as[ 8] s

La ecuacién (4.11) se simplifica introduciendo las coordenadas Y = UT X que dia-
gonalizan M, operacién que corresponde a un giro de ejes en el plano. El resultado
es

(4.12) Y'DY +Y'U A+ c¢=0,
Ejemplo 4.6. Para los valores numéricos del ejemplo (4.10) la matriz M es una vieja

conocida, y el cambio de base que la diagonaliza estd definido por la matriz U en (4.5).
Las lineas punteadas en la figura 4.1 corresponden a los ejes coordenados (y1,y2) del

04 [ _
-0,2 |

0.4 ]
-0,6 t 4
-0,8 | 4
L i
12 F .

) 1 1 - 1

-0,5 0 0,5 1 1,5 2

FIGURA 4.1. La elipse definida por (4.10)

sistema ortogonal de coordenadas definido por las columnas de U. Para este ejemplo
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concreto la ecuacién (4.12) toma la forma

YT{ZLO 10}Y—§”{?8£}+84:0,

y describe a la elipse en el sistema de coordenadas Y. La representacién de la elipse
en este nuevo sistema de coordenadas aparece en la figura 4.2.

Buscaremos deshacernos del término lineal por medio de una traslaciéon del origen
de coordenadas. Esto es equivalente a introducir una nueva coordenada

Z=Y -Y,.
Por lo tanto Y = Z + Yj. Al substituir, (4.12) se transforma en
(Z+Y)'D(Z+Yo)+(Z+Yy) U A+ c=0.

Desarrollamos los calculos y obtenemos

Z'DZ+Z" (2DYo+UTA) + Y, DYy + Y UTA+c=0.
Para eliminar el término lineal buscamos Yy tal que
(4.13) 2DY, +U"A = 0.
Si podemos resolver (4.13), la ecuacién (4.11) finalmente toma la forma
(4.14) Z'DZ+d =0,
donde d es la constante

d=Y, DYy +Y, /U A +ec.

Ejemplo 4.7. Para el ejemplo (4.10) la solucién de (4.13) es Yy = (v/2,1/v/2), y la
forma (4.14) es

(4.15) Z'DZ -1=0.

La variable Z es s6lo una traslacién de la Y. Los nuevos ejes de coordenadas (21, 22)
son los que aparecen con lineas punteadas en la figura 4.2. Al escribir (4.15) haciendo
aparecer explicitamente las variables z; y zo obtenemos

4027 +10235 = 1.

Reconocemos en esta férmula la ecuacién de una elipse centrada en (0, 0), con semiejes

de longitud 1/\/@ y 1/\/ﬁ

En resumen, el procedimiento adoptado consiste en girar los ejes de coordenadas
para alinearlos con los vectores propios de la matriz M (esto hace desaparecer todos
los términos de segundo orden que no son cuadraticos), y luego hacer una traslacién
que absorba los términos lineales. Esto 1ltimo no siempre se consigue, porque la
ecuacién (4.13) puede no tener solucién, pero en ese caso la traslacién de ejes puede
usarse para hacer desaparecer el término independiente.
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1,2

0,6

—
N

0,4t

-0,2+ 4

02 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18

F1GURA 4.2. La elipse definida por (4.10) vista en los ejes (y1, y2)

Ejemplo 4.8. Para la ecuacién
z%+2m1x2+xg —4xy — 5y +4 =0
la forma (4.12) es
2 9/V?2
T T _
(4.16) Y[ O]Y Y{l/ﬁ}+4 0,
que en coordenadas (y1,y2) toma el aspecto

9 1
29%*\ﬁy1*\ﬁy2+4:0‘

Ejercicio 4.8. Completar los detalles del célculo.

(4.17)

En este caso la ecuacién (4.13) no tiene solucién. Pero podemos absorber el
término de (4.17) que es lineal en y; completando el cuadrado en y;. Obtenemos

2
9 81 1
2y ———) — = ——y+4=0.
(yl 4@) 16 2”7

Un poco méas de manipulaciéon transforma esta ecuacién en

2<y19>21(y2+17> 0
42 V2 8v2
Escogiendo nuevas variables
9 17
RN A VoY
113



lo que equivale a trasladar el origen de coordenadas sin girar los ejes. La ecuacién
final, en las nuevas variables Z = (z1,t2) es

Zg = 2\/52%,

que corresponde a una parabola. En el primer esquemas de la figura 4.3 aparece la

2,5F 1|
2t 0,5}
1,5} 0
1+ 05
0,5k 1t
0= 1,5
05 0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25

FIGURA 4.3. La parabola definida por (4.10), y los ejes correspon-
dientes a los distintos sistemas de coordenadas usados para su reco-
nocimiento.

pardbola en el plano (z1,z2) y, en trazo punteado, los ejes que corresponden a las
variables (y1,y2). En el segundo ya hemos girado los ejes para representar la pardbola
en el plano (y1,y2), y se indican los ejes que corresponden a las coordenadas (z1, 22).

Ejercicio 4.9. Reconocer las figuras planas definidas por las ecuaciones:
1. x% + 22129 + 6x% + 8xo + 2 =0;
2. 22 — 23179 + 23 + 611 + 1 = 0;
3. Qm%—xlxg—x%—i—%vl +x9+3=0.

Describir los movimientos de sistemas de coordenadas empleados en el reconocimiento.

Ejercicio 4.10. Extender los procedimientos de reconocimiento de cénicas en el plano
al reconocimiento de cuddricas (superficies definidas por ecuaciones cuadréticas) en
el espacio.

Otro problema interesante es determinar los valores maximo y minimo que sobre
S"~1 puede alcanzar una forma cuadrética.

Proposicién 4.4. Sea ¢ : R" — R la forma cuadrdtica en R™ definida por la matriz
simétrica M y la formula o(X) = X TMX. Sean A\; > \y--- > A, los valores pro-
pios de M, ordenados en forma decreciente. Entonces ¢ alcanza sobre S"~' un valor
maximo igual a A1, y un minimo igual a Ay, .
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Demostracién. Escribamos ¢(X) en la forma (4.8). El vector Y = U'TX tiene
médulo 1. Entonces

n n
(X)) =D Ayl <D My = A,
i=1 i=1
Ademés A1 = p(U), donde U; es la primera columna de U.

Ejercicio 4.11. Completar la demostracién probando los resultados para el valor
minimo. g

Corolario 4.5. Sea M una matriz m xn. Entonces el mddulo |M X| alcanza un valor
mdzimo sobre S™', que es igual a \/X{, donde A\; > 0 es el valor propio de MM
con mayor maodulo.

Demostracién. Que el médulo |MX| alcance su valor maximo es equivalente a que
(4.18) IMX|>=(MX)-MX =(MX)"MX =X"M"MX.

alcance su maximo. Como (4.18) es una forma cuadritica con matriz simétrica M " M
su valor méaximo sobre S™! es igual a A;, que no puede ser negativo porque es el

cuadrado del médulo de un vector. El maximo de |MX| es entonces v/A;. |
Observacién 4.1. El corolario implica que la norma || - || para las matrices que in-

trodujimos en la seccién 1.3.4 estd correctamente definida, y ademés da una expresién
para su valor.

Ejemplo 4.9. Los valores maximo y minimo de la forma cuadratica (4.6) sobre S*

son 40 y 10. Se alcanzan en +(1/v/2, —1/v2) y £(1/v2,1/v/2).

Ejercicio 4.12. Hallar los valores maximo y minimo sobre S* de las formas cuadrati-
cas del ejercicio 4.7. Encontrar también el maximo y el minimo sobre la circunferencia
de centro O y radio 2.

4.1.3 Teorema espectral para matrices normales

En esta seccion presentamos una versién del teorema espectral para matrices comple-
jas y damos las pautas para una demostraciéon. En la seccién 4.1.4 lo aplicaremos al
estudio de las matrices ortogonales reales, cuya estructura puede elucidarse comple-
tamente a partir de su diagonalizacién sobre C.

Definicién 4.6. Matrices normales. Llamaremos matrices normales a las matrices
complejas cuadradas M que conmutan con su traspuesta conjugada M | en el sentido

de que se satisface la igualdad M M =M M.

Teorema 4.7. Teorema espectral para matrices normales.
Una matriz compleja M es normal, si y solo si existe una base ortonormal de C"
formada por vectores propios de M .
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Ejercicio 4.13.

1. Mostrar que si una matriz compleja se diagonaliza en una base ortonormal
de C™ entonces es normal.

2. Mostrar que si las matrices M y N conmutan entonces im(M) y ker(M) son
subespacios invariantes para N.

3. Mostrar que si un subespacio S es invariante para M, su complemento orto-
gonal S* es invariante para M

4. Completar la demostracién del teorema 4.7. Sugerencia: adoptar la demos-
tracién del teorema 4.1.

Ejemplo 4.10. La matriz

e[V )

es una matriz ortogonal que satisface MM T = M "M = I. Como es una matriz real
vl . .
M = MT, por lo que M es normal. Los valores propios de M son +i y una base

ortonormal que diagonaliza M sobre C es

((ia 1)7 (_i’ 1)) :

Tal como ocurre para cualquier matriz real, los valores propios complejos vienen en
parejas de un nimero A y su conjugado A, y los vectores propios correspondientes a A
y A son conjugados.

Ejercicio 4.14. Mostrar que cualquier matriz de la forma

[ cosf) —senf }

sen 6 cosf

es normal y encontrar una base ortonormal de C? que la diagonalice.

4.1.4 Forma candnica real de matrices ortogonales

Las matrices ortogonales reales son matrices normales, porque
ol T T
R=0Q, QQ=0Q =1

Por lo tanto, se diagonalizan sobre C, como la matriz del ejemplo 4.10. Mostraremos
que de esta forma diagonal compleja puede deducirse una descomposicién de R™ en
subespacios ortogonales sobre los que @ actia como la identidad, como una simetria
0 como un giro.

Lema 4.8. Si Q es ortogonal y A € C es un valor propio entonces || = 1.

Demostracion. Si Z es un vector propio asociado al valor propio A entonces QZ =
AZ, por lo que |QZ| = |A||Z]. Por ser Q ortogonal |Z| = |QZ]. De estas dos igualdades
se deduce || = 1. O
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Los tunicos valores propios reales de () pueden ser entonces 1 y —1. Los valores
propios con parte imaginaria no nula son de la forma

A=cosf —isend,
para algtin valor de 6 que no es un multiplo de 7. Llamaremos
Z=R(Z)+i3(Z)

al vector propio correspondiente. De acuerdo con los resultados de la seccién 2.3.3
también A es un valor propio de M, Z es un vector propio con valor propio A, y el
subespacio de R™ generado por

A= R(2),3(2))

es invariante para M. Sillamamos Sy a este subespacio entonces A es una base de Sy
y la accién de M en S se representa respecto a la base A por la matriz

{ cos) —senf }

(4.19) sen 6 cos

Esta es la matriz de un giro. Para asegurarnos de que M efectivamente actiia como
un giro en Sy nos falta ver que la base A es ortogonal y estd formada por vectores
que tienen el mismo maédulo.

Proposicion 4.9. Sea QQ una matriz ortogonal real, A un valor propio complejo de @Q,
)

Z =R(2)+i3(2)
un vector propio asociado al valor propio X. Entonces R(Z) e I(Z) son vectores
ortogonales que tienen el mismo maodulo.

Demostracién. Z y Z son vectores ortogonales que tienen el mismo médulo. Enton-
ces
(R(2)P = [(Z2+2)/2| = (12 +|2P) /4,
S(2)F = |(2 = 2)/(2)| = (12° +|2]%) /4, .
R(2)-3(2) = ((Z+2)/2) - (Z—-2)/(20)) = (1Z]* - [2]?) /(4i) = 0.

Dividiendo R(Z) e I(Z) entre |R(Z)| = |I(Z)| conseguimos una base ortonormal del
subespacio Sy . O

Ejemplo 4.11. Retomemos los cdlculos del ejemplo 4.10. La matriz M tiene valores
propio A = —i y su conjugado A = i. El vector propio que corresponde al valor propio
—i es Z = (1,1), que puede escribirse separando su parte real e imaginaria como

(1,i) = (1,0) +1(0, 1).

Efectivamente, las partes real e imaginaria de Z forman una base ortogonal, que
adem&s ya estd normalizada: la base canénica de R2.
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Ejemplo 4.12. La matriz

(4.20) Q=

= o O

1 0
0 1
0 0

es ortogonal. Tiene un valor propio real 1 con vector propio (1,1, 1), y valores propios
complejos conjugados (—1 + 1/3i)/2. Los vectores propios correspondientes al valor
propio (—1 — v/3i)/2 estén generados por

<1,1+2\/§i’ —1+\/§z‘> _ (171 1> H(()’\/:’?’\/ﬁ)'

2 27 2 22
Respecto a la base ortonormal
(V31 1,1), (1/VE)(2,1,-1), (1/V2)(0, - 1,1))

la matriz @ se representa como

J= i -
V3

V3
2
1
2 2

Ejercicio 4.15. Interpretar geométricamente el resultado. Hallar una matriz ortogo-
nal U tal que Q = UJU .

Ejercicio 4.16. Para la matriz ortogonal

0 0 1
Q=100
010
hallar un d4ngulo # y una base ortonormal de R? en la que la matriz toma la forma
1
cosf —send
sen 6 cosf

Hacerlo de dos maneras:
1. usando los resultados del ejemplo 4.12 y el hecho de que @ es el cuadrado de
la matriz que aparece en (4.20);
2. buscando los valores y vectores propios de Q).
Ejercicio 4.17. En este ejercicio ) representa una matriz ortogonal n X n.

1. Mostrar que si n = 2 existe una base ortonormal de R? en la que @ toma una
de las dos posibles formas siguientes:

1 0 cos —senf
0o —-11’ sen 0 cosf |-

118



OMAR GIL

El pardmetro 6 es algin ntumero real, que puede escogerse en el intervalo
[0, 27). Discutir el significado geométrico de cada una de las posibilidades.
2. Mostrar que si n = 3 entonces existe una base ortonormal en la que ) toma
una forma diagonal con +1 en la diagonal, o una base ortonormal en la que
Q@ toma la forma
+1
cosf) —sent
sen 6 cos

Interpretar geométricamente las diferentes posibilidades.
3. ;Como se generalizan los resultados de esta secciéon a matrices ortogonales
reales n X n, para n cualquiera?

En los ejercicios 3.13 y 3.14, pagina 84, aprendimos que toda isometria f en R™
es de la forma

(4.21) f(X)=P+QX,

donde P es la imagen por f del origen O, y @ es una matriz ortogonal. Si f tiene
un punto fijo Xo tal que f(Xo) = Xo su expresién se simplifica cambiando a las
coordenadas Y = X — X. Llamemos G(Y) = F(X) — X a la nueva coordenada de
F(X). Entonces

GY)=F(X)-Xo=P+Q(X)—Xo=P+ QY + Xp) — Xo = QY + F(Xy) — X,
como X es un punto fijo, entonces
G(Y) = QY.

Por lo tanto existe un sistema de coordenadas ortonormal, con origen Xj, en el que
la isometria f esta representada por una matriz ) en alguna de las formas candnicas
que discutimos en el ejercicio 4.17.

Ejercicio 4.18. Hallar la condicién que deben satisfacer P y @ en (4.21) para que
la isometria f no tenga puntos fijos.

Nota Histérica 4.1. Los antecedentes mds antiguos del teorema espectral aparecen
ya en los inicios de la geometria analitica. Pierre de Fermat y René Descartes, co-
nocian la posibilidad de rotar los ejes del plano para simplificar la expresion de una
forma cuadrdtica. En el contexto de buscar formas normales para formas cuadrdticas
Agustin Cauchy mostrs entre 1826 y 1830 que toda matriz simétrica es diagonaliza-
ble, con valores propios reales. Las versiones matriciales de estos resultados tuvieron
que esperar la aparicion de las matrices y su cdlculo, y recién en 1858 Arthur Cayley
formulc los resultados sobre formas cuadrdticas como un resultado acerca de la dia-
gonalizacion de una matriz.

Las versiones mas fascinantes del teorema espectral para matrices simétricas son
las que corresponden a sus extensiones a espacios de dimension infinita. Grandes
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avances en esta teoria se deben a los trabajos David Hilbert y Erhard Schmidt. Justa-
mente fue Schmidt quien extendid a espacios de dimension infinita el método de orto-
gonalizacion que estudiamos en la seccion 3.3. En la década de 1920 esta teoria tuvo
un papel importante en la descripcion unificada de la mecdnica cudntica de Heisenberg
y Schrodinger. John von Neumann dio en 1929 una version del teorema espectral que
permite describir a todos los observables de la mecdnica cudntica. El espectro, que
es el andlogo en esta teoria del conjunto de los valores propios de una matriz, tiene,
efectivamente, una correspondencia con los espectros de datomos y moléculas.

Los incansables matemdticos no se detuvieron en este resultado de Von Neumann.
Aparecieron luego las versiones para los operadores que extienden a las matrices nor-
males, y nuevas extensiones y reinterpretaciones, a través de los trabajos de la escuela
de Gelfand, que no describiremos.

4.1.5 Ejercicios adicionales

Ejercicio 4.19. Discutir en funcién del valor de a qué conjunto de puntos del plano
describen las ecuaciones

1. 22 + 2% + 2az1m0 + 221 + 1 = 0;

2. 23— 23 -2z +a=0

Ejercicio 4.20. Mostrar que una forma cuadratica queda completamente determi-
nada por sus valores sobre la esfera unidad S®~! de R™.

Ejercicio 4.21. Mostrar que dos matrices cuadradas simétricas M y N conmutan
si y sélo si existe una base ortonormal que diagonaliza a ambas simultaneamente.
Sugerencia: mostrar que los subespacios propios de M son invariantes para N.

Ejercicio 4.22. El teorema espectral para matrices simétricas, teorema 4.1, tiene
consecuencias, a veces sorprendentes, en las mas variadas areas de la matemaética y
sus aplicaciones. Una razén es que las matrices simétricas aparecen naturalmente en
muchos contextos. Buscar informacion sobre las aplicaciones de las matrices simétricas
y del teorema 4.1

4.2 Descomposiciéon en valores singulares

Presentaremos un resultado general acerca de la estructura de matrices reales o com-
plejas cualesquiera, la descomposicién en valores singulares. Nos referiremos a ella por
su sigla en inglés SVD, de singular value decomposition.

Nota Historica 4.2. La descomposicion en valores singulares fue descubierta para
matrices cuadradas en la sequnda mitad del siglo XIX por Beltrami y Jordan. A pesar
de esto, no llegé a ser ampliamente conocida hasta los anos 60 del siglo XX, en
que Golub y otros autores mostraron que la SVD puede emplearse eficazmente en el
andlisis numérico. De hecho, la SVD interviene en algoritmos para calcular el rango
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de una matriz, encontrar bases de su nicleo e imagen, resolver problemas de minimos
cuadrados, etcétera. En la actualidad continia cobrando importancia, de la mano de
sus aplicaciones para comprender la estructura de grandes conjuntos de datos.

Ejemplo 4.13. Como hemos visto reiteradas veces, una matriz M real 2 x 2 define
una, transformacién en el plano R2:

X eR?— MX € R%

Esta transformacién queda determinada por su accién sobre la circunferencia uni-
dad S* formada por los vectores de médulo 1 (ver el ejercicio 3.17, pagina 85). En
la figura 4.4 aparecen representadas S, y su imagen por la matriz

FIGURA 4.4. S!y su imagen por M

(4.22) M = [ ;1 _g } .

Esta imagen, el conjunto formado por todos los vectores MX con X € S', es una
elipse, cuyos semiejes mayores son

(4.23) + [ ig } —+M {%g } :

en tanto que los menores son

(4.24) i{ Eg}iM{ %g}

Los semiejes de la elipse son un par de vectores ortogonales, que provienen de trans-
formar un par de vectores ortogonales de R?. Esto no es para nada casual, como
discutiremos con detalle en breve.
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Tal vez la manera menos sofisticada de llegar a las conclusiones del ejemplo 4.13
sea representar los transformados por M de muchos vectores de S'. Asi se obtuvo
la elipse en la figura 4.4. Un segundo procedimiento estd esbozado en el siguiente
ejercicio, que nos remite al mundo del célculo diferencial.

Ejercicio 4.23. Usar que cada vector X € S! es de la forma (cos @, sen f)) para algin
valor de 6 € R, y hallar el médulo |[MX| en funcién de 6. Encontrar los valores de 6
en los que |MX| alcanza sus valores méximo y minimo e identificar cudles son los
vectores X € S a los que corresponden esos valores.

Los valores y vectores propios de M poco ayudan a entender la geometria de la
figura 4.4.

Ejercicio 4.24. Hallar los valores y vectores propios de M. Identificar los vectores
propios de médulo 1, representarlos y representar sus transformados por M en la
figura 4.4.

La clave estd en los valores y vectores propios de la matriz simétrica M T M, tal
como se discute en nuestro préximo ejemplo.

Ejemplo 4.14. Los semiejes mayores y menores de la elipse en la figura 4.4 son
los més “largos” y los mas “cortos” entre los transformados M X de vectores de S!.
Al calcular los cuadrados |M X|? de las longitudes |M X| reencontramos la forma
cuadratica del ejemplo 4.3, pagina 110, con matriz simétrica

25 —15 }

TAr —
MM_[IE) 25

que alcanza sus valores maximo 40 y minimo 10 sobre los vectores propios de M T M,
que aparecen en los miembros de la derecha de 4.23 y 4.24 respectivamente. Observe-
mos que [|M]|z = 4v/10.

Los resultados de los ejemplos (4.13) y (4.14) se extienden a matrices reales cua-
lesquiera.

Proposicion 4.10. Sea M una matriz real m x n. Entonces existe una base ortonor-
malUd = (Uy,Us, ..., Uy) de R™ tal que la familia

(4.25) (MU, MU, ...,MU,)
es ortogonal.

Demostracién. La matriz M T M es simétrica, por lo que tiene una base ortonor-
mal U de vectores propios U;, ¢ = 1,...,n, con valores propios \;. Entonces

(4.26)  (MU;) - (MU;) = (MTMU;) -U; = MU - U; = \ibijy 6,5 =1,...,n.

Estas igualdades implican que los vectores MU; son dos a dos ortogonales. O

De (4.26) deducimos también 0 < |[MU;|? = \;. Por lo tanto
(4.27) IMU;| =V, i=1,...,n.
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La familia ortogonal (4.25) genera a la imagen de M. Si el rango de M es k entonces
sélo k de los vectores que la componen pueden ser no nulos y por lo tanto sélo k de
los niimeros (4.27) son no nulos. Llamaremos o; a estos k niimeros positivos en (4.27).
Es estandar elegir U ordenada de manera tal que los o; van decreciendo. Con esta
convencion, introducimos la siguiente definicién:

Definicién 4.11. Valores singulares. A los niimeros
Oy, izl,...7k,
se les llama los valores singulares de la matriz M.

Observacion 4.2. Segun la definicion 4.11 los valores singulares son nimeros posi-
tivos. Son justamente las raices cuadradas positivas de todos los valores propios no
nulos de M " M. Algunas referencias, por ejemplo [9], incluyen al cero entre los valores
singulares cuando el rango k de M es menor que n. Las dos opciones son posibles y
pueden encontrarse en la literatura.

Llamaremos multiplicidad de un valor singular o; de M a la multiplicidad de o2
como valor propio de M " M.

Ejercicio 4.25. ;Es necesario especificar si nos estamos refiriendo a la multiplicidad
algebraica o a la multiplicidad geométrica de los valores propios de M " M? ;Por qué?

La discusion que precede a la definicién 4.11 implica la siguiente proposicién.

Proposicion 4.12. Valores singulares y rango. Una matriz tiene tantos valores
singulares, contados con su multiplicidad, como su rango.

Ejemplo 4.15. Tomemos la matriz 2 x 3 de rango 1

222}

M_{l 11

Los valores propios de M " M son 15 y 0, un valor propio doble. Una base ortonormal
que diagonaliza M "M, es

(U1, U, Us) = ((1/V3)(1,1,1), (1/V2)(1, ~1,0), (1/VB)(1,1,2)) .
El tnico valor singular de M es
o1 = VT5 = |MUL| = [(2V3,V3)|
La imagen por M de cualquier vector ortogonal a U; es el vector nulo de R?.

Teorema 4.13. Version vectorial de la SVD.
Sean M una matriz real m X n de rango k y o;, i = 1,...,k, sus valores singulares.
FEntonces existen bases ortonormales

U= (U1,Us,....Un), V=(1,Vo,..., Vi)
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de R™ y R™ respectivamente, tales que
oiVi, i=1,2,... )k,

(4.28) MU’:{O, i=k+1,...,n.

Demostracion. Si el rango de M es k, consideremos una base ortonormal U de R™
como en la proposicién 4.10, ordenada en forma decreciente segin |MU;|. Entonces,
los primeros k vectores U; no estan en el nicleo de M y satisfacen

o; = |MUZ| > 0.
Normalizando definimos los vectores
V; =0, ' MU;.

Por su construccién, los vectores V; forman una base ortonormal de la imagen de M,
que puede extenderse a una base ortonormal V de R™. Las bases U y V satisfacen el
enunciado del teorema. ]

Ejemplo 4.16. Para la matriz M en (4.22) podemos elegir

(7)) (%) - (GH G5)
Los valores singulares de M son o; = 10v/2 y 05 = 5v/2.

Ejercicio 4.26. Mostrar que las tnicas bases ortonormales de R? que son trans-
formadas por M en conjuntos ortonormales son las que se obtienen de U haciendo
modificaciones triviales, como multiplicar vectores por £1 o intercambiar el orden de
los vectores de la base.

4.2.1 Expresion matricial de la SVD

El teorema 4.13 admite una expresiéon matricial, como una factorizaciéon de la ma-
triz M.

Teorema 4.14. Descomposicién en valores singulares.
Sea M una matriz real m x n de rango k. Entonces existen matrices ortogonales U y
V., y una matrizm x n

g1

z= :

Ok

tales que M admite la factorizacion
(4.29) M=VZU'.

Observaciéon 4.3. La matriz X tiene sus coeficientes nulos, salvo las primeras k
entradas de la diagonal, en la que aparecen los valores singulares o; de M.
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Demostracién. Sean U y V' las matrices cuyas columnas son los vectores de las bases
ortonormales U y V del teorema 4.13. Las relaciones 4.28 pueden resumirse en una
lnica expresion matricial

(4.30) MU = V.

Multiplicando (4.30) a la derecha por la matriz ortogonal U se obtiene (4.29).
O

Ejemplo 4.17. La escritura matricial de los ejemplos 4.13 y 4.14, es

(4.31) 4 o] [1/V5 2/V5 21/10 1/vV2 —1/v2
' 3 =51 |2/v6 -1/V5 Vo | [ 1/vV2 1/v2 )T
Ejercicio 4.27. Verificar los detalles, realizando los célculos.
Ejercicio 4.28. Hallar la expresién matricial de la SVD para
0 0 1/vV5 —2/V5 11 4 3
0 0] [2/V6 1/V5 |’ 11 ’

para la matriz

4 -3
0 -5 |,
1 -2

del ejercicio 3.67, pagina 105, y para la matriz M del ejemplo 4.15.

Ejercicio 4.29. ;Es tnica la descomposicién (4.29) de una matriz M? Si no lo es,
jes posible dar una descripcién de todas las posibilidades?

Observaciéon 4.4. Los procedimientos de cédlculo de la SVD que empleamos en este
texto sélo funcionan eficientemente para matrices M de rango 1 o 2, o con un buen
nimero de valores propios de M T M evidentes. En la practica hay que trabajar de
otra manera. Recomendamos al lector interesado consultar algin texto de &algebra
lineal numérica, como, por ejemplo, [17].

4.2.2 La imagen de S"~! por una matriz cualquiera

Para recuperar el significado geométrico de estos resultados estudiaremos como una
matriz M transforma a la esfera unidad S™ ! formada por todos los vectores de
médulo 1 de R™. Encontraremos que S™ ! se transforma en un elipsoide, o0 en un
elipsoide y su interior. Nuestro tratamiento general incluye los casos particulares n = 2
y n = 3 que corresponden al plano y al espacio, donde la geometria del problema es
més evidente.

Teorema 4.15. Sea M una matriz m xn de rango k. SeaV la base ortonormal de R™
que aparece en el enunciado del teorema 4.13. Sea E C R™ la imagen por M de S™1.
Indicaremos con Z = (z1,...,2m) los vectores de coordenadas de los vectores de R™
respecto a la base V. Entonces
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1. Si k =n el conjunto E es el elipsoide en R™ cuyos semiejes principales son
los primeros n vectores de V, y caracterizado por la ecuacion
2 2 2
z5 z
+ - 4+ .4 7721 = 1;
o5 o2

4.32 —5

(432) 4

2. Sik <n el conjunto E es la union del elipsoide contenido en im(M), cuyos
semiejes principales son los primeros k vectores de V), con su interior. En este
caso E esta formado por los vectores de R™ cuyas primeras k coordenadas
respecto a V satisfacen la inecuacion

2 2 2
(4.33) R
o o o
1 2 k
y cuyas ultimas n — k coordenadas son nulas:
(4.34) Zpt1 = =2 =0.

Demostracién. Un vector Y pertenece a E si y sélo si existe un vector X € S"~!
tal que

Y =MX=VIU'X.
Lo que es equivalente a que
(4.35) VY =xU"TX.
Llamando Z = V'Y y T = U" X a las coordenadas de Y y X respecto a V y U, la
igualdad (4.35) toma la forma
(4.36) Z =XT.

Al variar X en S™! los vectores T' también recorren S™~!, porque el cambio de
coordenadas es invertible. Concluimos que un vector Y € E siy sélo si existe T' € S"~1
tal que satisface (4.36). Si k = n,

(4.37) 21 = 01t1, <., Zn = Opln.
Entonces
Z% 2 2 2
7+~~~+%:t1+-'~+tn:1.
Ul Un

Reciprocamente, si las coordenadas Z de Y respecto a V satisfacen (4.32), entonces Y
es la imagen del punto X € S"~! cuyas coordenadas T respecto a U satisfacen (4.37).
Si k < n tenemos

(438) Z1 :O'ltl, ey ZkZO'ktk, Zk+1 :0, ey ZnZO
por lo que

% 213 2 2

S+t 5=+ <L

o7 O

Reciprocamente, si las coordenadas Z de Y respecto a V satisfacen (4.33) y (4.34),
entonces cualquier elecciéon de

T = (t1, iy tigts - tn)
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que haga que se satisfagan (4.38) y que T esté en S"~! corresponde a las coordenadas
respecto a U de un vector X € S"~! tal que MX =Y. (Il

Ejemplo 4.18. En este ejemplo daremos los detalles que estan por detras de la figu-
ra 4.4, que muestra la imagen de la circunferencia unidad S' C R? por la matriz M
en (4.22). Al escribir el producto M X en la forma (4.35), a partir de la descomposi-
ci6én (4.31) obtenemos

8 VANl S ) [ 1)

que puede escribirse en forma de las dos ecuaciones escalares

zZ1 = 2\/ﬁt17
(4.39) { o — VIOt

donde Z = (z1,22) y T = (t1,t2) son, respectivamente, coordenadas de ¥ = M X y
de X respecto a las bases en que se obtiene la SVD de la matriz M. Tenemos entonces
que los vectores M X satisfacen
2 2
z z
4.40 A2 =1 =1
(4.40) TR

Esto se puede escribir en la variable Y, usando que

1 2 1 2

—= —= 21 = —=Y1 + “=Y2,
Z2=| % S |v={ W

NG Ve 22*\/51,/1 \/ng-

Sustituyendo encontramos que en las variables (y1,y2) la ecuacién (4.40) toma el
aspecto

(4.41) (y1 + 2y2)? + 4(2y1 — y2)* = 200.
Todavia pueden desarrollarse los cuadrados en (4.41) para pasar a la férmula
(4.42) 1793 — 12y1y2 + 8y3 = 200,

tan sencilla como inconveniente, porque dificulta el reconocimiento de que el conjunto
de puntos que describe es una elipse.

Ejercicio 4.30. Mostrar que los vectores
Y = 4+(2v2,4V2), Y =+(2V2,—V?2),

de las féormulas (4.23) y (4.24), y los vectores Y = Me; e Y = Meg, satisfacen las
ecuaciones (4.41)-(4.42). Con e; y e indicamos a los vectores de la base candnica
de R2.

Ejemplo 4.19. La matriz

I
| —
—= N
= N
— DN
—_
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tiene una descomposicién en valores singulares M = VXU T, con

2
V5 21, Z—M—Vﬁ } U=
NN

S

V:

oﬁ‘“&‘“

Shsksh
Shslsi-

Los vectores Y = M X satisfacen entonces

2 1

=11+ —=y2 = 21 = V15,
(4.43) %gyl \égyz 1 1

%yl - ﬁy2 = 29 = 0.
La primera ecuacién en (4.43) implica que estdn en el subespacio y; = 2y, generado
por cualquiera de las columnas [1 2]T de la matriz M. Dado que #; toma valores en
[—1, 1], la segunda ecuacién tiene como consecuencia que para cualquier vector (y1, y2)
en la imagen de S* se tiene

—5v/3 < 2y + Y2 = Bya = 5y1/2 < 5V/3.

La imagen de S! es entonces el segmento sobre la recta de ecuacién y; = 2ys, con
extremos +(2v/3,/3).
Ejercicio 4.31. Hallar los vectores X tales que M X = :l:(2\/§7 V3).

Ejercicio 4.32. Hallar las imédgenes de la esfera unidad para las matrices del ejerci-
cio 4.28. Para la matriz M del ejemplo 4.15 encontrar para cada vector en la imagen
de S? todas sus preiméagenes en S2.

4.2.3 Ejercicios adicionales

Ejercicio 4.33. Para cada valor de ¢ hallar la descomposicién en valores singulares

de
| 242 -2+ 2¢
M = 4—€¢ —4—c¢

Estudiar cémo varia con € la imagen de S! en el plano R2.

El préximo ejercicio muestra lo inestable que pueden ser las soluciones de un
problema tan sencillo como es un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incégnitas.
Ejercicio 4.34.

1. Resolver el sistema de ecuaciones lineales

2,002z; — 1,998z, = 4,
3,998z; — 4,001z, = 8.

2. Resolver el sistema de ecuaciones lineales

2,00271 — 1,998z, = 4,4,
3,99871 — 4,001z, = 7,8,

pero antes de hacer los cdlculos conjeturar una aproximacién para los valores
de su solucidn, a partir de los resultados de la parte 1.
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3. Comparar la estimacién hecha en la parte 2 con la verdadera solucién. ; Puede
explicar lo que ha observado? Buscar interpretaciones algebraicas y geométri-
cas. Sugerencia: la matriz de los sistemas de ecuaciones de este ejercicio es la
matriz M del ejercicio 4.33 con € = 1073,

Los resultados del ejercicio 4.34 estan relacionados con el ndmero de condicion
de la matriz del sistema, un importante concepto que el lector puede encontrar desa-
rrollado en la monografia [15].

Ejercicio 4.35. Hallar dos matrices 2 x 2 diferentes tales que su imagen de la esfera
unidad sea la elipse de ecuacién 322 + 3y? + 2zy = 1.

Ejercicio 4.36. Sea M una matriz n X n. Mostrar que M es ortogonal si y sélo si la
imagen por M de S™ ! es S71L.

Ejercicio 4.37. DESCOMPOSICION POLAR. Demostrar que toda matriz cuadrada M
se puede factorizar en la forma M = RU, donde R es una matriz simétrica con todos
sus valores propios mayores o iguales que cero, y U una matriz ortogonal.

4.3 Extensiones y aplicaciones de la SVD

El principal objetivo de esta seccién es mostrar las ideas bdsicas que subyacen en
algunas variantes y en importantes aplicaciones de la SVD. Ilustraremos con una
familia de ejemplos en dimensiones muy bajas, como las ideas geométricas contenidas
en la SVD, pueden dar luz sobre transformaciones que tienen lugar en el plano o
en el espacio tridimensional. Luego veremos como esas mismas ideas geométricas
pueden extrapolarse para comprender diversos problemas en espacios de dimensién
arbitrariamente alta.

Ejemplo 4.20. Para cada valor de € € [0,1] la descomposicién en valores singulares
de la matriz

—14+2 2+4c¢
(4.44) M=| -1-2 2-—c¢
2 —4
es M =VZUT con
(4.45)
1 1 1
v30 0 12 @ ? ?
Y= 0 /10 |, U= ﬁ f , V= % V2 V3
2 1
0 0 Ve v 0 %

Ejercicio 4.38. Completar los detalles del célculo de la descomposicién en valores
singulares de M.

En la figura 4.5 ilustramos como al cambiar € varfa en R3 la imagen por M de la
circunferencia unidad S' C R?, representéndola para los valores € = 1,1/4,1/10,0.
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FIGURA 4.5. La imagen de S' variando con e.

4.3.1 Formas reducidas de la SVD

Al calcular la SVD de las matrices M en (4.44), en los productos V¥ la tercera
columna de V siempre aparece multiplicada por ceros. Si eliminamos de X la fila de
ceros y de V su tercera columna obtenemos

) i 1/V6  1/V2
2:{\/? 6\%], V= 1/vV6 —1/V2

—-2/V6 0
Esto es suficiente para reconstruir M como
A=V3UT.
Las dos columnas de V bastan para generar im(M). La tercera columna de V estd en

im(M)* y no aporta nada al conocimiento de M. Esta discusién se puede generalizar
a una nueva factorizaciéon de matrices cualesquiera.

Ejercicio 4.39. Sea M una matriz m xn de rango k. Mostrar que existen matrices U
vy V, n x ky m x k respectivamente, cuyas columnas forman familias ortonormales
en R™ y R™, y una matriz cuadrada k x k, diagonal, de rango k,

01
»=
Ok
que tiene en su diagonal a los valores singulares de M, tales que
(4.46) M=VXU".
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La descomposicién (4.46) recibe el nombre de forma reducida de la SVD.

Ejercicio 4.40. Hallar la forma reducida de la SVD para la matriz que se obtiene
tomando € = 0 en (4.44).

Observacion 4.5. SVD Y LOS CUATRO SUBESPACIOS. En la forma
M=vU"

de la SVD con matrices U y V ortogonales, las primeras k columnas de V' forman una
base ortogonal de im(M) y las tltimas n — k una base ortonormal de im(M)*. Las
dltimas m — k columnas de U forman una base del niicleo de M, y las primeras k una
base de ker(M ). Cuando la SVD se escribe en su forma reducida las columnas que
se eliminan de U y V estdn en el nicleo y en el complemento ortogonal de la imagen
de M, por lo que no aportan a la reconstruccién de M.

Ejercicio 4.41. A partir de las descomposiciones de M hallar la SVD y la SVD
reducida de M T. Investigar que relacién tiene este resultado, la observacién 4.5 y las
relaciones entre los subespacios asociados con M que se discuten en la seccién 3.2.4,
pagina 92.

4.3.2 Aproximaciones por matrices de menor rango y | - |2

El mayor valor singular de una matriz m x n es la mayor dilatacion que la matriz
produce sobre los vectores de R™ al multiplicarlos y transformarlos en vectores de R™.
Vimos en la seccién 1.3.4 que la maxima dilatacién define una norma, la norma ||-||2, en
el espacio de las matrices. Relacionando estos conceptos obtenemos nuestra proxima
proposicién (ver también el corolario 4.5, pagina 115).

Proposicién 4.16. ||M||s = 01, donde o1 es el mayor valor singular de M.

Ejemplo 4.21. Las matrices (4.44) estdn escritas de una forma que hace evidente
que cuando € es pequenio pueden aproximarse por

-1 2
(4.47) My=| -1 2],
2 —4

que es una matriz de rango 1.

Para matrices cualesquiera es dificil conseguir un resultado de este tipo por una
inspeccion directa, pero puede obtenerse de la SVD. Lo mostraremos primero para M.
La SVD de M es M = VXU " con la matriz

NEI
Y= 0 V10
0 0
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en (4.45). La SVD de M; es M; = VXU, donde
V30 0
I 0 0
0 o0
se obtiene de ¥ conservando sdélo el primer valor singular o; = /30, que para € ~ 0

es mucho més grande que o9 = ev/10.
Notemos ademas que

M—-M =V(E-2)U"

es esencialmente la SVD de la diferencia entre M y M7, y que e/ 10 es el mayor valor
singular de esta diferencia. Por lo tanto

M — M|z = ev/10.

En la proposicion 4.17 veremos que no hay una mejor aproximacién de M respecto a
Il - [|2 por matrices de rango 1.

La SVD sugiere un procedimiento para aproximar una matriz M de rango k por
matrices de rango menor, conservando en la matriz 3 de su SVD sélo algunos valores
singulares. Para j < k definimos entonces

01

(448) E]‘ = - s

gj

yM; =V;U"
Proposicion 4.17. Sea M una matriz m x n de rango k. Para cada j < k, la matriz

M; es la mejor aproximacion de M entre las matrices de rango menor o igual que j,
en el sentido de que si N es una matriz de rango menor o igual que j se tiene

g1 = [|M = Mj[2 < [[M = Nl
Demostracién. Que 0,41 = ||M — M,||2 es una consecuencia directa de
M-M;j=V(E-%,)U"

y la proposicion 4.16.

Supongamos ahora que existe una matriz N de rango menor o igual que j tal que
| M — N2 < 0j1+1. Comencemos por observar que en el subespacio S;11 generado por
las primeras j + 1 columnas de U

IMX]| > 04| X].

Este espacio tiene dimensién j + 1. Por otra parte el ntcleo de N tiene dimension
mayor o igual que n — j. Debe haber entonces un vector X no nulo que pertenezca a
la vez a ker(IV) y a Sj41. Para ese vector se tiene

0441 X] > |M = Nllo|X| > |(M = N)X| = [MX| > 01 /X].
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Esta contradicciéon completa la prueba. O

Hay situaciones en que los valores singulares decaen rapidamente, y bastan unos
pocos de ellos para conseguir una muy buena aproximacién M; a M. Observemos
que para conocer M completamente hace falta conocer sus m X n coeficientes. Para
reconstruir M; solo hacen falta j(m + n + 1) datos. Si m y n son grandes y j es
pequefio, entonces j(m + n + 1) es mucho méds pequenio que mn, y se logra entonces
una compresion significativa del volumen de informacién necesario para tener una
buena reconstruccion de M.

Ejemplo 4.22. Ilustraremos la proposicién 4.17 con un ejemplo del area de proce-
samiento de imagenes. La figura 4.6 es una representacion en valores de gris de los
coeficientes de una matriz 100 x 200. En la figura 4.7 aparece el grafico de los 100

F1curaA 4.6. Un “HOLA” algo ruidoso

valores singulares de la matriz. Los cuatro primeros valores singulares son significa-
tivamente mayores que el resto. Con ellos generamos una aproximacién de rango 4
de la matriz original, que representamos como imagen en la figura 4.8. Observemos
que la reconstruccion de rango 4 devuelve con nitidez la estructura de la imagen ori-
ginal, eliminando buena parte del ruido que contenia. El procedimiento puede verse
a la vez como un mecanismo de compresién (en la matriz original estdn almacenados
100 x 200 = 20,000 numeros, pero para la reconstruccion de rango 4 sélo hace falta
conocer 4 x (14 100 + 200) = 1204) y de filtrado de ruido.
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FiGurA 4.7. Los valores singulares del “HOLA” algo ruidoso

Ejercicio 4.42. ;Puede explicar en términos de las imagenes por qué los valores
singulares decaen abruptamente luego del cuarto?, ;qué ha ocurrido en el proceso de
aproximacién de la imagen a partir de la SVD?

4.3.3 SVD y reduccién de dimensionalidad

En esta seccion y la siguiente aportaremos nuevas miradas sobre la SVD, para inter-
pretarla como un procedimiento que ayuda a poner en claro la estructura de conjuntos
de datos. Volvamos sobre nuestro ejemplo basico.

Ejemplo 4.23. Para € > 0 pero pequeno las columnas de las matrices

—14+2 2+c¢€
M=1| —-1—2¢ 2—c¢
2 —4

generan un espacio de dimensién 2 en R3, pero estdn muy cerca de estar alineadas
en un espacio de dimensién 1. La descomposicién en valores singulares refleja esto.
Escribamos la descomposicién en valores singulares M = VXU ' en la forma de la
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F1cURA 4.8. Reconstruccién de rango 4 del “HOLA” ruidoso

factorizacién M = VW, con

-6 2V6
(4.49) W=xU"=| 22 /2 |,
0 0

y llamemos V = (Vi, Va, V3) a la base de R? formada por las columnas de V. La férmu-
la (4.49) contiene la expresién de las columnas de M como combinaciones lineales de
V. La contribucién de V3 es nula, y cuando € ~ 0 la de V5 es despreciable frente a la
de V. El grueso de la informacion de las columnas de M estd entonces almacenado
en V7 y en la primera fila de W.

Cuando los primeros r valores singulares de una matriz M son mucho mas grandes
que los siguientes, sus columnas estan concentradas cerca del subespacio de dimen-
sion r generado por las r primeras columnas de la matriz V en la SVD de M. Cuando r
es mucho menor que m y n la SVD permite explicar en términos de un nimero
relativamente pequeno de parametros, r, datos que en principio pueden tener una
dimensionalidad muy alta.

Observacién 4.6. En un mundo lleno de un enorme volumen de datos (informacién
estadistica de todo tipo, resultados de observaciones de experimentos, imagenes, gra-
baciones de sonido, etcétera) que se almacenan en registros gigantescos, la bisqueda
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de herramientas para comprimir e interpretar esta informacién es un problema can-
dente de la ciencia contemporanea. Es asi que las técnicas que hemos presentado en
esta seccién tienen un papel importante en areas tan diversas como la estadistica,
el procesamiento de iméagenes, el reconocimiento del habla, el estudio de proteinas
y la inteligencia artificial. Estas ideas de reduccion de dimensionalidad estan fuerte-
mente relacionadas con el andlisis de componentes principales, que se discute en la
monografia [10].

4.3.4 SVD y problemas de minimos cuadrados

La descomposicién en valores singulares también permite tratar problemas de minimos
cuadrados.

Ejemplo 4.24. Volvamos al sistema M X =Y, con

1 3 4,1
M=|-3 11|, Y=|-1,9],
2 —4 -1,9

)

que estudiamos en los ejemplos 3.14, 3.15 y 3.16 de la secciéon 3.4. La matriz M
es (4.44) con € = 1. Por lo tanto conocemos su SVD M = VXU. Escribimos entonces
el sistema M X =Y como

VEUTX =Y,
que es equivalente a

SUTX=V'Y.
Notemos que U X son las coordenadas de X en la base U, que podemos representar

porXy. El producto V'Y son las coordenadas Yy, de Y en la base V formadas por
las columnas de V. El nuevo sistema puede escribirse

XXy =Yy
Como ¥ e Yy son conocidos, llamando Z = X, tenemos

mzl = 3\/67
\/EZQ = 4\/57
0 = —V3.

Este sistema es incompatible, a causa de la dltima ecuacion. La explicacién es que la
tercera columna V3 de V' es ortogonal a la imagen de M, y no hay manera de generar
la componente de Y segiin V3 haciendo combinaciones lineales de las columnas de M.
Este nimero revela el residuo de nuestra solucién. Como el tercer vector de la base V
estd normalizado el médulo del residuo serd /3. Para determinar el vector residuo
multiplicamos su coordenada —+v/3 por el tercer vector de la base V:

1 1 1
V(s ys) =
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Los ntimeros 3v/6 y 4v/2 son las coordenadas de la proyeccién de Y sobre la imagen
de M. Resolvemos entonces

{ V302, = 36,
V102 = 42,

que tiene como unica solucién Z = (%, %) El producto
X=UZ=(1,2)
es la solucién de M X =Y en el sentido de minimos cuadrados. Observemos que
MX = (7,-1,-6)
y el residuo es
Y-MX=(-1,-1,-1),

un vector ortogonal a las columnas de M, tal como habiamos encontrado.

Ejercicio 4.43. Calcular la solucién de minimos cuadrados de los sistemas

4 -3 6 1 2|3
M=|0 —4|-4)|, M=|1 2|31
1 4|4 1 2129

usando el método basado en la SVD.

Ejercicio 4.44. ;Qué relaciéon hay entre la SVD como herramienta para resolver
problemas de minimos cuadrados y la observacion 4.5, pagina 1317, ;jqué ocurre al
resolver con la SVD un problema M X =Y cuando las columnas de M no son lineal-
mente independientes?

4.3.5 Ejercicios adicionales

Ejercicio 4.45. Sea M una matriz cuadrada e invertible. Dar una expresién para
|[M~1]]2 en término de los valores singulares de M.

Ejercicio 4.46. Sea M una matriz m xn de rango ky M = VXU su SVD. Llame-
mos V;, i =1,...,n alas columnas de V, U;, t = 1,...,m a las columnas de U, y o;,
1=1,...,k, alos valores singulares de M.

1. Mostrar que

k
(4.50) M= oV;U'.
i=1
2. Mostrar que cada una de las matrices a,;ViUiT tiene rango 1.
3. Para las matrices M en (4.44) hallar las matrices o;V;U,' .
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4. Mostrar que para cada j =1,...,k, la matriz

J
Mj == ZUZV;UI
i=1

tiene rango j.

Ejercicio 4.47. A partir de (4.50), dar una nueva demostracién de que toda matriz M
admite una forma reducida de la SVD como en (4.46), con ¥ cuadrada k X k e
invertible.

Ejercicio 4.48.

1. Mostrar que toda matriz m x n de rango 1 puede escribirse en la forma VU T,
donde V' y U son vectores de R™ y R™ respectivamente. Investigar si esta
descomposicién es tnica.

2. Mostrar que una matriz M de rango k puede escribirse como

k
M=% ViU,
i=1

donde V; y U; son vectores de R™ y R™.

Ejercicio 4.49. Sea M una matriz cuadrada n x n e invertible y 0;, i = 1,...,n
sus valores singulares. Mostrar que si una matriz N cuadrada n X n no es invertible
entonces |[M — Nl|2 > o, y que existe una matriz N no invertible para la que se
satisface la igualdad (este resultado significa que el menor valor singular o, de una
matriz invertible es la distancia, medida en || - |2, a las matrices singulares).

Nuestro préximo ejercicio permite demostrar el teorema 4.14 sin recurrir al teore-
ma espectral para matrices simétricas, por medio de un argumento muy geométrico,
basado en estudiar la dilatacion que M produce sobre los vectores de R™.

Ejercicio 4.50. Consideremos una matriz M no nula y m x n.
1. Sea X € S"7! tal que [MX| = ||M]||2. Mostrar que
(4.51) MX MY = ||M|3X Y
se satisface para todo Y € R™. Sugerencia: considerar la funcién auxiliar
(© |M(X + eY)|?
€)= —-——-",
7 X + V]2
y usar que tiene un méaximo en € = Q.
2. Deducir que si X es como en la parte 1 e Y es ortogonal a X, entonces MY
es ortogonal a M X.
3. Completar la demostracién del teorema 4.29 usando un argumento inductivo

sobre el tamano de la matriz A, similar al empleado en la demostracién del
teorema espectral.
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Observacién 4.7. El argumento empleado en la parte 1 del ejercicio 4.50 es un
argumento variacional, una técnica estandar para extraer conclusiones acerca de las
propiedades de un mdximo (minimo) de una funcién: consiste en perturbar ligera-
mente el valor del argumento de la funcién donde se alcanza el méximo (minimo) y
estudiar qué ocurre. Un ejemplo de este tipo de argumentos es la demostracién de
que en un maximo (minimo) local de una funcién real de variable real diferenciable,
la derivada debe anularse. Pero el célculo de variaciones va mucho més alla de ser una
herramienta de demostracién de algunos resultados, es un area de la matematica en
sf misma, con importantes implicaciones en dominios diversos. Una hermosa referencia
que puede permitir al lector acercarse a este mundo es [12].

Ejercicio 4.51. SVD y seudoinversa. A partir de la forma reducida (4.46) de la
SVD de una matriz M definimos

Mt =Ux"'vT.
A esta matriz se le llama la seudoinversa de M.

1. Mostrar que si M es invertible entonces M+ = M1,
2. Mostrar que si M es de rango n entonces M+ = M (MTJVI)_l MT.

Ejercicio 4.52. Seudoinversa y minimos cuadrados. Sean M una matriz m x n
y M™T su seudoinversa.

1. Mostrar que si el rango de M es n entonces X = M ™Y es la tinica solucién
de MX =Y, en el sentido de minimos cuadrados.

2. Mostrar que si el rango de M es menor que n entonces X = MTY es la
solucién de M X = Y, en el sentido de minimos cuadrados, que tiene el
menor moédulo.

3. Resolver los problemas del ejercicio 4.43 haciendo uso de la seudoinversa.
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Capitulo 5: Cadenas de Markov

El principal objetivo de esta seccion es mostrar como la estructura lineal de R™ inter-
actia con la geometria inducida por la norma || - ||;. Los resultados obtenidos pueden
aplicarse a las cadenas de Markov, de las que presentamos una introduccién en la
seccién 5.1. En la seccién 5.2 usamos un teorema de punto fijo para probar un impor-
tante teorema sobre cadenas de Markov, y lo aplicamos al problema del ordenamiento
de las paginas de Internet que ya introdujimos y discutimos en la seccién 2.1.1.

5.1 Cadenas de Markov

En esta seccién presentamos una introducciéon a las cadenas de Markov, un modelo
para fenémenos de evolucién. Comenzamos por un ejemplo.

Ejemplo 5.1. Consideremos una poblaciéon que se divide en dos clases ¢; y ¢z, de
la que nos interesa estudiar la evolucién en el tiempo del nimero de individuos en
cada clase. Supondremos que medimos el tiempo a intervalos regulares (por ejemplo,
cada hora, o cada mes, o cada ano), por lo que tomaremos una variable discreta
k=0,1,..., para representarlo. En cada instante k el estado de la poblacién serd un
vector
Xk = (.1, Tk,2)

cuyos coeficientes son, respectivamente, la fraccién de individuos en las clases ¢; y ¢
sobre el total de individuos de la poblacion.

El principal ingrediente del modelo son las reglas que regulan las transiciones
entre clases. Para este ejemplo, supondremos que en cada unidad de tiempo 1/5 de
los individuos de la clase ¢; pasa a ¢z, y 3/5 de los de la clase ¢y pasa a ¢;. Por
lo tanto 4/5 y 2/5 de los de las clases ¢1 y c2, respectivamente, permanecen en sus
clases de origen. Estos datos pueden esquematizarse en la tabla de la figura 5.1. Si

clases ‘ 1 2
114/5 3/5
2|11/5 2/5

Ficura 5.1. Transiciones en una poblacién.

la distribucién Xy = (zp,1,2k2) entre las clases ¢1 y c2 al tiempo k es conocida,
jcudl serd la distribucién X411 = (Tk+1,1, Tk+1,2) una unidad de tiempo después? El
producto (4/5)xy,1 representa la fraccién de individuos en el total de la poblacién que
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estaban originalmente en la clase A y permanecieron en ella. En tanto que (3/5)zk 1
es la fraccién de los que cambiaron a la clase A desde la B. La fraccién total z541,1,
de individuos en la clase A al cabo de una unidad de tiempo es la suma

Trpi1,1 = (4/5):616,1 + (3/5).%;@’1.
Un razonamiento andlogo implica

The1a = (1/5)@k, + (2/5)Tn1.
El lector reconocera que ambas ecuaciones pueden resumirse en la igualdad matricial

4/5 3/5
(5.1) Xi1 = { 1;5 2?5 ]Xk-

Los coeficientes de la matriz M que regula las transiciones son justamente las entradas
de la tabla 5.1. Las reglas algebraicas del cdlculo matricial se adecuan perfectamente
a la escritura de este modelo, y originan una ecuaciéon de recurrencia.

Sabemos que una ecuacién como (5.1) determina completamente la sucesién Xy
si el estado inicial X es conocido. Por ejemplo, si para k = 0 la poblacién estd igual-
mente distribuida en las dos clases entonces

Xo =1(1/2,1/2).
Al tiempo k = 1 tendremos
X1 =(7/10,3/10),
y para k = 2 el estado de la poblacién es
Xo = (74/100,26/100).
Ejercicio 5.1. Calcular X3.

Continuar estos calculos manualmente es tedioso e innecesario: una computadora
rapidamente genera para los estados de esta poblacién la sucesién

0,5 0,7 0,74 0,748 0,7496 0,74992
05 (103’026 || 0,252 || 0,2504 |’ | 0,25008 |’ """’
que se aproximan al limite (3/4,1/4). La razén es que X3 = M* Xy, y las potencias
de M son
Mk:[3+5k 3;’;}%1{3 3]

1-& 1+3 4011

tal como aprendimos en el ejemplo 2.23, pagina 67. Por lo tanto
w12 173 37[1/2] _[3/4
(5.2) Xe =M [1/2 Talr | e T4l
Ejercicio 5.2. Mostrar que desde cualquier condicién inicial X, se tiende al mismo

limite. Sugerencia: si X = (x¢,1, Zo,2) entonces xg 1+xo2 = 1, porque sus coeficientes
son fracciones sobre el total de la poblacion.
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Una caracteristica notable del estado limite X, = (3/4,1/4) en (5.2) es que es un
estado de equilibrio, o estado estacionario para la poblacion. En efecto

4/5 3/5 3/4 | | 3/4
1/5 2/5 /4 | | 1/4 |°
por lo que si la poblaciéon empieza en este estado permanece en él.

Observacion 5.1. Equilibrio dinamico. El equilibrio en el estado X, es dindmico.
El modelo predice que una fraccién de

(3/5) x (1/4) = 3/20

del total de individuos de la poblacién pasa de la clase ¢; a co en cada unidad de
tiempo. En tanto

(1/5) x (3/4) =3/20
lo hacen de ¢y a la ¢q. Tal como corresponde a una situacién de equilibrio, ambos
flujos se cancelan.

En el ejemplo anterior escogimos trabajar sélo con dos clases para obtener mayor
simplicidad, pero la situacion puede extenderse a un niimero n cualquiera de clases.
En este caso, los estados X}, serdn vectores de R™. Como sus coeficientes representan
fracciones sobre el total de la poblacién deben ser no negativas, y sumar 1.

Definicién 5.1. Llamaremos vectores de probabilidad a los vectores X = (z1,...,z,)
de R™ tales que
1. z; >0, parat=1,2,...,n;
2. x1+x9+ -+ x, = 1.
Indicaremos con P al subconjunto de R™ formado por todos los vectores de probabi-
lidad.
En el lenguaje de la definicién 5.1, diremos que los estados seran vectores de P.

Ejercicio 5.3. Representar geométricamente P en los casos n =2y n = 3.

Cuando hay n clases, la matriz M que gobierna las transiciones entre ellas es
una matriz real n X n con entradas no negativas, cuyas columnas suman 1. Esto es
asi porque cada coeficiente m;; de la columna j indica que fraccién de los individuos
de la clase j va a pasar a la clase i. Llamaremos matriz de transicion a una matriz que
tiene estas dos propiedades. Observemos que las columnas de una matriz de transicién
son vectores de probabilidad.

Definiciéon 5.2. Cadena de Markov. Una cadena de Markov es una sucesién de
Xk, k=0,1,..., de vectores de probabilidad que satisfacen

(5.3) Xpo1 = MXy, k=0,1,2,...,

para una matriz de transicién M.
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Observacion 5.2. El tipo de problemas que estamos tratando aparece naturalmente
en epidemiologfa o dindmica de poblaciones, pero la definicién abstracta (5.2) resulta
util en situaciones muy variadas. Aunque hemos escogido presentarla en términos de
“frecuencias”, “individuos” y “clases” porque esto facilita la exposicién, el modelo
es mucho méas amplio. Por ejemplo, en la seccién 5.2.1 lo usaremos para describir
un paseo al azar sobre una red. El contexto més adecuado para interpretar a los
vectores de probabilidad, las matrices de transicion y las cadenas de Markov es el del
calculo de probabilidades. Por detalles en este sentido, ampliaciones del concepto y
més aplicaciones remitimos al lector a [5]. En particular, en ese texto se considera
el caso en que la matriz M de transiciéon entre estados puede ir cambiando de un
paso al otro, y tiene una dependencia explicita en k. En las cadenas de Markov que
aqui tratamos la matriz M es constante, independiente de k, y por eso reciben el
nombre de estacionarias.

Nota Histérica 5.1. Las cadenas de Markov fueron formuladas por Andrei Mar-
kov alrededor de 1910. Markov, aficionado a la poesia, aplicé su modelo al poema
de Pushkin Evgueni Onegin, estudiando las transiciones entre consonantes y vocales.
Encontro la tabla que aparece en la figura 5.2, y a partir de estos valores predijo pro-

‘ vocal  consonante
vocal | 0,128 0,872
consonante | 0,663 0,337

FicuraA 5.2. Transiciones entre consonantes y vocales en Evgueni
Onegin

porciones de consonantes y vocales que mostraban un buen acuerdo con los valores
reales.

Las cadenas de Markov admiten diversas generalizaciones. Una de ella es el paseo
al azar: vamos caminando por la ciudad, y en cada esquina a la que llegamos sortea-
mos si vamos hacia el este, oeste, norte o sur. El paseo podria llevarnos muy lejos, de
modo que para poder formalizarlo requiere infinitos posibles estados, pero incorpora la
idea bdsica de los procesos de Markov: en cada paso el sorteo es independiente de la
historia previa.

Un limite continuo de los paseos al azar es el proceso de Wiener, que provee un
modelo para el movimiento browniano. Un fendmeno presumiblemente observado por
primera vez por el botdnico Robert Brown en 1827 (aunque ha habido controversia
acerca de lo que si Brown realmente observd se trataba de lo que hoy llamamos un
movimiento browniano).
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También Albert Einstein trabajo sobre el movimiento browniano, realizando con-
tribuciones que fueron tenidas en cuenta a la hora de otorgarle en 1921 el Premio
Nobel de Fisica.

Ejercicio 5.4. En una poblacién con dos clases A y B al cabo de una unidad de
tiempo el 25% de los individuos de la clase A pasa a la B, y el 25% de los de la
clase B pasa a la A. El resto permanece en su clase de origen. Hallar la matriz de
transicién que corresponde a esta poblacion. Hallar los vectores de estado X}, cuando
en el instante inicial toda la poblacion es clase A. Mostrar que hay un tnico estado
limite al que se converge desde cualquier estado inicial.

Para las cadenas de Markov del ejemplo 5.1 y el ejercicio 5.4 hay un vector limite
al que se converge desde cualquier condicién inicial. Esto no siempre ocurre.

Ejemplo 5.2. La matriz de transicion
0 1
=[]
tiene (1/2,1/2) como estado de equilibrio. Cualquier otro estado inicial (p, q) € P da
lugar a un ciclo

GGG
que no se aproxima a (1/2,1/2).

Uno de los principales resultados de este capitulo es el siguiente teorema.

Teorema 5.3. Si M es una matriz de transicion con todos sus coeficientes positivos
entonces existe un unico X, € P que tiene la propiedad de que cualquier cadena Xy
generada por M, a partir de cualquier estado inicial Xg € P, converge a X,. Ade-
mds X, es un estado de equilibrio para M.

La condicién de que todas los coeficientes sean positivos no es necesaria. Ver el
siguiente ejercicio, y también el ejercicio 5.19 en la pagina 150.

Ejercicio 5.5. Mostrar que la cadena de Markov generada por la matriz
0 1/2
1 1/2
tiene un estado limite (1/3,2/3) al que se converge desde cualquier condicién ini-

cial Ey. Si Ey = (1,0), jcudntas unidades de tiempo hay que esperar hasta que la
fraccién de individuos en la segunda clase comience a mantenerse mayor que 0,657

Aunque pueden no existir estados limites que atraen a la evolucién desde cualquier
condicién inicial, siempre hay estados de equilibrio.

Proposicion 5.4. Si M es una matriz de transicion eziste E, € P que es un estado
estacionario para M, en el sentido de que M E, = F,.
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Las demostraciénes del teorema 5.3 y de la proposicién 5.4 aparecen en la sec-
cién 5.2.

Ejercicio 5.6. Mostrar que X € P es un estado de equilibrio para una matriz de
transicion M si y sélo si es un vector propio de M con valor propio 1. Mostrar
que cualquier matriz de transicion M tiene a 1 como un valor propio. Sugerencia:
demostrar que 1 es un valor propio de M T, ;por qué este resultado no es suficiente
para demostrar por si sélo la proposicién 5.47

5.1.1 Ejercicios adicionales

Ejercicio 5.7. Para cada una de las cadenas de Markov generadas por las matrices

oo% 01 0 010
%01 100 001
210 0 0 1 1 0 0

1. calcular E( a partir del estado inicial con todos los individuos en la primera
clase;
2. investigar la existencia de estados limite.

Ejercicio 5.8. ;Cual es la proporcion de vocales y consonantes que, segun la tabla 5.2,
predice el modelo de Markov para Fuvgueni Onegin?

Ejercicio 5.9. Escoger un texto no muy corto (poema, letra de cancién, pagina de
una novela, carta de amor, etcétera) y calcular las frecuencias de las transiciones
entre vocales y consonantes. Con esta informacién calcular la proporciéon de vocales
y consonantes que segun esa tabla de transiciones predice el modelo de Markov, la
proporcién real de vocales y consonantes, y comparar los resultados.

Ejercicio 5.10. Para las cadenas de los ejercicios 5.4 y 5.5 determinar las fracciones
de individuos que en el equilibrio, pasan de una clase a la otra en cada unidad de
tiempo.

Ejercicio 5.11. En la cadena del ejemplo 5.1 las proporciones van convergiendo
en forma monétona hacia sus valores limite, pero en la del ejercicio 5.5 aparecen
oscilaciones, ;puede explicar este fenémeno?

5.2 Meétrica || - |1 y matrices de transicién

Para demostrar el teorema 5.3 acerca de la existencia de estados limite para cadenas de
Markov, probaremos que las matrices de transicién con todos sus coeficientes positivos
definen, en el conjunto P de los vectores de probabilidad, aplicaciones contractivas
respecto a || - ||1. La informacién necesaria sobre aplicaciones contractivas aparece en
el apéndice C. Un resultado preliminar para el lema 5.5 estd contenido en el siguiente
ejercicio.
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Ejercicio 5.12. Mostrar que si M es una matriz de transicién n x n, entonces el
subespacio

S={XeR"; v1+z2+---+x, =0}
es invariante para M.

La idea principal en la prueba de nuestro préximo lema es que cualquier vector
no nulo en S tiene algunas entradas positivas y algunas negativas. Por lo tanto, si M
tiene todos sus coeficientes positivos, al formar el producto M X debe producirse cierta
cancelacion entre sumandos positivos y negativos.

Lema 5.5. Si M es una matriz de transicion con todos sus coeficientes positivos
existe una constante n < 1 tal que la desigualdad

(5.4) IMX]l1 < nllX]h
se satisface para todo vector X € S.

Demostracion. Escribimos
n n n n
(5.5) IMX|[ =" 1> miay| =D o0y mia;,
i=1|j=1 i=1  j=1
donde ) .
o, — { 1 S} Z%:l mjz; > 0,
-1 si Yo myz; <O0.
Como M X € S algunos de los nimeros o; tomaran el valor 1, y otros —1. Salvo en el
caso trivial en que M X = O, para el que (5.4) es obvia. Reordenamos ahora la suma
en (5.5) como

(56) HMX||1 = ZZoimijxj S Z Zaimij

|| -
j=1i=1 j=1li=1
Tenemos
n
E aimij = E WLij — E WLij
i=1 {i;0=1} {i;0i=—1}

Si llamamos § al méas pequeno de los coeficientes de la matriz M entonces

4 < Z{i,;a’i=l} M <1
6 < Z{i;o’izfl} mij <L
Restando la segunda cadena de desigualdades de la primera encontramos
—1+5§ Z ms; — Z mijé].—(;,
{i;0;=1} {i;o0;=—1}

lo que es equivalente a

<1-46.

n
E O'Z‘mij
i=1
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Combinando esta tltima desigualdad con (5.6) conseguimos acotar

n

IMX 1< (1—=6) Y Jayl,

j=1

que es justamente (5.4) conn=1—-0 < 1. O

Lema 5.6. Si M es una matriz de transicion con todas sus entradas positivas la
correspondencia X — M X define una contraccion en el conjunto P formado por los
vectores de probabilidad.

Demostracién. M transforma vectores de probabilidad en vectores de probabilidad,
por lo que efectivamente define una aplicaciéon de P en P. Ademads, si X e Y son
vectores de probabilidad las entradas de su diferencia X —Y suman cero. El lema 5.5
implica

IMX = MYy = [M(X =Y)[p <nl|X =Y,

para alguna constante n < 1 que no depende de X e Y. g

Demostracion. (del teorema 5.3.) La matriz M define una aplicaciéon contractiva

respecto a la norma || - ||; en el conjunto P de los vectores de probabilidad, que es un
conjunto cerrado (ver el ejercicio C.2, en la seccién C.1 de los apéndices). El teorema
C.8, pagina 180 implica el teorema. O

El siguiente ejercicio propone probar la proposicién 5.4. Utilizaremos el siguiente
teorema de cédlculo de varias variables.

Teorema 5.7. Toda sucesion Xy acotada en R™ tiene una subsucesion convergente.

Ejercicio 5.13. Consideremos una matriz de transicion M, de tamano n X n.

1. Mostrar que para cada € > 0 existe una matriz de transicién M. que tiene
todos sus coeficientes m. ;; positivos, y tal que |m;; — me | < €.

2. Mostrar que para cualquier vector X se satisface ||[(M — M) X||1 < €]| X]1.

3. Usar el teorema 5.7 para mostrar que existe una sucesion €; tal que los vec-
tores X, que satisfacen M, X, = X, tienden a un limite X,.

4. Mostrar que X, es un vector de probabilidad y que M X, = X,. Sugerencia:
considerar

MX, — X, = M(X, — X.) + (M — M)X,,

y pasar al limite
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5.2.1 Paseos al azar en grafos, Google y PageRank

Cada matriz de transicién n xn admite una interpretacién como el modelo de un paseo
al azar sobre una red con n nodos (1,...,n). Llamemos M a la matriz. Podemos
interpretar cada una de sus entradas m;; como la probabilidad de pasar desde el
nodo j al nodo ¢ recorriendo la conexién entre j e i. Los coeficientes m;; representan
las probabilidades de permanecer en el nodo j. Una coeficiente nulo implica la ausencia
de conexidn, o que esa conexién no serd recorrida. Por ejemplo, si un coeficiente m;
es nulo significa que si estamos en el nodo j lo abandonaremos, sorteando el posible
destino con probabilidad m;; para cada uno de los n — 1 nodos restantes en la red.
Si el lector desea seguir pensando en términos de una poblacién dividida en clases e
individuos pasando de una clase a otra puede imaginar millones de insectos saltando
de un nodo a otro de una red. Cada clase en la poblacién corresponde a un nodo.

Ejercicio 5.14. Representar redes que correspondan a las matrices de transicion del
ejercicio 5.7, pagina 146.

Ejemplo 5.3. En el ejemplo 2.5, pagina 48 introdujimos la matriz

— | 2
(5.7) N=13 1 01
2 050

como una matriz de conectividad “normalizada” que describia una estructura de en-
laces. Podemos reinterpretarla ahora como una matriz de transicién, segin la cual
vamos viajando por la red siguiendo enlaces. Desde una pagina pasamos a otra, sor-
teando entre todos los enlaces que contiene.

Si usamos una matriz de transicién M para describir el paseo al azar sobre una
red, la proposicién 5.4 asegura que existe un vector de probabilidad X que es un
estado de equilibrio. Satisface entonces M X = X, lo que implica que es un vector
propio con valor propio 1. Los coeficientes de X, no negativos, pueden usarse para
definir un puntaje para las paginas de la web, como hicimos en la secciéon 2.1.1. Pero
si entre los coeficientes de la matriz M hay ceros, el vector X no tiene por qué ser
Unico. Para evitar este posible problema X, podemos modificar ligeramente la matriz.
Por ejemplo, a partir de la matriz N en (5.7), consideramos

0,01 0,49 0,49 0,005
0,49 0,01 0,01 0,005
0,01 0,49 0,01 0,98
0,49 0,01 0,49 0,01

(5.8)

En términos de la web, los coeficientes positivos que no corresponden a enlaces pueden
interpretarse como la probabilidad de saltar a cualquier otra pagina sin seguir un
enlace (por ejemplo, cargando una direccién nueva en el navegador). Los coeficientes

149



positivos en la diagonal como la probabilidad de prolongar la visita a la pdgina en la
que se estd, simplemente quedandose, o recorriendo un enlace interno. El vector

P ~ (0,2355, 0,1216, 0, 3513, 0,2916) € P

es un vector propio de (5.8) con valor propio 1, que propone el siguiente orden de im-
portancia para los nodos (pdginas): 3, 4, 1, 2. El teorema 5.3 asegura que es el tinico
en P. Tampoco puede haber otros vectores propios que tengan todos sus coeficientes
no negativas (ver la parte ejercicio 3 del ejercicio 5.16). Ademds de la interpretacién
como un vector de puntajes, P tiene significado probabilistico: su i-ésima entrada es la
probabilidad de estar en el nodo ¢ de la red luego de haber estado vagabundeando por
ella un tiempo suficientemente largo, muy largo, como para que el efecto de la condi-
cién inicial (dada por nuestra pagina de partida) ya se haya olvidado. Recomendamos
al lector consultar [3] para una explicacién més detallada y nuevas referencias.

5.2.2 Ejercicios adicionales

Ejercicio 5.15. Si M es una matriz de transicién mostrar que la desigualdad
(5.9) [MX[[1 <[ X[y

se satisface para cualquier vector X en R"”.

Ejercicio 5.16. M representa una matriz de transicion.

1. Mostrar que todos los valores propios de M, reales o complejos, que sean
distintos de 1 tienen mdédulo estrictamente menor que 1. Sugerencia: usar el
teorema de los circulos de Gerschgorin.

2. Mostrar que si M tiene todas sus coeficientes positivos entonces la dimension
de ker(M — I)) es igual a 1. Sugerencia: cualquier vector X € R"™ puede
descomponerse de manera tnica como X = AE + Y donde E es un estado
estacionario para M, y los coeficientes de Y suman 0.

3. Mostrar que si M tiene todos sus coeficientes positivos y X es un vector
propio de M con coeficientes mayores o iguales que cero, entonces el valor
propio que corresponde a X es 1.

Ejercicio 5.17. Completar una prueba del teorema 2.20, pagina 75 para el caso
particular de matrices de transicion.

Ejercicio 5.18. Si M es una matriz de transicién con todos sus coeficientes positivos
y E un estado de equilibrio para M, mostrar que todos los coeficientes de E son
positivos, jes cierto el resultado para matrices de transicion cualesquiera?

Ejercicio 5.19. Diremos que una matriz de transicion es reqular si alguna poten-
cia MP* tiene la propiedad de que todos sus coeficientes son positivos.

1. Mostrar que el teorema 5.3 también es cierto para matrices de transicién
regulares.

150



OMAR GIL

2. Mostrar que para una matriz M de transicién regular
dim(ker(M —I)) = 1.

Ejercicio 5.20. Una matriz de transicién se llama doblemente aleatoria si también
los coeficientes de cada fila suman 1. Si los coeficientes de una matriz doblemente
aleatoria son positivos, jcudl es su tnico estado estacionario?
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Capitulo 6: Cdbdigos correctores de errores

Cuando se almacena o transmite informaciéon siempre se corre el riesgo de cometer
un error o perder una parte de los datos a lo largo del proceso. Por esta razon, toda
la tecnologia de la informacién incorpora procedimientos automaticos de correcciéon
de errores. La idea bésica es simple: tal como una persona guarda muchas copias de
una informacién importante o repite varias veces algo que desea transmitir con preci-
sién, la informacion se almacena y procesa con cierta redundancia. Esta redundancia
artificial se administra inteligentemente gracias al uso de estrucutras matematicas
adecuadas. En este capitulo ofrecemos al lector una breve introduccién a esta area de
las matemadticas contemporéaneas, que nacié cuando comenzaba la segunda mitad del
siglo veinte.

En la seccién 6.1 introduciremos esta idea de redundancia y mostramos los pri-
meros ejemplos de cédigos detectores y correctores de errores. La seccién 6.2 presenta
una interpretacién geométrica de los procesos de codificacién y recuperacién de la
informacion. Por ultimo, en la seccién 6.3 dejamos que las estructuras geométricas y
algebraicas interactiien. Terminamos presentando los importantes codigos de Reed-
Solomon, que, aunque no lo notemos, todos los dias trabajan para hacer nuestra vida
mas agradable.

Un aspecto a destacar es que en esta seccién practicamente toda el dlgebra se
hara sobre cuerpos finitos, esencialmente sobre Zs. En el apéndice B hemos incluido
la informacion sobre cuerpos finitos necesaria para este capitulo, que en realidad es
muy poca. El lector interesado puede consultar también la monografia [8].

6.1 Deteccién y correccién de errores

Presentamos en esta seccién la nocién de digito de control, su uso para dar distintos
niveles de proteccién a la informacién. y la idea de que emplear digitos de control es
equivalente a imponer ecuaciones algebraicas sobre los registros de ceros y unos.
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6.1.1 Control de paridad y otros digitos de control

La informacion digitalizada se representa usando dos caracteres, el cero y el uno. Cada
caracter almacena un bit de informacion. Los bits se agrupan en unidades de mayor
tamano. Por ejemplo, en las listas de ocho bits denominadas bytes', pero considera-
remos listas de cualquier longitud formadas por ceros y unos.

Una manera de proteger las listas X = (x1,...,x,) de longitud n contra posibles
alteraciones o pérdidas de informacién es convenir en utilizar sélo aquellas que tengan
una cantidad par de unos. Esta condicién admite la representacion algebraica

(6.1) r1+x0+ -+ 2, =0, (In()d 2).

Ejercicio 6.1. Supondremos que todos los bytes de este ejercicios satifacian una
ecuacién como (6.1) cuando fueron almacenados.

1. Se recuperan los bytes (1,0,1,0,0,0,1,1) y (1,0,1,1,1,0,0,1), jde cudl de
ellos podemos asegurar que ha sido alterado?, ;podemos estar seguros de que
el otro no ha sufrido modificaciones?

2. Al intentar recuperar un byte se lee (0,1,1,1, ,0,1,1) donde falta la informa-
cion de la tercera posicion, jqué conjeturamos que habrd que poner?, ;pode-
mos tener certeza de nuestra respuesta?

Imponer sobre X la condicién (6.1) significa que s6lo podemos usar n — 1 de los
n bits para almacenar informacién. El restante quedard determinado por (6.1). Es
usual referirse a los caracteres extra, que no agregan nueva informacién pero intro-
ducen una redundancia que protege a la informacién contra pérdidas y alteraciones
como a caracteres de control, o digitos de control, cuando se trata de nimeros. Una
ecuacién como (6.1), que fuerza una cantidad par de unos se llama control de paridad.
Al digito que se agrega para satisfacecer un control de paridad le llamaremos digito
de control de paridad, o simplemente control de paridad.

Ejercicio 6.2. Hallar el digito de control que hay que agregar a la informacion
(1,0,0,1,1,0,0) para producir un byte que satisfaga el control de paridad (6.1).

Observaciéon 6.1. Controles de paridad y Z,. La aritmética médulo 2 es la
aritmética del cuerpo finito Zs y se adapta perfectamente a nuestro propésito: permite
manejar los dos simbolos 0 y 1 necesarios para representar la informacion digital, y
expresar la condicién (6.1) como una sencilla ecuacién lineal homogénea. Por lo tanto,
consideraremos a partir de ahora las listas X de longitud n como elementos del espacio
vectorial Zy, y utilizaremos la aritmética médulo 2 sin hacer mencién explicita de ello.

1Bl término espafiol para byte es “octeto”, pero conservaremos la forma inglesa, de uso mads
extendido.
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Observacion 6.2. A partir de un dnico control de paridad en un byte no podemos
detectar un niimero par de errores. Pero esta situacién problematica requiere al menos
dos errores, lo que es, en general, mas improbable que sufrir uno sélo. Todas las
técnicas de proteccién contra errores tienen esta caracteristica: no pueden evitar que
haya errores indetectados, pero disminuyen la probabilidad de que ocurran hasta un
nivel en que las comunicaciones se vuelven fiables.

Observacion 6.3. Digitos de control y la vida cotidiana. Los digitos y caracte-
res de control estan incorporados a muchos nimeros de identificacién de uso corriente.
Por ejemplo, en el sistema EAN13 que genera los c6digos de barras que aparecen en el
exterior de los envases de los articulos de consumo, en el ISBN que sistematiza los re-
gistros bibliogréficos, y en los nimeros de los documentos de identidad. Se determinan
por ecuaciones algebraicas como (6.1), pero usando otras aritméticas, por ejemplo,
médulo 10, médulo 11, médulo 23, etcétera. Son una posible fuente de inspiracién
para actividades en el aula, razon por la recomendamos hacer el siguiente ejercicio.

Ejercicio 6.3. Investigar sobre el uso de digitos de control en la vida corriente, y
sobre las propiedades matematicas de los distintos sistemas.

Un poco de jerga:

= utilizaremos la palabra error para indicar la sustitucién de un caréacter por
otro diferente;

» cuando un cardcter se pierde en una posicién conocida (como en la parte 2
del ejercicio 6.1) hablaremos de una borradura;

» Llamaremos palabras a los elementos de Z5.

Observacién 6.4. Para representar los elementos de Zi emplearemos en muchos
lugares de este capitulo una notaciéon concisa que omite las comas y paréntesis. Ha-
ciendo uso de ella escribimos, por ejemplo, (1,0,1,0) como 1010 y (0,0,0,0,0,0,0)
como 0000000.

6.1.2 El cédigo de repeticion

. Cuantas veces hemos repetido algo hasta el cansancio para asegurarnos de que es
entendido? Si queremos comunicar una de dos alternativas, como NO o Sf, podemos
representarlas por un bit de informacién, 0 o 1. Luego, en vez de transmitir 0 o 1,
transmitiremos uno de los dos vectores

(6.2) 00...0 11...1

de Z%, en los que simplemente repetimos n veces el mensaje 0 o 1. El conjunto formado
por las dos palabras en (6.2) recibe el nombre de cddigo de repeticion de longitud n.

Ejercicio 6.4. Supongamos que A acuerda con B que le transmitird el mensaje 0 o
1 usando el cédigo de repeticion de longitud n.

155



1. Mostrar que si en la transmisién se producen menos de n errores B notard que
hubo problemas en la transmision, pero que si se producen exactamente n
errores B recibird el mensaje equivocado.

2. Mostrar que si n es impar, de la forma n = 2e + 1 con e natural, y en la
transmisién se producen no mas de e errores entonces B puede interpretar
correctamente el mensaje.

3. Mostrar que si se producen menos de n borraduras B puede interpretar el
mensaje.

4. Analizar cudles son las combinaciones de errores y borraduras que pueden
producirse sin que B pierda su capacidad de interpretar correctamente el
mensaje.

6.1.3 Los codigos de Hamming

Los controles de paridad s6lo permiten detectar errores o corregir borraduras, y los
cédigos de repeticién son ineficientes, porque practicamente toda la informacién es
redundante. Los cdédigos de Hamming son un primer ejemplo de cédigos con una
estructura y propiedades interesantes, y permiten corregir un error.

Observacion 6.5. La expresion “corregir un error” significa que si en la transmisién
se produce un error el mensaje puede recuperarse correctamente, pero no asegura que
si se producen dos se recuperard un mensaje con un error sélo. En general, cuando
digamos que un cédigo es capaz de “corregir e errores” la expresion significara que si
se producen hasta e errores en un mensaje sera correctamente decodificado. Pero, en
principio, para més de e errores puede pasar cualquier cosa.

Nota Histérica 6.1. Richard Hamming, pionero en el drea de la correccion au-
tomdtica de errores, introdujo los cédigos de Hamming hacia fines de la década de
1940. Una discusion detallada de su construccion y propiedades aparecio en 1950, en
un articulo titulado Error detecting and error correcting codes. En esos anos
nacian los codigos correctores, y también la teoria de la informacion, que esencialmen-
te tomd forma a partir del celebrado articulo de Claude Shannon, A mathematical
theory of information, publicado en 1948. La teoria de Shannon constituye uno de
los fundamentos de toda nuestra tecnologia de comunicaciones y almacenamiento de
datos, por lo que su impacto en la vida moderna es de una dimension dificil de aqui-
latar. Un teorema central de su teoria asegura que es posible transmitir informacion
con una probabilidad de error tan baja como se desee, con tal de codificarla adecuada-
mente. Este resultado, que aparece en el articulo de 1948 junto con una breve noticia
de los codigos de Hamming, contintda estimulando hasta el dia de hoy la busqueda de
buenos codigos que hagan realidad la promesa que contiene.

Un tnico control de paridad, que puede satisfacerse o no, no aporta informacién
suficiente para més que decidir entre una de dos posibilidades. Por ejemplo, permite
distinguir entre que no se produzca ningun error o haya exactamente uno, pero en este
caso no nos dice dénde se produjo. La idea de Hamming fue aplicar sobre una lista
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X € Z75 varios controles de paridad simultdneamente, cada uno de ellos actuando sélo
sobre algunos de los bits de X, de modo de que aporten informaciones independientes
unas de otras.

La primera pregunta que debié responder fue jcudntos controles de paridad son
necesarios para identificar los posibles patrones de error que se quiere corregir?

Como nuestro propdsito es corregir un error (sin preocuparnos de lo que puede
ocurrir cuando aparezcan més errores) en una lista de longitud n, debemos ser capaces
de distinguir los siguientes casos:

1. para cada valor de i entre 1 y n, que haya un error en el lugar i. Esto hace
un total de n posibilidades;
2. el caso adicional de que no exista error alguno.

Completamos asi n + 1 alternativas diferentes. Por otra parte, un control de paridad
puede arrojar dos resultados posibles: satisfacerse o fallar. Dos controles tienen cuatro
posibilidades, y si se usan m pueden generar hasta 2" patrones diferentes de aciertos
y fallos. Por tanto, si deseamos poder distinguir entre n + 1 posibilidades diferentes
a partir de la aplicacion de m controles de paridad necesitamos que m y n sean tales
que se satisfaga

(6.3) 2™ >+ 1.

Cada control de paridad que impongamos sobre posiciones de una lista implica forzar
el valor de un bit, que haré las veces de digito de control. Si queremos m controles de
paridad sobre una lista de longitud n nos quedaran

k=n—-—-m

bits de informacién. Los valores en los otros m se calculardn a partir de los k con
informacién. Para cada valor de m dado, escogeremos

n=2"—-1,
que es el valor de n més grande que satisface (6.3). Quedan entonces
n—m=2"-m-—1

bits de informacion.
Mostraremos como distribuir eficientemente los controles de paridad analizando
el caso

m=3 n=2-1=7k=7-3=4,

con 3 bits de control y 4 con informacién. La observacién clave es la siguiente: cada
uno de los nimeros del 1 al 7 que identifican las posiciones de una lista

X = (1, %2, T3, T4, T5, Tg, T7) € L
puede representarse en notaciéon binaria por medio de un patron de tres digitos:
1 =001, 2=010, 3 =011, 4 =100, 5 =101, 6 =110, 7 =111.
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Aplicaremos los controles de paridad para que sus fallos vayan revelando las cifras de
la escritura en base 2 del lugar del error. El caso 000 en que todos los controles se
satisfacen corresponderd a la situacién en que no hay error.

El primer control que impondremos es la condicién

(64) T4+ 5+ 6 + 27 = 0.

Si se produce un error en las posiciones 4, 5, 6 o 7 este control devolvera el valor 1
en vez de 0, indicando que la primera cifra del lugar de error es un 1. Siguiendo la
misma légica, pero ahora con la segunda cifra del lugar del error, el segundo control
es

(6.5) To + 13+ 26 + 27 = 0.
El tercero,
(6.6) T+ a3+ 25 + 27 =0,

define si el hipotético error estd en una posicién identificada por un niimero par o por
un impar.

En resumen, las listas X en nuestro cédigo son las soluciones del sistema de
ecuaciones

T, + a3+ x5 + 27 =0,
(6.7) To 4+ x3+ g + 7 =0,
Ty + x5+ x5 + 27 =0.

Es directo ver que del sistema (6.7) se pueden despejar facilmente z1, xo y x4,
que quedan expresadas en términos de x3, T5, Tg y 7 como

Ty =23+ x5 + 7,
(6.8) T2 = T3 + Tg + X7,
Ty = T5 + Tg + T7.

Esto sugiere emplear los lugares 3, 5, 6 y 7 para guardar cuatro bits con informacion,
y usar las posiciones 1, 2 y 4 como los digitos de control que aseguren (6.7).
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A continuacién presentamos las 16 elecciones posibles para s, x5, xg, 7, junto
a la palabra X € ZJ que cada eleccién genera

(I37$5,$67I7) (I17I2,$3,I4,I57I67I7)

0000 0000000
1000 1110000
0100 1001100
0010 0101010
0001 1101001
1100 0111100
1010 1011010
(6.9) 1001 0011001
0110 1100110
0101 0100101
0011 1000011
1110 0010110
1101 1010101
1011 0110011
0111 0001111
1111 1111111

Ejemplo 6.1. Transmitiendo una “n”. La letra efie tiene el nimero 164 en la
codificacién Latin 1. La expresion binaria de 164 es 10100100, que podemos dividir
en los bloques 1010 y 0100 para su trasmisién con la ayuda del cédigo de Hamming.
Codificamos 1010 como 1011010, y 0100 con 1001100, segun la tabla (6.9).

Si en la trasmisién del primer bloque el mensaje se adultera en 1001010, cuando
el receptor aplica los controles de paridad (6.7) obtiene

14+0+140=0,
(6.10) 04+0+14+0=1,
1+040+0=1.

Concluye que ha habido un error en el lugar con expresiéon binaria 011, el tercero.
Corrige este error modificando la tercera entrada en la lista, y recupera 1011010. Al
eliminar los digitos de control el mensaje se interpreta como 1010, que fue lo que se
intentd transmitir.

Supongamos ahora que el segundo bloque se ve contaminado por dos errores, y
quien espera el mensaje recibe 1111100. Ahora los controles de paridad arrojan el
resultado

1+1+1+0=1,
(6.11) 14140+0=0,
14+140+0=0,
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que sugiere corregir el primer lugar de la lista. Al hacerlo obtenemos erréneamente
0111100, que a su vez es mal decodificado como 1100. En este caso el codigo no es
capaz de recuperar correctamente el mensaje. Mas atn, al intentar eliminar los errores
todavia agregamos un error mas en la lista de siete niimeros. Esto ocurre porque hemos
superado la capacidad de correccién del codigo. El diseno de este c6digo de Hamming
es capaz de corregir un error. Cuando hay dos errores el cédigo todavia es capaz de
alertarnos, pero ya no tiene capacidad de recuperar la palabra correcta.

Ejercicio 6.5. Suponiendo que se emplea el cédigo de Hamming para codificar men-
sajes de cuatro bits en palabras de siete bits, usando las férmulas (6.8) o la tabla (6.9),
hallar las palabras de cuatro bits que corresponden a la recepcién de cada una de los
siguientes mensajes de siete bits:

1. 0111100;
1000110;
1000010;
11.0110, en que se ha perdido el tercer bit.
11.1.11.

i Siempre es posible interpretar correctamente un mensaje con dos borraduras?

G W

Ejercicio 6.6. Mostrar que el cédigo de Hamming que corresponde a m = 2 es el
codigo de repeticién que consiste en repetir 3 veces cada bit, ;qué codigo se obtiene
para m = 17

6.1.4 La nocién de cédigo y un poco de jerga

Definicién 6.1. Cédigos, palabras cédigo y codificacion Un cddigo de longitud
n sobre Zso es un subconjunto C no vacio de Z5. Llamaremos palabras codigo, o sim-
plemente palabras a cada uno de los elementos del c6digo. Una codificacion de Z& es
una funcién biyectiva entre Z§ y un cédigo C C Z3.

Ejemplo 6.2. Al agregar un digito de control de paridad a cada palabra de Z% se
genera un c6digo formado por la mitad de los vectores en Zg“. Sus palabras cédigo
son las listas X con un numero par de unos. La codificacion simplemente consiste en
agregar el digito de control.

Ejemplo 6.3. El cédigo de repeticién de longitud 3 es
{000,111} C Z3.
Su codificacion es 0 — 000, 1 +— 111.

Ejemplo 6.4. El cédigo de Hamming de longitud 7 estd formado por la lista de
palabras cddigo que aparece en la segunda columna de (6.9). La funcién de codificacion
copia la palabra original en los lugares 3, 5, 6 y 7, e intercala en los lugares 1, 2 y 4
los digitos de control que producen las férmulas (6.8).
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Observacion 6.6. La definicién 6.1 de cddigo puede extenderse a cualquier conjunto
de simbolos. Las palabras no tienen por qué estar en Z5. Por ejemplo, en la seccién
6.3.3 daremos ejemplos de codigos construidos sobre otros cuerpos finitos.

El diccionario del idioma espanol puede verse como un ejemplo de codigo: es un
subconjunto de todas las posibles palabras formadas con letras de nuestro alfabeto.
El hecho de que no todas las palabras estén en el diccionario pernite cortegir au
omaticalente angunos errotes. ;Lo ha notado el lector?

6.1.5 Ejercicios adicionales

Ejercicio 6.7. Buscar informacion sobre Shannon, los aspectos matematicos de la
teoria de la informacion y el impacto de esta teoria sobre nuestra vida cotidiana.

Ejercicio 6.8. Ademas de la correccién automdtica de errores, otras dos grandes
areas del procesamiento de la informacion son la compresion y la criptografia. Buscar
informacién sobre las matemdticas involucradas en ellas. La referencia [2] puede ser
un buen comienzo.

Recordemos que la distancia de Hamming entre dos palabras de la misma longitud
no es otra cosa que la cantidad de lugares en que difieren (ver la definicién 1.8, en la
pagina 40).

6.2 La distancia de Hamming en Zj

Cuando se transmiten palabras de un cédigo los errores resultan evidentes porque
producen palabras extranas al cédigo. Se corrigen volviendo a la palabra cédigo mas
cercana, en el sentido de la distancia de Hamming.

6.2.1 Decodificaciéon por el vecino mas préximo

Cuando en una transmisién de palabras de un cédigo C se recibe una palabra X
que no pertenece a C adoptaremos el siguiente criterio del vecino mds prorimo para
su decodificacién: interpretaremos que se ha trasmitido la palabra Y € C que hace
minima la distancia de Hamming d(X,Y’) entre todas las palabras cédigo. Notemos
que Y es la palabra cédigo que coincide con X en la mayor cantidad posible de
posiciones. La distancia de Hamming dota de sentido geométrico a este criterio de
sentido comun, que también tiene sentido estadistico como estimador bayesiano o de
méxima verosimilitud. Por nociones de inerencia estadistica ver la monograffa [10].

Ejercicio 6.9. Verificar que la decodificacién de las palabras con errores en el ejem-
plo 6.1 siguid el criterio del vecino mas proximo.

Ejercicio 6.10. Mostrar que el criterio del vecino més préximo aplicado a la deco-
dificacion de un cédigo de repeticion de longitud n = 2e + 1 implica que el receptor
entenderd que se le ha trasmitido el simbolo que aparece mds veces. ;Qué puede
ocurrir si n = 2e?
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El sentido de codificar las palabras es aumentar la distancia de Hamming entre
ellas: cuanto mads se separan mas dificil es confundirlas.

Ejemplo 6.5. La distancia de Hamming entre 0100. y 0000 es 1, en tanto que entre
01001 y 00000 es igual a 2. Aumentd en una unidad al agregar un bit de control de
paridad.

Ejemplo 6.6. La distancia entre los simbolos 0 y 1 es igual a 1. Al codificarlos con
un codigo de repeticién de longitud n estamos aumentando su distancia a n.

Ejercicio 6.11. Buscar informacién sobre alfabetos telefénicos como alpha, bravo,
charlie, ..., o alicia, beatriz, carolina, ..., e interpretar su uso en términos de los
conceptos de esta seccién.

Ejercicio 6.12. Verificar que al usar el cédigo de Hamming (6.9) para codificar pa-
labras de Z3 como palabras cédigo en Z7 la distancia entre palabras siempre aumenta
entre 1 y 3 unidades, ;puede el lector detectar los casos extremos?

La distancia entre las palabras cédigo diferentes mas proximas entre si, es un
pardametro que caracteriza la capacidad de correcciéon de un cédigo.

Definicién 6.2. Distancia minima de un cédigo. La distancia minima d entre
las palabras de un cédigo C es

d=min{d(X,Y); X,Y€C,X #£Y}.

Ejemplo 6.7. Un posible c6digo en Z% es todo Z%. Su distancia minima es 1. Este
cddigo es inttil para detectar o corregir errores.

Ejemplo 6.8. El cdédigo C C Z;H que resulta de agregar un digito de control de
paridad a las palabras de Z3 tiene distancia minima 2.

Ejemplo 6.9. La distancia minima del c6digo de Hamming (6.9) es 3. Puede mostrar-
se examinando el cédigo pero es trabajoso. En la seccién 6.3 lo mostraremos haciendo
uso de su estructura lineal.

Proposicion 6.3. Capacidad de correcciéon de un cédigo.
Un cddigo C con distancia minima d = 2e + 1 puede corregir e errores.

Demostracion. Supongamos que en una palabra cédigo X se introducen m < e
errores que producen otra palabra X’. Entonces d(X’, X) = m < e. Si hubiera una
palabra Y € C tal que d(X’,Y) < d(X’, X) tendriamos

d(X,Y) <d(X,X')+d(X')Y)<e+e=2e<2e+1=d,

en contradiccién con que d es la distancia minima del cédigo. Por lo tanto el criterio
del vecino més préximo decodifica correctamente X’ como X. O

Aumentar la distancia minima tiene su costo: puede aumentar a lo sumo una
unidad por cada digito de control que se agregue en la codificacion.
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Proposiciéon 6.4. Cota de Singleton.
Cuando las palabras de 7% se codifican usando un cédigo C C Z3 la distancia minima
d de C satisface

(6.12) d<n—k+1.

Demostracion. Consideremos las primeras k—1 posiciones en las palabras del cédigo.
El cédigo contiene 2% palabras, pero estas primeras k — 1 posiciones sélo dan lugar
a 2F~1 posibles configuraciones. Entonces hay dos palabras cédigo X e Y diferentes
que coinciden completamente en sus primeras k — 1 posiciones, de modo que X e Y
pueden diferir a lo sumo en las restantes n — k + 1 posiciones. Esto implica

d<dX,)Y)<n—k+1.

6.2.2 Ejercicios adicionales

Ejercicio 6.13. Mostrar que la distancia de Hamming es invariante por traslaciones,
en el sentido que satisface

AX,Y)=d(X + Z,Y + 2).

Ejercicio 6.14. Generalizar la proposicién 6.3 a codigos de distancia minima par
d = 2e.

Ejercicio 6.15. Reparacion de borraduras. Mostrar que si un cédigo tiene dis-
tancia minima d y se borran no mas de d — 1 entradas de una palabra cédigo X,
entonces la palabra original puede recuperarse correctamente.

Ejercicio 6.16. Estudiar si el c6digo de Hamming (6.9), los cédigos de repeticién y
los codigos de control de paridad satisfacen con igualdad la cota de Singleton.

Ejercicio 6.17. Mostrar que se puede ser muy torpe y codificar Z§ con un cédigo
C C Z% que tenga distancia minima 1, jse puede hacer algo peor sin violar la condicién
natural de que la funcién de codificacién sea biyectiva?

Ejercicio 6.18. Escojamos k — 1 ndmeros i1, ...,i,—1 en {1,2,...,n}. En las hipéte-
sis de la proposicién 6.4, mostrar que C contiene al menos dos palabras diferentes
que coinciden completamente sobre las k¥ — 1 posiciones z;,, %;,,...,%i,_,. (Puede

enunciarse un resultado analogo para una posicién?, ;y para un numero cualquiera
de posiciones?

6.3 Coddigos lineales

Los cédigos que hemos examinado hasta el momento tienen una estructura lineal:
son subespacios vectoriales del espacio vectorial Z5. En esta seccién veremos como la
estructura lineal facilita la codificacion, la decodificacién y el calculo de la distancia
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minima. La interacciéon entre las estructuras algebraica y geométrica que generan,
respectivamente, las operaciones lineales en Z3 y la distancia de Hamming, es esencial
para poner un poco de orden en el pandemonio de ceros y unos de la informacién
digital y crear codigos utiles para las aplicaciones.

Definicién 6.5. Un cddigo lineal es un subespacio vectorial de Z7.

La longitud n de las palabras en un cédigo lineal, la dimensién k del cédigo y
la distancia minima d entre sus palabras son pardmetros importantes. Llamaremos
c6digo lineal [n, k, d] a un cédigo lineal con estos pardmetros.

Ejemplo 6.10. Cédigo de Hamming [7,4,3]. El cédigo de Hamming (6.9) est4 for-
mado por las soluciones en ZJ del sistema lineal (6.7). Es un cédigo lineal de dimen-
sién 4, que es el ntcleo de la matriz

0001111
(6.13) c=|01100 11/,
1010101

que tiene rango 3. Observemos que en las columnas de C aparecen las expresiones
binarias de los ntiimeros del 1 al 7.

Las reglas de codificacién especificadas por las férmulas (6.8) también admiten
una expresion matricial, en la forma

1 110 1
o 101 1
3 100 0 3
(6.14) z | =10 1 1 1 5
s 0100 6
6 0010 o
2| [0 0 0 1]

El cédigo de Hamming es entonces igual a la imagen de la matriz 7 x 4, de rango 4,
en (6.14). Ya hemos observado que la distancia minima de este c6digo es 3 pero atin
no lo hemos probado.

Un cddigo lineal [n, k, d] siempre puede caracterizarse por n—k ecuaciones lineales
y representarse como el nicleo de una matriz (n — k) x n de rango n — k, a la que
llamaremos matriz de control del codigo. También puede representarse como la imagen
de cualquier matriz k£ x n cuyas k columnas sean una base del cédigo. Llamaremos
matriz de codificacion a cualquiera de estas matrices. Cada matriz de codificacion G

164



OMAR GIL

define una codificacién?®
X — GX,
7k —C czk,

que es una funcién biyectiva entre Z%, el conjunto de palabras con k simbolos, y el
cédigo C, formado por todas las palabras cédigo.

Ejemplo 6.11. La matriz C' en (6.13) es una matriz de control para el cédigo de
Hamming [7.4,3]. Es también la matriz 3 x 7 que aparece en la portada de esta
monografia, aunque alli esté representada con unos coeficientes poco convencionales.
En el miembro de la derecha de la férmula (6.14) aparece una matriz de codificacién
para este mismo cédigo.

Ejemplo 6.12. El conjunto de palabras de longitud n + 1 que satisfacen un control
de paridad es un cédigo lineal con pardmetros [n+ 1, n,2]. Una matriz de codificacién
es

1 0 0 1
o1 ... 01
0 0 0 1

y una matriz de controles C =11 ... 11]. Ges(n+1)xny Ceslx(n+1).
Ejemplo 6.13. Los cddigos de repeticién son cédigos lineales [n, 1, n].

Ejercicio 6.19. Hallar una matriz de codificacién y una matriz de control para los
codigos de repeticién.

Ejemplo 6.14. El cédigo de Golay La imagen de la matriz

G=[lLy M,

2Lo habitual en la literatura de c6digos lineales es escribir a las palabras como matrices fila, y
no como columnas. Si hubiéramos adherido a esta convencién y abandonado la escritura de vectores
como columnas que hemos usado a lo largo de la monografia, la férmula de codificacién habria
tomado el aspecto X — X G, con una matriz de codificacién G que seria la traspuesta de “nuestra”
matriz de codificacién.
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donde el bloque I;5 indica a la matriz identidad 12 x 12 y

(1 1.0 1 110 0 0 1 0]
01101110001
10110111000
01 011011100
00101101110
Mo |000 10110111
10001011011
11000101101
11100010110
01 11000T1TU0T1°1
10111000101
11111111111

[

es un c6digo lineal con pardmetros [23, 12, 7] que recibe el nombre de Cddigo de Golay

binario.

Nota Histérica 6.2. El cddigo de Golay aparecic en una breve nota publicada
en 1949, en los albores de la teoria de los cddigos correctores de errores. Se le pre-
senta alli directamente, como el resultado de una busqueda no exhaustiva basada en
consideraciones combinatorias. La busqueda fue ezitosa, porque encontré un objeto
realmente interesante, con una rica estructura cuyo estudio escapa al objetivo de esta
monografia.

La verificacién de que las palabras cddigo tienen longitud 23 y el cédigo dimen-
sién 12 es directa a partir de G. El andlisis de su distancia minima es més complejo,
y lo obviaremos.

6.3.1 Distancia minima en cédigos lineales

La estructura lineal permite simplificar el calculo de la distancia minima, porque
reduce el problema de determinarla a calcular las distancias de las palabras cddigo a
la palabra nula O, que tiene ceros en todas las posiciones. La distancia de una palabra
X a O es igual a la cantidad de coeficientes no nulos que contiene X. Es habitual
llamar peso de la palabra a esta ndmero, y designarlo con la expresién w(X) (en
la que el lector seguramente habréd adivinado la primera letra de la palabra inglesa
“weight”).

Proposicién 6.6. SiC es un cddigo lineal [n, k,d] su distancia minima d es igual al
menor de los pesos w(X) entre las palabras X no nulas de C.

Demostracién. Para X ¢ Y en C tenemos
dAX,Y)=d(X-Y, Y -Y)=dX -Y,0) =w(X -Y).

Como el cédigo es lineal X —Y € C, y X —Y # O si y s6lo si X # Y. Por lo tanto,
el conjunto de las distancias entre palabras cédigo diferentes coincide con el de los
pesos de las palabras cédigo diferentes de O. O
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Ejemplo 6.15. Al examinar la lista de las 15 palabras no nulas en el cédigo de
Hamming [7, 4, 3] encontramos palabras de pesos 3, 4 y 7. Esto implica que la distancia
minima entre palabras del cédigo es 3.

Ejercicio 6.20. Mostrar que la distancia minima de un cédigo es igual al menor
cardinal de una familia linealmente dependiente formada por columnas de su matriz
de control.

Ejercicio 6.21. Los cédigos de Hamming [2" —1,2™ —m — 1, 3]. Para m natural
cada uno de los 2™ vectores en Z3* contiene la expresién binaria de uno de los nimeros
naturales 0,1,...,2™ — 1. Sea C la matriz m x (2™ — 1) que tiene como columnas a
todos los vectores no nulos de Z3*, ordenados segtin el niimero natural que representan.
Mostrar que C' tiene rango m, y es la matriz de control de un cédigo [2™ — 1,2™ —
m — 1,3]. Sugerencia: usar el ejercicio 6.20 para hallar la distancia minima de estos
cédigos.

6.3.2 Decodificaciéon por sindromes

Sea C un cédigo lineal C [n, k, d], con matriz de control C. Una palabra X estd en C si
y sblo si CX = O, donde O tiene longitud n — k. Pero si la palabra se ve perturbada
por un vector de error Z que hace que el resultado Y = X + Z no esté en el cédigo,
al pasarla por la matriz de control resulta

(6.16) CY =C(X+2)=CX+CZ=CZ+#0,

lo que delata la presencia de un error. Observemos que el resultado en (6.16) sélo
depende del error Z, no de X. Llamaremos a (6.16) el sindrome s(Y) de la palabra Y.
Naturalmente, las palabras de C tienen sindrome O.

Ejemplo 6.16. Los sindromes de
1111111, 1001010, 1111100
para la matriz de control (6.13) del c6digo de Hamming [7, 4, 3] son, respectivamente,
000, 011, 100.
La primera palabra estd en el cédigo. Las otras dos no.

El criterio del vecino més préximo implica que si S(Y) # 0 debemos asumir que
el error Z es el de peso minimo que produce el sindrome s(Y').

Para el c6digo de Hamming [7,4, 3] esto es muy fdcil de implementar: cada uno
de los siete posibles sindromes no nulos es una de las columnas C; de la matriz de
control (6.13). Para cada columna C; el error E;, el i-ésimo vector en la base candnica
de Z7, tiene peso 1y sindrome s(E;) = C;, y no hay palabra de peso menor que pueda
producir ese sindrome.

Por lo tanto, si S(Y) = C; entonces asumimos que Y = X + F;, donde X es
una palabra cédigo. Por lo tanto X =Y + F; se recupera sumando E; a la palabra
contaminada, lo que es exactamente lo mismo que cambiar la posicién i de Y.
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Ejemplo 6.17. La primera palabra del ejemplo 6.16 ya esta en el cédigo de Hamming
y no requiere correccién. El sindrome de la segunda sugiere que su error es 0010000 y
debe corregirse a la palabra cédigo

1001010 + 0010000 = 1011010.

Tal como adelantdbamos, la correccién consiste en cambiar el 0 de la tercera posicién
por un 1. Para corregir la tercera modificaremos directamente la posicién del error,
sin pasar por los calculos intermedios. El resultado es 0111100.

Ejercicio 6.22. Supongamos que el lector espera mensajes (x1, 2,3, z4) codifi-
cados con el cédigo de Hamming [7, 4, 3] por medio de la codificacién (6.14). Usar el
procedimiento de calcular sindromes por medio de C' para decodificar los mensajes
0111011 y 1110110.

Ejercicio 6.23. Mostrar que para cada palabra X de ZJ que no est4 en el cédigo de
Hamming, existe una unica palabra cédigo que estd a distancia 1 de X. Extender el
resultado a la familia de cédigos de Hamming [2™ — 1,2™ —m — 1, 3].

El ejercicio anterior implica que cada c6digo de Hamming es un buen cubrimiento
de 72" ~!. Esta es una notable propiedad combinatoria del cédigo de Hamming.

Ejercicio 6.24. Buscar informacién sobre las propiedades combinatorias y las apli-
caciones de los c6digos de Hamming y de Golay.

6.3.3 Codigos de Reed Solomon

Los ejemplos de cédigos que hemos presentado hasta ahora son insuficientes para
la mayoria de las aplicaciones préacticas, pero este no es el caso de los codigos de
Reed-Solomon.

Nota Histdrica 6.3. Los cddigos de Reed-Solomon fueron introducidos en 1960 por
Irving Reed y Gustave Solomon. Para volverse de uso prdctico tuvieron que esperar a
que en 1968 Elwyn Berlekamp desarrollara un algoritmo de decodificacion eficiente.
A partir de entonces fueron incorporandose a los estdndares de comunicaciones de la
NASA y la agencia espacial europea. En 1980 llegaron a nuestras casas, como parte de
los procedimientos de codificacion de los discos compactos, y alli se quedaron. Porque
siguen en nuestros CDs, y también los emplean los DVDs y la telefonia digital.

Necesitamos un ejercicio preparatorio.

Ejercicio 6.25. Extender la definicién de cédigo lineal a subespacios de K", donde K
es cualquier cuerpo finito. Mostrar que las nociones de matriz de control y matriz de
codificacién siguen teniendo sentido, que también es valida la cota de Singleton (6.12),
y que la distancia minima es igual al peso minimo de las palabras no nulas.

La construccién de los cédigos de Reed-Solomén estd basada en asociar a cada
palabra
k
P = (ap,ai,...,ax-1) €K
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construida sobre un cuerpo finito K el polinomio

Plz]=ag+ a1z + -+ ap_12° L.

Luego P se codifica evaluando P[z] sobre n de los elementos de K, con n > k. La idea
basica de esta construccién es que k de las n evaluaciones bastaran para recuperar
los k coeficientes del polinomio. Las restantes n — k son redundancia, que protege a
la informacién contra errores. Obviamente, n no puede superar el cardinal de K. Se
genera as{ un cddigo lineal con pardmetros [n, k].

Si usamos a; € K, i = 1,2,...,n, para las evaluaciones, una matriz generadora
de este codigo es

T
1 1 .. 1
aq (6 5] Qp,
2 2 2
aj Q) ay
k—1 k—1 k—1
Oél OZQ e O[n

Proposicién 6.7. La distancia minima de un cédigo de Reed-Solomon [n, k] es
d=n—-k+1.

Demostracion. Un polinomio no nulo de grado menor o igual a k — 1 puede tener
a lo sumo k — 1 raices, por lo que al menos n — k + 1 evaluaciones de P[z] serdn no
nulas. Como efectivamente hay polinomios de grado k — 1 sobre K con k — 1 raices en
el conjunto {ay,...,ay,}, concluimos que el peso minimo para las palabras no nulas
del cédigo esn — k + 1. O

Este resultado nos dice que los cédigos de Reed-Solomon son 6ptimos respecto
a la cota de Singleton, por lo que cada digito extra contribuye a la capacidad de
correccion del cédigo. Observemos ademads que hay cédigos de Reed-Solomon con
distancias minimas grandes, mucho mayores que 3 o 4.

En su construccién puede emplearse cualquier cuerpo finito, en particular los de
la forma GF(2%), en la que los simbolos del cuerpo son agrupamientos de k ceros y
unos.

Los cédigos de Reed-Solomon son adecuados para tratar réafagas de errores. Si
trabajamos directamente con 0 y 1, como en los cédigos de Hamming, el deterioro
de seis o siete bits consecutivos produce seis o siete errores. Pero si empleamos, por
ejemplo, un cédigo construido sobre GF(2%) cada sfmbolo en las palabras cédigo es
un byte, formado por ocho bits. Una rafaga de seis o siete errores alterarda un byte, a
lo sumo dos, por lo que este cédigo la vera como uno o dos errores. Esta caracteristica
es muy deseable, porque en muchos sistemas de comunicaciones los errores tienden a
aparecer en rachas en vez de aislados.
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6.3.4 Ejercicios adicionales

Ejercicio 6.26.

1. Si C' y G son, respectivamente, matrices de control y de codificacién de un
c6digo, mostrar que C'G es una matriz nula.

2. Mostrar que si C'y G son matrices (n — k) x n y k x n de rangos n — k
v k respectivamente, tales que C'G es una matriz nula, entonces C' y G son,
respectivamente una matriz de control y una matriz de codificaciéon de un
codigo.

3. Cébdigo dual. Mostrar que si C'y G son matrices de control y de codificacién
de un c6digo C entonces G y C'T son las matrices de control y de codificacién
de otro cédigo. A este cddigo se le llama el cddigo dual de C.

Ejercicio 6.27. Mostrar que todas las palabras no nulas del cédigo dual del cédigo
de Hamming [7,4,3] tienen peso 4. Concluir que es un cédigo [7,3,4] en el que todas
las palabras estan a distancia 4 de las demds. Recibe el nombre de cdédigo simpler,
ipor qué sera?

Ejercicio 6.28. Cédigo de Hamming extendido. Mostrar que cuando a cada
palabra del cédigo de Hamming [7,4, 3] se le agrega un bit de control de paridad
se obtiene un cédigo lineal [8,4,4]. Hallar una matriz de control y una matriz de
codificacién para este cédigo. Encontrar una estrategia de decodificaciéon que permita
corregir cuando se produzca un error y detectar cuando se produjeron dos.

Ejercicio 6.29. Cdédigos extendidos. Mostrar que si a cada palabra de un cédigo
[n, k,d], con d impar, se le agrega un bit de control de paridad se obtiene un cdédigo
[n+ 1,k ,d+1]. A este cddigo se le llama el cédigo extendido del cdigo original.

Ejercicio 6.30. Usar el hecho de que la matriz de control de un cddigo lineal [n, k]
es de rango n — k y el resultado del ejercicio 6.20 para dar una nueva demostracion
de la cota de Singleton, vélida para c6digos lineales.
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Apéndice A: Preliminares

Asumimos que el lector conoce los resultados bésicos del Algebra Lineal de los espa-
cios R™, incluyendo la relacién con la resolucién de sistemas lineales de ecuaciones, las
propiedades més basicas del calculo de determinantes y nociones sobre el producto
escalar en R™.

Aunque en esta monografia fundamentalmente trabajamos con el espacio vecto-
rial R™, y emplearemos ntimeros reales, elementos del conjunto R, en algunos lugares
se hace necesario trabajar sobre el cuerpo C de los niimeros complejos. En el capitulo 6
se dan algunas aplicaciones sobre cuerpos finitos. Asumimos que el lector esta fami-
liarizado con los niimeros complejos. Si no es asi puede consultar [1]. Lo necesario
sobre cuerpos finitos estd apretadamente resumido en el apéndice B.

Vale la pena tener presente que desde el punto de vista de la estructura vectorial,
la teoria de todos los espacios K", donde K designa a un cuerpo cualquiera, es la
misma.

A.1 Matrices y algebra de matrices

Una matriz es un arreglo de nimeros en filas y columnas. Si tiene m filas y n columnas
diremos que es una matriz de tamano m X n, o, simplemente, una matriz m x n. Si
m = n diremos que la matriz es cuadrada de orden n.

Supondremos conocidas para el lector las principales propiedades del algebra de
matrices: cuando y céomo se pueden sumar las matrices; cudndo y como se pueden
multiplicar, etcétera. Pero deseamos enfatizar algunos conceptos:

= el producto M X de una matriz M por un vector X, es la combinacién lineal
de las columnas de M con los coeficientes almacenados en el vector X;
= las columnas del producto M N de dos matrices M y N, son los productos de
M por las columnas de N;
= una matriz M de tamano m X n puede pensarse como
e un Unico objeto (que a su vez forma parte de diversas estructuras alge-
braicas);
hecha de mn coeficientes;
hecha de n columnas;
hecha de m filas;
hecha de submatrices més chicas (aqui las posibles descomposicones son
muy variadas);
e la manera de definir una transformacién X — M X.
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= La suma y el producto de matrices puede reinterpretarse a la luz de cada una
de estas maneras de ver las matrices, y todas las posibles reinterpretaciones
tienen sentido en distintos contextos.

Hemos optado por representar las matrices en paréntesis rectos [ ], y reservar los
curvos () para conjuntos ordenados. A veces las dos cosas casi se confunden, porque
una matriz es un conjunto ordenado de columnas, pero las dos interpretaciones del
mismo conjunto de datos son diferentes, y lo hemos marcado en la notacién.

Otra convencién que hemos adoptado es no escribir los ceros en una matriz cuando
por su forma especial, o su construccién, un coeficiente es necesariamente cero. Por
ejemplo, representaremos una matriz M triangular superior 2 X 2 como

mi1  Mi2
ma2
Hemos dejado vacio el lugar del coeficiente mg;, necesariamente nulo una vez que
sabemos que M es triangular superior.

A.2 Vectores y matrices columnas
Representaremos los vectores X de R™ con la notacién
X = (z1,29,...,2,).
Pero el vector X puede identificarse de manera completamente natural con la columna
[]J1 xIo .. .$7JT

Cuando esta identificacién se hace, el producto M X de una matriz m X n por X
cobra sentido dentro del formalismo del producto de matrices. Por lo tanto, usaremos
libremente esta identificaciéon a lo largo de la monografia. Los vectores de R™
apareceran escritos como n-uplas o como matrices columnas, casi indistintamente, sin
dar mayores explicaciones.

A.3 Independencia lineal y bases

Cuando manejemos la nocién de independencia lineal nos referiremos a conjuntos
ordenados de vectores. Hacemos esta opcién porque deseamos decir que las columnas

de la matriz
1 1
1 1

forman una familia linealmente dependiente. Si consideramos el conjunto de sus co-
lumnas haciendo abstraccién de que hay una primera columna [1 1]T, y una segunda
columna [1 1], entonces este conjunto sélo contiene a la columna [1 1]7 y es jlineal-
mente independiente!

Ademsds es importante considerar a las bases de cualquier subespacio vectorial
de R™ como un conjunto ordenado: si se modifica el orden de los vectores en una base
las coordenadas de los vectores cambian. Por lo tanto, los mismos vectores, puestos
en distinto orden, generan bases diferentes.
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A.4 Coordenadas

Supondremos conocido para el lector que cada base en un subespacio S de R™ define
un sistema de coordenadas que permite representar los vectores de S.

Especialmente importante es el caso en que S es todo R™. En este caso, los cambios
de coordenadas que resultan de pasar de una base a otra estdn representados por
matrices invertibles.

Ejemplo A.1. Los espacios R™ tienen una base a la que llamaremos base candnica,

C = (e1,ea,...,ep)

donde el i-ésimo vector e; tiene todos sus coeficientes nulos salvo el i-ésimo. Esta base
puede describirse en términos de la delta de Kronecker

1, 7=1, .
(A1) 6ij{0, Gt ,j=1,2,...,n.
por las ecuaciones
eij =0ij, 4,j=12,...,n.
La base canénica son las columnas de la matriz I, la matriz identidad n x n, que
tiene todos sus coeficientes nulos salvo los de la diagonal principal que son iguales a
uno.
Las dos afirmaciones

= A es invertible;
= las columnas de A forman una base de R",

son equivalentes. Cuando resolvemos un sistema
AX =Y
con una matriz A cuadrada e invertible, la solucién
X=A"Y

es el vector de coordenadas de Y respecto a la base de R™ formada por las columnas
de A.

A.5 Interpretaciones geométricas

Las n-uplas de R™ tienen una interpretaciéon geométrica en relacién con el plano y
el espacio usuales de la geometria euclidiana. Hay aqui un punto que nos interesa
comentar con cierto cuidado. Una pareja de nimeros (z1,z2) puede interpretarse
como un punto en un plano provisto de un sistema de coordenadas, y también como un
vector. En esta monografia fundamentalmente usaremos esta segunda interpretacion,
y nos referiremos a los elementos de R? como vectores. La razén es que haremos una
y otra vez uso de la estructura vectorial de R?, en la que las dos operaciones bésicas
de suma y producto por un escalar se corresponden con la suma de vectores y con
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el producto de un vector por un escalar, pero no tienen significado en términos de
puntos.

Pero para algunos propdsitos es conveniente que el lector pueda manejar también
la imagen como punto. Por ejemplo, cuando se quiere representar subconjuntos de R?,
como se hace en la figura 1.1, pagina 25, y en la figura 4.4, pagina 121.

La representacién como puntos se conecta con la representacién como vector.
Porque cuando un vector se representa con su primer extremo en el origen, el segundo
extremo (que en forma coloquial podemos llamar su “punta”) determina una ubicacién
en el plano, que es un punto. Reciprocamente, una vez fijado un origen O, un punto P
en el plano determina al vector P — O.

Una manera de mirar las cosas es pensar, sélo por un momento, que las parejas
de R? son en realidad parejas de ntimeros, nada mas. Pero como es sumamenente con-
veniente recurrir a la intuicién geométrica para manejarlas desearemos interpretarlas
como puntos o como vectores. La interpretacion que se elija dependera esencialmente
del tipo de relaciones y propiedades que se decida enfatizar.

Como resumen, digamos que el lector debe tratar de usar las distintas represen-
taciones y pasar de una a otra segin le convenga'. Naturalmente, esta discusién se
generaliza a cualquier espacio R", en particular para n = 3, que modela el espacio
fisico més cercano a nuestra experiencia directa.

A.6 Producto escalar en R" y C"

En R"™ estd definido el producto escalar X - Y que a cada par X e Y de vectores les
asocia el niimero

X Y =2y +22y2 + - + TpYn.
El producto escalar se extiende a C™ por la férmula

XY =xy1 + 2252+ - + Tn¥n,

donde Z indica al complejo conjugado de z. Las propiedades de este producto son
similares a las del producto en R™, incluyendo la desigualdad de Cauchy-Schwarz

X Y] < |X|Y].

Pero el producto escalar en C" no es conmutativo, porque Y - X = X - Y.
La nocién de que dos vectores X e Y son ortogonales si y s6lo si XY = 0 también
se generaliza a C™.

IToda esta confusién entre punto y vector desaparece cuando se conoce el concepto de espacio
afin. Como los espacios afines permiten construir modelos de la geometria euclidiana del plano y
el espacio, es recomendable que un profesor de Matemdtica al menos sepa de su existencia (Ver el
Ejercicio 3.3 en la pagina 78). El problema con R2 es que puede dotéarsele de una estructura de
espacio afin en la que los mismos actores, parejas de R?, hacen los dos papeles: puntos y vectores. No
es tan grave, de tanto en tanto también ocurre en el cine y en el teatro que el mismo actor interprete
dos papeles. También en cine y en teatro puede generar cierta confusiéon. Pero, igual que ocurre en
la Matemaética, al rato uno se acostumbra.
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Apéndice B: Cuerpos finitos

Un cuerpo es una estructura algebraica formada por un conjunto al que llamaremos K
en el que estan definidas dos operaciones de suma y producto, que tienen las mismas
propiedades que en el conjunto de los niimeros racionales, reales y complejos: es posible
restar, y siempre se puede dividir entre cualquier nimero diferente de cero. Obviamos
presentar aqui la caracterizacién axiomatica detallada de la estructura de cuerpo,
pero el lector puede encontrarla en [8].

Hay cuerpos que tienen una cantidad finita de elementos. El ejemplo mas simple
es el cuerpo Zs, con el que trabajamos en el capitulo 6. Su descripciéon mas sencilla
es presentarlo como el conjunto

f0.1}

formado por los dos simbolos 0 y 1 con las siguientes reglas para la suma y el producto
(el producto aparece indicado con el simbolo x):

+]0 1 x |0 1
0[0 1, 0]0 0.
110 10 1

Estas reglas son las de la suma y el producto médulo 2, en el que del resultado de las
operaciones sélo se conserva el resto de dividir entre 2. Vemos que el opuesto de 1 es
el propio 1. El tinico elemento no nulo del cuerpo es 1, nimero entre el que se puede
dividir sin ningin problema y sin ningin esfuerzo.

El cuerpo Zy es un caso particular de los cuerpos Z,, con p un nimero primo.
Estos cuerpos pueden describirse como el conjunto

{0,1,2,...,p—1}.
Se opera en ellos usando la aritmética médulo p, en la que todo lo que es un muiltiplo
de p se identifica con 0. No damos més detalles sobre esto, pero referimos a [8].

Hay una familia infinita de cuerpos finitos, conocidos como los cuerpos de Galois,
cada uno de ellos con p* simbolos, donde p es un primo, y k un ndmero natural
cualquiera. Son interesantes en si mismos, como objetos matematicos, pero ademas
tienen aplicaciones en el procesamiento de la informacion digital. Hay un cuerpo cuyos
elementos son las 28 listas formadas por ocho ceros y unos, como, por ejemplo

00000000, 01010101, 11101101,....

No daremos los detalles de su estructura, pero a continuacién mostramos un ejemplo
similar, aunque bastante mas pequeno.

Ejemplo B.1. El conjunto de cuatro simbolos {00,10,01,11} con las operaciones
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+]00 10 01 11 x |00 10 01 11
0000 10 01 11 0000 00 00 00
1010 00 11 01, 10|00 10 01 11 .
0101 11 00 10 01|00 01 11 10
11|11 01 10 00 1100 11 10 o1

también es un cuerpo, que recibe el nombre de GF(4). La G es en honor a Evaristo
Galois. La F proviene de la palabra inglesa field, que en este contexto se traduce
como “cuerpo”. El 4 alude a que este cuerpo tiene exactamente cuatro elementos. El
simbolo GIF(4) puede leerse entonces como “cuerpo de Galois con cuatro elementos”.

Ejercicio B.1. Completar los detalles necesarios para mostrar que GF(4) es un cuer-
po.

El cuerpo “formado por los bytes” es GF(2%).
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Apéndice C: Completitud y puntos fijos

Una propiedad esencial para el andlisis matematico dentro del sistema de los niimeros
reales es su completitud, nocién que admite muchas caracterizaciones. Una de ellas es
que toda sucesion de Cauchy de nimeros reales es convergente, concepto que puede
extenderse a cualquier conjunto X en que esté definida una distancia d.

Definicién C.1. Sucesiones de Cauchy. Una sucesiéon zx, k = 1,2,..., de elemen-
tos de X es de Cauchy respecto a la distancia d si para cada € > 0 existe un nimero
natural kg tal que la desigualdad

d(merk» {Ek) <€

se satisface para todo k > kg y todo m > 0.

Definiciéon C.2. Completitud. Sea X un conjunto en el que estda definida una
distancia d. Diremos que X es completo respecto a la distancia d si cualquier sucesion
de Cauchy respecto a d, converge, respecto a d, a un limite z € X.

Un caso particular de esta nocién de completitud nos interesard especialmente en
el capitulo 5.

Proposicién C.3. R" es completo respecto a la distancia inducida por || - |-

Demostracion. Si X}, es una sucesién de Cauchy respecto a | - ||; la desigualdad
ki = Thgm,il < [ X — Xiam 1

se satisface para cada i = 1,...,n, k > 1y m > 0, e implica que cada sucesion de

coordenadas xj, ; es de Cauchy en R. Por lo tanto cada sucesién x ; tiene un limite x;.

La proposicién 1.4, pdgina 36, implica que X = (x1, 2, ...,x,) es el limite de X en
-1 O

C.1 Contracciones y puntos fijos

El principal objetivo de esta seccién es presentar un resultado de punto fijo para
contracciones, sobre el que descansa la demostracion del teorema 5.3, pagina 145,
acerca de las cadenas de Markov.

Una contraccién es una funcién que acerca entre si los puntos de cualquier conjun-
to en que esté definida una distancia. Es un concepto aplicable en muchos contextos,
que aqui particularizaremos para subconjuntos de R™ y la norma || - || que introdu-
jimos en la secciéon 1.3.
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Definicién C.4. Contracciones. Sea X un subconjunto cualquiera de R™. Una
funcién f : X — X es una contraccién respecto a la norma || - ||; si existe una
constante positiva 7 < 1 tal que

1F(X) = fM)l <l X =Yh, XY e

Teorema C.5. Teorema del punto fijo en R".
Sea f: R™ — R™ una contraccion. Entonces existe un tunico X € R™ tal que

(C.1) X = F(X).

Decimos que el vector X en (C.1) es un punto fijo para la transformacién f,
porque se transforma en si mismo, “queda fijo”, al aplicarle f.

El teorema C.5 establece que cuando f es una constraccién la ecuacién (C.1)
tiene una unica solucién. Este tipo de teoremas son herramientas muy poderosas para
mostrar la existencia y unicidad de soluciones de diversas ecuaciones en distintos
campos de la matematica. A modo de ejemplo, proponemos al lector un resultado de
calculo de una variable.

Ejercicio C.1. Sea f : R — R una funcion derivable tal que
[f'(@)<n<1

se satisface para todo x real. Usar el teorema C.5 para mostrar que la ecuacion

flz) =z
tiene una unica solucion.
LEl resultado es cierto si se sabe que |f/(z)| < 1 para todo z € R? Sugeren-
cia: puede ser més facil atacar el problema graficamente que comenzar por buscar
féormulas.

En la monografia [5] aparece con su demostracién un teorema de punto fijo en R.
Las ideas son las mismas que empleamos aqui pero en un contexto unidimensional,
Recomendamos al lector que se familiarice con ese resultado antes de pasar a la de-
mostracién del teorema C.5. Ver también en [15] los resultados relacionados.

Demostacion del teorema C.5 La idea es tomar un punto Xy cualquiera en R™, y
mostrar que la sucesién

Xo=X, Xy = f(X), Xo = f(X1) = f(f(X)), X3 = [(X2) = F(f(f(X)))-.-,
que se obtiene aplicando recursivamente f a partir de X, tiene limite. En general
tendremos

(C.2) Xpr1 = F(Xe), k=0,1,2,....

La hipoétesis de contractividad hace que los términos de la sucesién se vayan acercando
entre si. Ya que

[ X2 — Xill1 = If(X1 — F(Xo)[l1 <0l X1 — Xoll-
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Para la diferencia entre los siguientes tenemos

1X5 = Xall = [[f(X2) = F(X0)lh <0l Xe = Xalr <7?[[ X1 — Xoll1-
Un argumento inductivo muestra entonces
(C.3) [ Xng1 — Xilh <0MlIX1 = Xolln, k=1,2,....

Los coeficientes n* decaen a cero con velocidad exponencial. Esto no sélo implica que
dos términos consecutivos de la sucesién X}, se estan aproximando, sino que dos cua-
lesquiera de ellos estaran muy préximos, con tal de tomar sus indices suficientemente

grandes. En efecto
m—1

Xigm — X = Z (Xrpjr1 — Xiyj) s
i=0

por lo que
k-1

1Xnktm = Xelly <D 1 Xmpsr1 = Xyl -
j=0

Acotamos cada sumando en la sumatoria por (C.3), para obtener

m—1 k
(C.4) 1 Xnsm — Xelly < 1 X1 — Xollin® D n’ < 177_777\\)(1 — Xoll1-

j=0
Como 1 < 1 el ultimo miembro en la cadena de desigualdades tiende a cero cuando k
tiende a infinito, lo que implica que la sucesién X es de Cauchy y converge a un
cierto limite X, en virtud de la proposicién C.3.

Pasemos al limite cuando k — oo en ambos miembros de (C.2). En el de la

izquierda aparece Xy11, que converge a X. En el de la derecha aparece f(Xj). Como

1f(Xk) = F(X)Ih < nl| X — X[l =0

resulta
f(Xy) = f(X),
Concluimos entonces que X satisface (C.1).
Si Y también es un punto fijo de f entonces f(Y) =Y. Por lo tanto

1Y = Xy = [1f(Y) = f(X)]lr < nl]Y = X1
Como 71 < 1 esta desigualdad sélo puede satisfacerse si ||[Y — X||; = 0, lo que implica
que Y es igual a X, y la unicidad del punto fijo para f. O
La demostracion del teorema C.5 implica la siguiente proposicién.

Proposicion C.6. Sea f : R™ — R" una contraccion. Entonces existe un unico
X € R” tal que fHXq — X cuando n — oo, para cualquier Xo € R™.

En muchos casos, como en la aplicacién de este tipo de resultados que se hace en
la seccién 5.2, interesa trabajar no en todo R™ sino en algunos de sus subconjuntos.
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Definicién C.7. Un subconjunto R C R™ es cerrado respecto a la norma || - |1
si cualquier punto X € R™ que es limite en || - ||; de una sucesién contenida en R
pertenece a R.

Ejercicio C.2. Mostrar que el conjunto P formado por los vectores
X = (xl,...,xn) cR"™

que satisfacen

1. ; >0, parat=1,2,...,n;

2.1 +x9+ -+ x, = 1.
es un subconjunto cerrado de R™.
Teorema C.8. Sea X un subconjunto cerrado de R™ y f: X — X una contraccion.
Entonces

1. f tiene un unico punto fijo en X.
2. existe un unico X € X tal que para cualquier Xo € X la sucesion f*) X,
converge a X cuando k — co.

Ejercicio C.3. Demostrar el teorema C.8. Sugerencia: imitar la prueba del teore-
ma C.5, probando ahora que el limite de f(k)(X) pertenece a X.

C.1.1 Ejercicios adicionales
Ejercicio C.4. Mostrar que las bolas abiertas
B(X,r)={Y eR%||Y — X|1 <r}

1o son cerradas, pero

B(X,r)={Y eR™%|)Y — X||: <r}.
si lo son.

Ejercicio C.5. Mostrar que toda sucesién convergente respecto a una distancia d es
de Cauchy respecto a d.

Ejercicio C.6. Mostrar que R"™ es completo respecto a la distancia inducida por el
médulo. Estudiar si es completo respecto a la distancia de Hamming (ver la defini-
ci6n 1.8 de la distancia de Hamming, en la pagina 40).

Ejercicio C.7. Mostrar que los cocientes g, = f,,/fn—1, entre dos ntimeros de Fibo-
nacci sucesivos, satisfacen para n > 1 la relacién

1
Qn+1 =14+ —.
* q

n
Aplicar los resultados de este apéndice a
1
= 1 —_
fla) =1+

para mostrar que los cocientes g, convergen a la razén aurea.
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formas cuadraticas, 111

geometria
del taxista, 39

independencia lineal, 174
isometrias, 41
en R™ 85

método
de Jacobi, 68
de las potencias, 68
de minimos cuadrados, 102
método iterativo, 70
modulo de un vector, 37
matrices
con diagonal dominante, 56, 70
diagonalizables, 56
nilpotentes, 55
normales, 117
semejantes, 30
matriz
m xXn, 173
de codificacion, 167
de conectividad, 45
de consumo de una economia, 72
de control, 167
de orden n, 173
de transicién, 145

diagonal, 30

exponencial, 60, 75

ortogonal, 82

regular de transicion, 152
modelo, 143
movimiento browniano, 146
multiplicidad

algebraica de un valor propio, 51

geométrica de un valor propio, 44
minimos cuadrados, 78

numero de condicién, 105, 131
nimeros de Fibonacci, 24
norma, 36

normalizar un vector, 80

orden de nilpotencia, 55
ortonormalidad, 80

palabras, 157

cédigo, 162
parte imaginaria

de un vector, 63
parte real

de un vector, 63
peso de una palabra, 168
polinomio caracteristico, 51
producto

vectorial, 78
producto escalar

en C™, 38

en R", 37
proyeccién ortogonal, 88
punto fijo, 180

de una funcién, 50

radio espectral, 66, 70

razén aurea, 26

reduccién de dimensionalidad, 138
residuo, 106

sindrome, 169

serie geométrica, 71

seudoinversa, 104, 141

signo de una forma cuadratica, 112
sistema incompatible, 102



solucién

por minimos cuadrados, 103
subespacio

invariante, 32, 45, 149
sucesiones

de matrices, 35
sucesiones de Cauchy, 179
SVD, 122

forma reducida, 133

forma vectorial, 125

versién vectorial, 124

teorema
de Frobenius, 75
de Perron, 75
de punto fijo, 179

espectral, 109
transiciones, 143

valor propio, 43
valores propios, 25
valores singulares, 39, 125
multiplicidad, 125
y rango, 125
vecino més préximo, 163
vector
de probabilidad, 145
vector propio, 43
vectores
de probabilidad, 148
ortogonales, 77
vectores propios, 25



