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PEDRO GAJARDO

Presentacion de la Coleccion

La coleccion de monografias que presentamos es el resultado del generoso esfuerzo de
los autores, quienes han dedicado su tiempo y conocimiento a la tarea de escribir un
texto de matematica. Pero este esfuerzo y generosidad no se encuentra plenamente
representado en esta labor, sino que también en la enorme capacidad de aprendizaje
que debieron mostrar, para entender y comprender las motivaciones y necesidades de
los lectores: Futuros profesores de matematica.

Los autores, encantados una y otra vez por la matematica, sus abstracciones y
aplicaciones, enfrentaron la tarea de buscar la mejor manera de traspasar ese encanto
a un futuro profesor de matemética. Este también se encanta y vibra con la matema-
tica, pero ademas se apasiona con la posibilidad de explicarla, ensenarla y entregarla
a los jovenes estudiantes secundarios. Si la tarea parecia facil en un comienzo, esta
segunda dimensién puso al autor, matemético de profesion, un tremendo desafio. Tu-
vo que salir de su oficina a escuchar a los estudiantes de pedagogia, a los profesores,
a los formadores de profesores y a sus pares. Tuvo que recibir criticas, someterse a
la opinién de otros y reescribir una y otra vez su texto. Capitulos enteros resulta-
ban inadecuados, el orden de los contenidos y de los ejemplos era inapropiado, se
hacia necesario escribir una nueva version y otra més. Conversaron con otros autores,
escucharon sus opiniones, sostuvieron reuniones con los editores. Escuchar a los es-
tudiantes de pedagogia significd, en muchos casos, realizar eventos de acercamiento,
desarrollar cursos en base a la monografia, o formar parte de cursos ya establecidos.
Es asi que estas monografias recogen la experiencia de los autores y del equipo del
proyecto, y también de formadores de profesores y estudiantes de pedagogia. Ellas
son el fruto de un esfuerzo consciente y deliberado de acercamiento, de apertura de
caminos, de despliegue de puentes entre mundos, muchas veces, separados por falta
de comunicacién y cuya unién es vital para el progreso de nuestra educacion.

La coleccion de monografias que presentamos comprende una porcioén importante
de los temas que usualmente encontramos en los curriculos de formacién de profeso-
res de matematica de ensenanza media, pero en ningin caso pretende ser exhaustiva.
Del mismo modo, se incorporan temas que sugieren nuevas formas de abordar los
contenidos, con énfasis en una matematica més pertinente para el futuro profesor, la
que difiere en su enfoque de la matematica para un ingeniero o para un licenciado en
matematica, por ejemplo. El formato de monografia, que aborda temas especiificos



con extension moderada, les da flexibilidad para que sean usadas de muy diversas
maneras, ya sea como texto de un curso, material complementario, documento bésico
de un seminario, tema de memoria y también como lectura personal. Su utilidad cier-
tamente va mas alla de las aulas universitarias, pues esta coleccién puede convertirse
en la base de una biblioteca personal del futuro profesor o profesora, puede ser usa-
da como material de consulta por profesores en ejercicio y como texto en cursos de
especializacion y post-titulos. Esta coleccion de monografias puede ser usada en con-
cepciones curriculares muy distintas. Es, en suma, una herramienta nueva y valiosa,
que a partir de ahora estara a disposicion de estudiantes de pedagogia en matematica,
formadores de profesores y profesores en ejercicio.

El momento en que esta coleccién de monografias fue concebida, hace cuatro anos,
no es casual. Nuestro interés por la creaciéon de herramientas que contribuyan a la
formacion de profesores de matemética coincide con un acercamiento entre matema-
ticos y formadores de profesores que ha estado ocurriendo en Chile y en otros lugares
del mundo. Nuestra motivacién nace a partir de una creciente preocupacién en todos
los niveles de la sociedad, que ha ido abriendo paso a una demanda social y a un in-
terés nacional por la calidad de la educacion, expresada de muy diversas formas. Esta
preocupacion y nuestro interés encontré eco inmediato en un grupo de matematicos,
inicialmente de la Universidad de Chile, pero que muy rapidamente fue involucrando
a matemaéticos de la Pontificia Universidad Catolica de Chile, de la Universidad de
Concepcion, de la Universidad Andrés Bello, de la Universidad Federico Santa Maria,
de la Universidad Adolfo Ibanez, de la Universidad de La Serena y también de la
Universidad de la Republica de Uruguay y de la Universidad de Colorado de Estados
Unidos.

La matematica ha adquirido un rol central en la sociedad actual, siendo un pilar
fundamental que sustenta el desarrollo en sus diversas expresiones. Constituye el ci-
miento creciente de todas las disciplinas cientificas, de sus aplicaciones en la tecnologia
y es clave en las habilidades bésicas para la vida. Es asi que la matematica actual-
mente se encuentra en el corazén del curriculo escolar en el mundo y en particular
en Chile. No es posible que un pais que pretenda lograr un desarrollo que involucre
a toda la sociedad, descuide el cultivo de la matemética o la formacién de quienes
tienen la misién de traspasar de generacidon en generacion los conocimientos que la
sociedad ha acumulado a lo largo de su historia.
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Nuestro pais vive cambios importantes en educaciéon. Se ha llegado a la convic-
cion que la formaciéon de profesores es la base que nos permitird generar los cambios
cualitativos en calidad que nuestra sociedad ha impuesto. Conscientes de que la tarea
formativa de los profesores de matematica y de las futuras generaciones de jovenes
es extremadamente compleja, debido a que confluyen un sinnimero de factores y dis-
ciplinas, a través de esta coleccion de monografias, sus editores, autores y todos los
que han participado del proyecto en cada una de sus etapas, contribuyen a esta tarea,
poniendo a disposicién una herramienta adicional que ahora debe tomar vida propia
en los formadores, estudiantes, futuros profesores y jovenes de nuestro pais.

Patricio Felmer y Salomé Martinez
Editores
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PEDRO GAJARDO

Prefacio

La modelacion matematica de fenémenos, que varian con el tiempo y cuyo estado
evoluciona, brinda un campo extremadamente amplio para comprender la riqueza y
profundidad de la matematica. La naturaleza de los efectos temporales es tan fuerte
en nuestras vidas y su experiencia es tan profunda, que todos tenemos una gran
sensibilidad por todo lo que signifique su modelacion. El profesor de matematica
puede maravillarse en su vida de estudiante con los modelos y problemas que se
presentan en este campo. De igual manera, en su vida de profesor, podra encantar a
sus estudiantes con modelos mas sencillos, pero que todavia guarden la riqueza de los
ejemplos mas complejos.

El objetivo de esta monografia es ofrecer un panorama de modelos matemaéticos
actualmente utilizados en diferentes disciplinas que tratan con fenémenos de evolu-
cion. En este contexto, abordaremos problemas de evolucién a tiempo discreto y con-
tinuo, los que seran motivados con diversos ejemplos acompanados de su formulaciéon
y anélisis.

Comenzaremos en el primer capitulo discutiendo sobre la pertinencia en repre-
sentar el tiempo como una variable discreta o continua, para luego introducir las
ecuaciones de recurrencia, que modelan fenémenos a tiempo discreto, mostrando al-
gunas de sus aplicaciones a la dindmica de poblaciones y otras areas. El estudio del
comportamiento a largo plazo se abordara usando el dlgebra lineal para describir la
estabilidad de estos sistemas. La primera parte de este capitulo puede ser utilizada a
partir de cursos en el primer semestre de la carrera de pedagogia. En la secciéon donde
se introducen fenémenos que involucran més de una variable en tiempo discreto, seréa
conveniente manejar los conceptos basicos de algebra lineal.

En el segundo y tercer capitulo se abordaran fenémenos de evolucién a tiempo
continuo, los cuales se describen por una y varias variables respectivamente. También
seran analizados ejemplos provenientes de la biologia, economia, bioquimica y fisica.
El capitulo dos bien puede ser tratado en cursos introductorios donde se presenten los
primeros conceptos del célculo diferencial. Para un real aprovechamiento del capitulo
tres, es recomendable que el estudiante esté cursando o haya realizado un curso de
calculo diferencial en varias variables.

Finalmente, se expondran fenémenos que se pueden modelar mediante cadenas de
Markov tendiendo un puente con las probabilidades. A través de ejemplos se analizaréa
el comportamiento de estos sistemas, con énfasis en el modelamiento. Si bien el capitu-
lo final trata de ser lo més autocontenido posible, nociones bésicas de probabilidades
son deseables para una mejor comprension de él.
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Mediante el tratamiento de todos estos temas, pretendemos introducir al lector
en el modelamiento mateméatico. Antes de hacer matematica intentaremos deducir
algunos modelos, tarea que generalmente no es facil de realizar.

(Qué entenderemos por tener un buen modelo? El primer objetivo del modela-
miento matematico es poner en evidencia fenémenos importantes y evidentes, valga
la redundancia, del problema en estudio. El modelo debera ser simple, a veces dema-
siado, arriesgando en ocasiones la pérdida de realismo. Lo importante es que aporte
en alguna medida una vision cualitativa y/o cuantitativa del fenémeno que se desea
representar. Sera esta simplicidad la que nosotros abordaremos dejando de lado una
representacion precisa y detallada de la realidad.

Cada capitulo comienza con uno o mas ejemplos de fenémenos, los cuales se pro-
pone modelar llegando a la expresion matematica que serd abordada en las secciones
posteriores. Luego de cada introduccién, hemos incluido una seccion llamada Hoja de
ruta, la cual pretende ser una guia para el profesor que utilice el texto, indicandole
los requisitos necesarios que deben tener los alumnos para abordar cada una de las
secciones del capitulo. En esta parte también indicamos los textos de la coleccién que
son complementarios a los contenidos expuestos.

Al final de cada capitulo, en la seccion Relacion con contenidos de Educacion
Media, se propone al futuro profesor hacer el nexo entre los contenidos abordados
y aquellos que deberéd ensenar. Principalmente, el objetivo es mostrar que hay un
contexto diferente, precisamente el que trata el texto, en el cual se pueden situar
materias de la Ensefianza Media. En ocasiones, en estas secciones se mencionan nuevos
modelos a ser tratados en el aula.

La versiéon actual de esta monografia, no hubiera sido posible sin las acuciosas
observaciones y valiosas sugerencias realizadas por Joaquim Barbe, Fernando Cordo-
va, Omar Gil, Rajesh Mahadevan, Servet Martinez, Rigoberto Medina, Maximiliano
Olivares (quien también me ayudo6 con las figuras), Axel Osses, Adriana Piazza, Ale-
xander Quaas, Ramon Reyes, Paulina Septulveda y todos aquellos evaluadores ané-
nimos que aportaron constructivamente al desarrollo de este proyecto. En particular
deseo agradecer a Salomé Martinez y Patricio Felmer por la espectacular oportunidad
brindada al invitarme a participar de esta iniciativa, y por la rigurosidad y entusiasmo
con que han seguido la confecciéon del texto. Finalmente, quiero destacar y agradecer
la disposicion de Jaime Mena y de los estudiantes de Pedagogia en Matematica de la
Pontificia Universidad Catolica de Valparaiso, quienes me permitieron implementar
en aula la monografia en su forma preliminar, actividad fundamental que orient6 la
presente version.

Pedro Gajardo, Valparaiso 2010.
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Capitulo 1: Fendémenos de evolucion a tiempo discreto

En el analisis de fenémenos que evolucionan en el tiempo, el modelamiento mateméatico
tiene por objetivo plasmar, en un lenguaje formal, diversas relaciones que debiera(n)
satisfacer la o las variables que se desea estudiar y, establecidas éstas, poder describir
(cualitativa y/o cuantitativamente) la evolucion del fenémeno prediciendo futuros
comportamientos. Las relaciones que en la construccién de un modelo se establecen,
pueden ser inferidas a través de:
= Observaciones realizadas por especialistas asociados a las disciplinas en la
que el fenémeno se enmarca (bidlogos, economistas, fisicos, etc.); Ejemplo: el
crecimiento de una poblacion es limitado pues el espacio fisico y la cantidad
de alimentos lo son.
» Teorias propias a las distintas &reas del conocimiento (biologfa, fisica); Ejem-
plo: La energia en un sistema cerrado se conserva.
Lo necesario para crear un modelo matematico, asociado a la evoluciéon de un
fenémeno, puede resumirse en las siguientes etapas:

1.- Identificar la(s) variable(s) (cantidades) relevantes que intervienen en el fe-
noémeno, las que se desea poder describir. A éstas las llamaremos variables
de estado. Ejemplo: nimero de individuos en una poblacion, posicion de un
objeto sujeto a fuerzas, cantidad de un bien econdmico, etc.

2.- Determinar, realizando supuestos fundamentados, las transiciones que trans-
curren en un periodo de tiempo y/o interacciones que existen entre las varia-
bles de estado, a través de una expresion matematica.

Para graficar lo anterior, comencemos con la introducciéon de un modelo epide-
miologico el cual intentard describir la evolucion de un virus (e.g. la gripe).

Supongamos que en una poblacién sana un dia llegé un individuo infectado y que
la transmision del virus se produce a través del contacto fisico. Una vez infectado(a) la
persona demora una cierta cantidad de tiempo en recuperarse. Las hipotesis anteriores
podrian justificarse a través de observaciones realizadas por bitlogos/médicos.

Luego de un periodo de tiempo, la poblacion se divide en tres clases: infectados,
sanos no inmunes y sanos inmunes, siendo la suma de las tres el total de la poblacion.
La poblaciéon de inmunes representa a todos los individuos que no contraeran la en-
fermedad ya sea porque la tuvieron anteriormente o bien porque se vacunaron contra
ella.

Si llegado un momento, en virtud de la gran cantidad de afectados, las autori-
dades deciden aplicar un programa de vacunacién masiva con el fin de evitar nuevos
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contagios, estudiemos céomo evoluciona la cantidad de infectados en el tiempo. Para
ello nos concentraremos solo en la evolucion de infectados que notaremos por z(t),
donde t indica la variable temporal. La deducciéon completa de este modelo, u otros
relacionados, asi como su desarrollo, donde se considere que a todo momento hay
nuevos contagios, puede encontrarse en [6, 10].

Supondremos que en un dia, 2 de 100 individuos infectados se recupera (volvién-
dose inmune) y, por lo tanto, la probabilidad de recuperacion (de un infectado) en
un dia es p1 = ﬁ. La tasa de recuperacion se define como la probabilidad de recu-
peracion en un periodo de tiempo dividida por el periodo de tiempo. Asi, la tasa de
recuperacion en un dia seré

2 2 1 - 1 1
~ 1dia 100 1dia 50 1dia’
De manera similar, la probabilidad de que un individuo infectado se recupere en

dos dias sera py = ﬁ y la tasa de recuperacion en dicho periodo de tiempo (2 dias)
es

aq

 p2 4 1 1 1
~ 2dias 100 2dias 50 1dia’

Denotando por pa; y aa; a las probabilidades y tasa de recuperacion en At dias,
para un periodo de medio dia se tiene que pL = ﬁ y

pr 1 1 1 1

%dia_ﬁ %diazﬁldia’

Q2

«

1
2

Observe que la tasa de recuperacion aa; = Ef, bajo los supuestos realizados, es
independiente del periodo de tiempo At elegido por lo que la notaremos simplemente
Q.

El ntimero de infectados después de transcurrido un periodo de tiempo At sera

(MG) z(t+ At) = z(t) — parz(t).
Si definimos xy = x(kAt) se deduce la ecuacion de recurrencia
(MTD) Tp1 = (1 — pae)wg.
Por otro lado, si en ¢t = 0 la poblacion de infectados es x(0) = z¢ > 0, se tendra
z1 = (1—par)z(0) = (1 - par)zo
zy = ((1—pazr = (1—par)’zo
3 = (1—par)ra = (1—par)es = (1 —par)zo
oy = (L—pader—1 = (1—par)zo=... = (1 —par)zo.

Es decir, conociendo la cantidad xg de individuos infectados al comienzo, a través de
este modelo es posible determinar c6mo evolucionan en el tiempo mediante la relacion

(SMTD) zy, = (1 — pas)*wo.
22
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Dado que 0 < 1 — pay < 1, independiente del periodo de tiempo At, se tiene que la
variable xj decrecera en cada periodo de tiempo.

Este modelo también puede establecerse en tiempo continuo. De hecho, si en la
expresion (MG) se divide por At se obtiene la relacion

x(t + At) — z(t)
At

donde a = 2&t = L _L_ o5 ]a tasa de recuperacion la cual es independiente del
At 50 1 dia

periodo de tiempo At considerado. Si el periodo At es muy pequeno (e.g. un segundo

= m dfa), podemos realizar el procedimiento de hacer tender At — 0 obteniendo

la ecuacion diferencial

= —aux(t),

(MTC) %m(t) = —ax(t)

la cual tiene por solucién (en el Capitulo 2 veremos como obtener soluciones de ecua-
ciones diferenciales)

(SMTC) x(t) = moe .

En la Figura 1.1 se grafican las soluciones obtenidas por los modelos en tiempo discreto
y tiempo continuo utilizando el valor At = 0,5 dia y comenzando con 120 infectados.

z(t) |

namero de
infectados

>

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 U

tiempo |dias]

FigurA 1.1. Trayectorias a tiempo continuo y discreto con At = 0,5 dia.

Ambas evoluciones, a tiempo discreto y continuo, predicen que el ntmero de
infectados tiende a decaer teniéndose, para tiempos grandes, convergencia a cero.
Para At pequetio se observa que la grafica correspondiente a (SMTD) se ajusta bien
a la de la solucion (SMTC). Sin embargo, para periodos de tiempo At mayores, por
ejemplo At = 2 dias, (SMTD) difiere considerablemente de (SMTC) como se observa
en la Figura 1.2.
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z(t) !

numero de
infectados

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 t

tiempo |dias]

FIGURA 1.2. Trayectorias a tiempo continuo y discreto con At = 2 dias.

He aqui un punto importante a determinar al comenzar el modelamiento de un fe-
némeno que evoluciona en el tiempo. La variable (crucial) temporal jseré considerada
discreta o continua?. Esto se traduce a determinar la unidad de tiempo en la cual seréa
medida la evolucion (dependiendo los propdsitos que se tenga) y el periodo de tiempo
At en el cual puede ser descrita una transicion de la(s) variable(s) en estudio. En el
caso del modelo epidemiologico, asumimos que en un dia 2 de cada 100 individuos
infectados se recupera. Si se pretende predecir la cantidad de infectado dentro de los
proximos 10 dias (en la poblacion de una ciudad pequenia), jtendra sentido describir
las transiciones en periodos de tiempo At pequenos (e.g. 1 segundo) lo que hacien-
do la aproximacion At = 0 da origen al modelo (MTC)?. Por otro lado, si se desea
predecir cuéntos individuos infectados habré el proximo minuto (dentro de toda la
poblacion mundial), jcoémo hariamos si las transiciones han sido establecidas en dias
dando origen al modelo (MTD)?. Asi, la eleccion de unidad de medida determinara
si el modelo se realiza a tiempo discreto o continuo. Esta dependera de los objetivos
que uno se plantee a la hora de elaborar un modelo.

En el caso en que el periodo de tiempo At, donde se puede describir una transicion
relevante de la(s) variable(s) en estudio es pequenio con respecto a la unidad en que
se estd midiendo el tiempo (e.g. tiempo medido en dias y At = un milisegundo) uno
debiera inclinarse por modelar el fenémeno a tiempo continuo, dando origen a una
ecuacion diferencial como se estudiara en el Capitulo 2. En caso contrario, un modelo
a tiempo discreto se presenta como mas adecuado.

Ejercicio 1.1. A usted se le ha solicitado hacer un pronoéstico de la cantidad de
personas que habra a futuro en su region. Justifique si el modelo a elaborar sera a
tiempo discreto o continuo en los siguientes casos:
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= Pronostico de la poblacién a 20 anos;
= Pronoéstico de la poblacién a 300 anos.

Ejercicio 1.2. Asuma que el crecimiento de una poblacién de individuos, puede
representarse de manera similar al modelo (MG)

(1.1) a(t + At) = 2(t) + pXi(t) — pRy(t),

donde z(t) indica la cantidad de individuos, pgt la fracciéon de nuevos individuos que
nacen a partir de los ya existentes, y pX, la proporcién de individuos que mueren,
donde pAl, < p¥, + 1.

1. Realice un anélisis similar al del modelo de infeccién para obtener una repre-
sentaciéon en tiempo discreto y en tiempo continuo.

2. Utilizando una planilla de calculo o un programa matematico, para una po-
blaci6n inicial de #(0) = 100 y diferentes valores de At, pX% y pX,, determine
la evolucioén, a tiempo discreto, de xj hasta k = 50.

3. Deduzca qué sucede a largo plazo cuando p%t > pgt e interprete el resultado.

En este capitulo, introduciremos algunas metodologias para el estudio de feno-
menos que pueden modelarse a tiempo discreto. El tipo de variables que describiran
los estados del fenémeno evolutivo, seran consideradas cantidades continuas (ntume-
ros reales), como se establecié (sin mencionarlo) con el nimero de infectados en el
modelo epidemiolégico. De hecho, dependiendo de la eleccién de pa: en el modelo
(MTD), podriamos haber deducido que un dia habra 1,2 infectados, ;qué sentido
tiene aquello?

Si la variable en estudio representa una distancia, la masa de un conjunto de indi-
viduos, el valor de un conjunto de bienes, no es dificil relacionar este tipo de cantidades
con una variable continua. Sin embargo, si la variable indica un namero de individuos,
uno estaria mas propenso a representarla por cantidades discretas (1,2, 3, ....). La jus-
tificacién para, en algunos casos, representar la cantidad de individuos a través de
una variable continua, son las diferentes unidades que se puedan estar utilizando en
su medicion. Por ejemplo, cuando se trabaja con organismos unicelulares en laborato-
rio, el nimero de individuos es no menos de varias decenas de miles pudiendo alcanzar
105, 107. En la naturaleza, cantidades de 10% y 10° son comtnmente consideradas.
Al elegir una unidad que es del orden de la talla de la poblacion, por ejemplo del
orden de 10® individuos y elegimos una unidad igual a un millén, denotando por z(t)
la cantidad de individuos al instante ¢ en esa unidad, si bien estaremos hablando de
un namero entero (cantidad de individuos), z(¢) puede considerarse como un nimero
real en virtud de la unidad elegida (e.g. z(t) = 1,2 millon de individuos). Deberemos
tener siempre presente que lo deseado es realizar una representacién aproximada de
la realidad.

A lo largo de los tres primeros capitulos, la variable en estudio seguiré siendo una
cantidad real. Si ésta la denotamos por x (nimero de individuos de una poblacion en
una unidad apropiada, nivel de producciéon de un sector econémico, etc.), su evolucion
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a lo largo del tiempo (discreto) puede ser vista como una sucesion

Lo, L1, L2y« o3 Tk Lhot15 - - -

que en cada periodo de tiempo k asocie el nivel de la variable en dicho momento
notandola xj.

Los modelos a tiempo discreto dan origen a ecuaciones de recurrencia (como la
presentada en (MTD)) las cuales estudiaremos a través de herramientas y metodo-
logias presentadas en este capitulo. Luego de estudiar fenomenos que involucren una
sola variable, aplicando los contenidos introducidos a ejemplos, nos concentraremos en
modelos que involucren varias variables tratando, entre otros, los casos de fenémenos
que presentan retardos y modelos en clases de edades.

Hoja de ruta

El principal objetivo de este capitulo, es introducir al lector en la modelaciéon de
fenébmenos cuyas transiciones puedan ser descritas considerando el tiempo como una
variable discreta. La primera parte del capitulo (dindmicas en una variable), puede ser
tratada en cursos con alumnos de primer ano de pedagogia ya que ésta ha tratado de
ser autocontenida. Si bien se hace mencion (o se utilizan) a conceptos de anéalisis como:
Continuidad, Lipschitz, Teorema del valor medio, Teorema del valor intermedio; los
alumnos de primer ano tendran la oportunidad de relacionar dichos contenidos, que
seran vistos en el primer curso de calculo, en otro contexto como es el expuesto aca.
Para alumnos que hayan cursado las primeras asignaturas matematicas de la carrera
de pedagogia; la parte de dindmicas en una dimensién puede ser complementada
utilizando una planilla de calculo o programas matematicos, con la obtencion de
trayectorias (graficos) y célculos de equilibrios.

Independientemente del grado de formacién que tengan los estudiantes, creemos
importante hacer énfasis en el proceso de modelaciéon de un determinado fenémeno.
La discusién sobre la pertinencia de considerar el tiempo como una variable discreta o
continua, determinar la o las variables en estudio, describir la transiciéon de un estado
a otro, son procedimientos propicios para hacer participar a todos los estudiantes.
Una vez acordado el modelo, dependera de los conocimientos de cada alumno obtener
la mayor informacion posible a partir de él.

Si bien la construccién de modelos que involucran dinamicas en varias variables,
es un proceso que no requiere mayores requisitos matematicos, pudiendo trasladarse
algunos de estos al aula de Educacion Media, para el posterior anélisis sera necesario
que los estudiantes hayan cursado asignaturas donde se vean elementos de &algebra
lineal (calculo de valores propios) y célculo diferencial en varias variables (obtencion
de la matriz Jacobiana). De no ser el caso, se recomienda restringir el estudio sélo al
calculo de equilibrios.

Los siguientes contenidos, tratados en el capitulo, pueden ser complementados
con lo expuesto en las monografias de esta misma coleccion:
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s Calculo de trayectorias, realizacion de graficos y utilizaciéon de programas
matematicos: [18];

= Resolucion de ecuaciones (de una y mas variables), relacionadas con la deter-
minacion de equilibrios: [18];

= Principio de induccién para determinar la expresion explicita de una trayec-
toria: [14, 17];

= Resoluciéon de sistemas lineales y célculo de valores propios, relacionado con
la determinacién de equilibrios y la naturaleza de estos (estabilidad): [9].

Los ejemplos tratados que abarcan todo el procedimiento: construccién del mode-
lo y analisis, son los estudiados en la secciones 1.2 (evolucién de una variable: méxima
captura sustentable), 1.4 y 1.5 (evoluciones en varias variables: Romeo y Julieta; mo-
delos en clases de edades). Estos pueden ser abordados separadamente sin necesidad
de profundizar en el desarrollo tedrico necesario (Seccion 1.1 y parte de la Seccion
1.4), si es que éste ya ha sido realizado en otras asignaturas.

Al final del capitulo se intenta hacer una conexiéon de los contenidos abordados
con algunos de Educacion Media, proponiendo al futuro profesor un contexto diferente
para abordarlos.

1.1 Ecuaciones de recurrencia

Supongamos que la transiciéon entre un periodo k-ésimo -que representa el instante
de tiempo kAt donde At es el intervalo de tiempo en el cual ha sido establecida una
transicion- y el periodo k+ 1-ésimo, ya han sido establecidas, como en la introducciéon
de este capitulo (ver modelo (MTD)), a través de una funciéon f : R — R, dando
origen a la siguiente expresion

(12) Tk+1 = f(Ik) k= 0, 1, 2, e

Esta se denomina ecuacion de recurrencia, siendo xyg € R un estado inicial del feno-
meno en estudio.

En el estudio de un fenémeno, llegar a determinar la funcién f es un trabajo
delicado que requiere de conocimientos propios a la disciplina en la cual se enmarca
el analisis (biologia, fisica, economia, etc.). Una buena parte del modelamiento con-
siste en poder encontrar una buena funcion f que describa lo mas apropiadamente el
problema a tratar.

Una solucion de la ecuacion de recurrencia (1.2) es una sucesion

Loy L1y L2y« -+ s k=15 Thy Tht 15 - - -
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la cual debe satisfacer
vy = f(xo)
z2 = f(z1)) = f(f(20))
z3 = f(z2) = f(f(21)) = f(f(f(20)))

oy = flen) = f(f(ep2)) = = F(F(f - f(20)):

Al escribir f*) la composicién iterada de la funciéon f una cantidad k de veces, es
decir,

f® (@)= (fofofo-of)a),

k veces

con f(z) =z, la solucion de la ecuacion de recurrencia sera
_ gk
zr = ) (o).

Por ejemplo, si la funcion f: R — R es f(z) = 22, entonces f*)(z) = 22", En este
caso, si el modelo a estudiar viene dado por

v = (21)?  k=0,1,2...

la solucién estara dada por zy, = (0)2" .

En general, encontrar una expresion explicita para xj en funcién de una condicién
inicial o (como en los ejemplos anteriores) no es una tarea facil. Como veremos, éste
no seré el principal objetivo que abordaremos.

Uno de los aspectos que nos interesa estudiar es el comportamiento de soluciones
para tiempo grandes. En matematica decimos que analizamos las soluciones xj; cuando
k tiende a 4+o00. Observe que, en el ejemplo anterior, si la condicién inicial es xg =
0 entonces, para todo instante de tiempo k se tiene x; = 0. Por otro lado, si la
condicion inicial satisface 0 < xg < 1, entonces, para todo instante k, la solucion xy
es estrictamente positiva y ademéas xj tiende a cero cuando k tiende a +oco. Asi, a
largo plazo, la solucion va a estar cercana a cero. Si la condicién inicial es igual a uno
(zo = 1) entonces, z; = 1 para todo k. Por tltimo, si la condicién inicial es mayor
que uno (zg > 1) se tendra que xp4+1 > zx para todo k y més aun, se observa que en
tal caso, xj tiende a 400 cuando k tiende a +o0.

Para estudiar el comportamiento a largo plazo de soluciones, introduciremos el
concepto de equilibrio de un sistema a tiempo discreto, el cual es un punto fijo de la
funcién f que define el modelo.

Definicion 1.1. Un elemento z* € R se denomina punto fijo de la funcién f : R — R
si

fl@*) =a*.
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Al considerar el modelo a tiempo discreto
(1.3) Lh+1 = f(a?k) k= 0,1,2...

observe que si la condicién inicial ¢ resulta ser un punto fijo de la funcién f, entonces
una solucién del sistema anterior estard dada por zp = x¢ para todo periodo k. Si
para algin periodo kg llegamos a un punto fijo z*, es decir, zy, = «* con f(z*) = z*
entonces, la solucién o trayectoria a partir de este instante serd igual a z*. Es por ello
que un punto fijo de la funcién f se denomina también un equilibrio de la ecuacion
de recurrencia (1.3).

Ejercicio 1.3. Interprete el hecho de que en los modelos, a tiempo discreto, presen-
tados en la introduccion de este capitulo (modelo de infeccion y de crecimiento en el
Ejercicio 1.2), el nivel z* = 0 sea un punto fijo.

Graficamente, la existencia de un punto fijo de f (o equilibrio de (1.3)) puede
verse como la interseccion de la curva que describe la funciéon f con la de la funcion
identidad I(x) = x, como se muestra en la Figura 1.3.

Y
8

* X
0z Ty T3

F1aurA 1.3. Puntos fijos de la funcion f(z).

La Figura 1.3 muestra una funcién que tiene tres puntos fijos, mientras que la
Figura 1.4 grafica una funciéon que no tiene puntos fijos.

Dada una funciéon f : R — R, determinar si existen y calcular explicitamente sus
puntos fijos, puede llegar a ser un problema dificil de resolver, ya que esto involucra
la resolucién de una ecuacion (z* = f(x*)) eventualmente no lineal. En la mono-
grafia [18], de esta misma coleccion, se introducen métodos numéricos para resolver
ecuaciones no lineales los cuales pueden ser utilizados para el calculo de puntos fijos.

En el presente capitulo, veremos dos resultados que nos aseguran la existencia de
puntos fijos para ciertas clases de funciones. Para el primer resultado, introduciremos
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Y
8

F1GURA 1.4. Gréfica de una funcion sin puntos fijos.

una propiedad inicialmente definida por el matematico aleman Rudolf Lipschitz (1832-
1903), la cual ha llegado a ser de mucha utilidad en el analisis matematico y cuya
relevancia se vera reflejada a lo largo del texto.

Definicion 1.2. Una funcion f : R — R se dice Lipschitz, si existe una constante
L > 0 (que llamaremos constante de Lipschitz de f) tal que

(14) f@) = f@) < Llz—y| Va yeR

Si la constante verifica L < 1, se dice que la funcién es contractante o es una contrac-
cion.

Cuando la funcién f es derivable, una forma de calcular la constante L en la
anterior definiciéon es

A | £
L = méx|f ()|

donde f’(z) representa la derivada de f en z € R. Sin embargo, el méximo del valor
absoluto de la derivada en ocasiones puede ser +oco. Si asi no fuese, el teorema del
valor medio nos asegura que se tiene la relacion (1.4) para tal constante L. De hecho,
el teorema del valor medio senala que para todo x distinto de y en R se tiene que
existe ¢ €]z, y[ (suponiendo z < y) tal que

f@) = fly) = f(e)(x —y),

y por lo tanto
) = 1) = £ o=yl < (x| 7)) Lo =l

Ejercicio 1.4. Recordemos que una funcién f : R — R se dice continua en un punto
o € R si para todo € > 0 existe un § > 0 tal que

[z —wo| <0 = |f(z) = flzo)| <e,
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y seré continua si lo es para todo punto zg € R. Lo anterior se puede ejemplificar
simplemente diciendo que al dibujar el grafico de la funcién, no hay necesidad de
levantar el lapiz.

1. Discuta con sus comparfieros(as) la pertinencia de considerar una funciéon con-
tinua f en la descripcion de una evolucion zy1 = f(z).
2. Muestre que si una funciéon es Lipschitz entonces es continua.

El siguiente teorema nos entrega una condicion suficiente sobre la funcién f para
tener la existencia y unicidad de un punto fijo.

Teorema 1.3. Si una funcion f : R — R es contractante, entonces existe un inico
elemento x* tal que

f(z*) = z*.

Demostraciéon. Dado que la funcion es contractante, existe una constante positiva
L menor que uno tal que

|f(x) = fyl < Llx—yl Vo, yeR

Al partir de un elemento xy en R, generemos la siguiente sucesion

Ty = f(xo)
f@1) = f(f(x0)) = (f o f)(wo) == f@ (o)
zs = flx2) = f(fP (o)) = P (w0)

€2

o, = O (xo).

El objetivo es demostrar que la sucesion xj converge a un punto fijo de la funcion f.
Evaluemos los valores absolutos entre zj41 y xj utilizando el hecho que f es Lipschitz

|1 — 32| = [f(z0) — f(21)] < Llwog — 21

lzg —x3] = |f(21) = f(22)] < Llwy — 25| < L?|zo — 24

lvg — x4 = |f(22) — f(23)] < Llwg — 23] < L?|zg — 24
\Th—1 — x| = |f(@r—2) — f(wp-1)| < Llzg—o — 2p—1| < L¥ g — 24|
ok — zppa| = [f(@r-1) = f@n)| < Llzg—1 — x| < L¥|zo — 2.

En general, para dos niimeros naturales k y p se tendra, gracias a la propiedad de
valor absoluto, que

|tk — Thap| < |k — T | + |[Thar — Trg2| + [Trg2 — Tras| + -+ |[Thap—1 — Thppl
S (Lk +Lk+1 _|_Lk+2 +~-~+Lk+p_1)‘l‘0 —331‘-
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Utilizando la férmula de progresiones geométricas se obtiene asi

p—l k k
. L1 —LP L
> = T < i
2 -0 ~(-I)
y por lo tanto
k

(1.5) T — Thtp| < ( |zo — 1]

(1-1)
Dado que
Ik
(1-1)
cuando k tiende a +oo (pues L < 1), se tiene que los términos de la sucesion que

hemos construido estan cada vez mas cerca entre ellos, puesto que la diferencia entre
dos elementos de la sucesion x4y, ¥ 75 tiende a cero

|$0—1‘1|—>0

[Tk — Tp| — 0,

cuando k tiende a +oo. Si una sucesion tiene la propiedad de que el valor absoluto
entre dos términos de la sucesion se hace cada vez mas pequeno a medida que el indice
de la sucesioén avanza, se dice que la sucesion es de Cauchy. En R toda sucesion de
Cauchy es convergente.

De la relacion (1.5) se deduce que la sucesion construida es de Cauchy y por
lo tanto converge a un elemento z*. Como la funciéon f es continua (dado que es
Lipschitz) se tiene que f(xy) converge a f(x*). Por otro lado, como xj11 converge a
x* se obtiene, de la relacion xgy1 = f(zg), que f(z*) = z*.

Para finalizar veamos que este punto fijo es tnico. De hecho, si ] y x5 son dos
puntos fijos, se debe cumplir que f(z7) = 27 v f(a3) = 25 y ademas

(1.6) o1 — 5| = [f(21) — fa3)] < Llzy — 5.

Si z7 es distinto de z3 se tiene |2 — 3| > 0 y por lo tanto de (1.6), teniendo presente
L < 1, se concluye

*

|27 — @3] <oy — a3,

lo cual es una contradiccion. O

El resultado anterior se conoce como el Teorema del punto fijo de Banach, en honor
al matemético polaco Stefan Banach (1892-1945). El proceso iterativo detallado en la
demostracion se conoce como iteraciones de Picard. Detalles sobre algunos aspectos
numéricos de este proceso iterativo, pueden ser encontrados en la monografia [18].
Este teorema, junto con el que veremos maés adelante (Teorema 1.4), constituyen uno
de los resultados més importantes en matemaéticas aplicadas.

Antes de ver otras condiciones que nos aseguren también la existencia de un punto
fijo, observando la demostracion del teorema anterior nos percatamos de un resultado
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bastante fuerte. Este dice que si f es contractante, a partir de cualquier punto inicial
2o se tiene que la sucesion construida, siguiendo el esquema

vy = f(wo)

2y = f(z1) = f(f(20)) = (f o f)(wo) :== [P (w0)
x3 = flx2) = F(fP(20)) == [P (x0)
zr = f®(x)

converge al tnico punto fijo. De esta forma, si consideramos el sistema a tiempo
discreto
Trt1 = f(xg) k=0,1,2...

donde f : R — R es una funcién contractante, entonces, la tnica solucién, que
estara dada por zp = f(®)(xg) para k = 0,1,2,... convergera al tnico punto fijo
de la funcion f. Es decir, si el sistema que estamos estudiando viene dado por una
contraccion, podremos asegurar que a largo plazo (cuando k tiende a +00) la solucion
estaréa cerca del inico punto fijo de la funcion.

El siguiente resultado determina la existencia de un punto fijo para funciones
continuas (no necesariamente Lipschitz) en intervalos de la forma [a, b].

Teorema 1.4. Considere una funcion f : R — R continua. Si para un intervalo
[a,b] C R se tiene

(1.7) f(z) € [a,b] vV z € [a, b
entonces, existe un elemento x* en [a,b] tal que
f(@) =",

Demostracion. Considere la funcion g(x) = f(z) —2 la cual, por la continuidad de f,
resulta ser continua. Al evaluar g en los extremos del intervalo [a, b], por la propiedad
(1.7) se obtiene g(a) > 0y g(b) <0. Si g(a) =006 g(b) = 0 entonces a 6 b son puntos
fijos de f. En caso contrario, dado que g es continua, debe existir 2* €]a,b[ tal que
g(xz*) = 0 lo que implica z* = f(z*). O

El resultado anterior es una herramienta muy tutil a la hora de determinar la
existencia de un punto fijo. A diferencia del primer resultado que vimos (Teorema
1.3), este ultimo no nos asegura la unicidad del punto fijo como lo muestra la Figura
1.5

Ejercicio 1.5. Si la evolucion de una poblacion se modela a través de zx41 = f(xg),
jcomo se interpreta la condicion (1.7)7

Un equilibrio de un modelo a tiempo discreto (o punto fijo de la funcién que
lo define) puede clasificarse en localmente estable o globalmente estable. Sin
embargo, puede que un equilibrio no sea ni lo uno ni lo otro.
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F1GUurA 1.5. Grafica de una funcién continua, que satisface (1.7) con
[a,b] = [0,1], la cual tiene més de un punto fijo.

Definicién 1.5. Dado un intervalo [a,b] C R, un equilibrio z* € [a,b] de la ecuacion
de recurrencia

ka:f(xk) k:0,1,2...
se dice localmente estable en [a, b] si para toda condicion inicial zq en [a, b], suficien-
temente cerca de x*, se tiene x; — z*. El equilibrio z* es globalmente estable si para
toda condicién zq en [a, b] la solucién xj, converge a x*.

Del Teorema 1.3 se obtiene que si la funciéon f que define el sistema es contrac-
tante, entonces el inico punto fijo de la funcién es un equilibrio globalmente estable.

Ejercicio 1.6. Determine el tnico equilibrio del modelo a tiempo discreto presen-
tado en la introducciéon de este capitulo, dado por (MTD), y determine si es local o
globalmente estable.

En un modelo lineal, es decir, de la forma
Thyl = PTk k=0,1,2,...

donde p € R es una constante, se tiene que el punto z* = 0 es el tnico equilibrio si
p # 1. Ademas, si |p| < 1, dado que la solucién es z = pFzg se tiene que * = 0 es
globalmente estable. Este hecho es posible extenderlo a ecuaciones de recurrencia no
lineales, pagando, por cierto, un precio por ello (obteniendo un resultado méas débil).

Teorema 1.6. Considere el modelo a tiempo discreto siguiente
(18) Th+1 :f(xk) k:O,1,2...

donde f : R — R es una funcion derivable y su derivada, es una funcidn continua.
Si x* es un punto fijo de f y el valor absoluto |f'(x)| de la derivada de f evaluada
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en x* es menor que uno, entonces x* es un equilibrio localmente estable, es decir, si
la condicion inicial xo estd lo suficientemente cerca de x*, se tendrd que la solucion
xp = f®)(z0) converge a x* cuando k tiende a +oo.

Demostracion. Sea z* € R un punto fijo de f tal que | f/(z*)| < 1. Como la derivada
de f es una funcion continua, se tiene que existe un € > 0 tal que |f'(z)| < 1 para
todo = € [z* — e, 2™ + ¢£]. Por ser continua la derivada y su valor absoluto menor que
uno en todo punto del intervalo [z* — g,2* + €], se tiene que existe una constante
L €10,1] tal que |f/(z)| < L para todo x € [z* —¢,2* +¢].

Recordemos el teorema del valor medio el cual nos dice que para todo a distinto
de b en R se tiene que existe ¢ €]a, b] tal que

f) = fa) = f'(e)(b—a).
Si la condicion inicial zg esta en [x* —e, 2* +¢], por ejemplo en [x* — ¢, 2*], observamos
que 1 = f(x¢) y por lo tanto existe ¢; €]z, z*[ tal que

(@) = f(zo) = f'(er)(a" — xo).
Como z* es un punto fijo de f, lo anterior implica que
lo* —x1| = | f(c1)||2™ — xo| < Llz™ — x| <,

es decir, z1 esta en el intervalo [z* — &, 2* + €]. De igual forma, utilizando el teorema
del valor medio, existira cy entre 1 y x* tal que

|zg — x*| = | f'(c2)||z* — z1| < L|z* — 21| < L?|2* — 20| < e.
De manera iterativa se prueba que
[ — "] < L¥a* —ao| < 2,

y por lo tanto, como L < 1, se tiene |z — 2*| — 0, es decir, z; — x*. O

Ejercicio 1.7. Dada una funcion f : R — R derivable, cuya derivada es una funcion
continua, muestre utilizando el teorema del valor medio que, si |f'(z*)| < 1, entonces
la funcion f es contractante para valores cercanos a x*, es decir,

|f(z) = f(y)| < Llz -y Vo, yelzt —e 2" +¢f
para cierto L € [0,1][ y € > 0.

Ejercicio 1.8. Considere el modelo del Ejercicio 1.2 y determine para que configu-
racion de los parametros pAL y p¥, el punto 2* = 0 es un equilibrio (;global o local?)
estable.

Ejercicio 1.9. Considere los siguientes modelos a tiempo discreto

Tpr1 = Tkt p;
Ter1 = p(k+p);
T+1 — (l’k)a.



= A través del principio de induccion (ver monografias [14, 17]), determine en
cada caso la trayectoria xy.

= Haciendo un analisis de los pardametros y de la condicién inicial establezca el
comportamiento de z; cuando k tiende a +oo.

En las proximas secciones aplicaremos los contenidos vistos hasta ahora a modelos
en tiempo discreto.

1.2 Maxima captura sustentable

El objetivo del anélisis que realizaremos a continuacién, es poder determinar una
politica optima de extracciéon de un recurso renovable (e.g. especie forestal, vegetal,
marina) en el sentido de obtener la mayor cantidad del recurso sin afectar la perma-
nencia de éste en el ecosistema.

La variable de estado indicara la cantidad del recurso, representado por un ntimero
real positivo, en virtud de la unidad de medida considerada. Denotemos por xj la
cantidad del recurso en el periodo k, medido en anos, meses o dias. Lo primero que
se debe imponer es que zj, sea siempre positivo puesto que esta representando una
cantidad.

Supondremos que el recurso natural a ser analizado se reproduce a una tasa p(x),
es decir, si en un instante dado, la cantidad que hay del recurso es x, entonces en
el instante siguiente (afio siguiente, temporada siguiente o mes siguiente) la cantidad
del recurso ser4 la cantidad del periodo precedente mas p(x)z. En la introducciéon de
este capitulo dedujimos un modelo donde la tasa de reproduccién era constante, lo
que equivaldria a p(z) = p. Esta suposicion, en ciertas situaciones, carece de realismo
pues implicard que el recurso crece en cantidad de manera muy rapida o se extingue
de igual forma. A medida que la poblaciéon de individuos (nivel del recurso) aumenta,
la tasa de reproduccién debiera ser mas baja gracias a un proceso de regulacion al
interior de la especie. Esto se puede deber a que la cantidad de alimentos para ellos
es limitada y por lo tanto no pueden crecer indefinidamente en ntimero. La tasa de
crecimiento decreciente en x que se propone es

p(w)=p(1—%),

donde p y K son constantes propias a la especie y al entorno donde ella evoluciona.
Parte del trabajo estadistico que se realiza en economia de recursos naturales es la
determinacion de las constantes p y K. De esta forma, el modelo a tiempo discreto
estard dado por

(1.9) Tpr1 = f(zr) = xp + pi (1 — %) .

Este modelo se conoce como modelo logistico. Fue introducido en la primera mitad
del siglo XIX por Pierre Verhulst para dinamicas a tiempo continuo. La deduccion de
este modelo, en tiempo continuo, es abordada en el Capitulo 2. El modelo logistico
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a tiempo discreto fue introducido por el bidlogo australiano Robert May en el ano
1976, el cual estudiaremos con un poco més de detalle en la préxima seccion.
Para que el modelo sea realista, la funciéon f debe ser tal que xj sea siempre

positivo. Si
1
i (51)
p

se observa que f(x) = x + px (1 - %) es negativo, por lo tanto el nivel del recurso
nunca debe sobrepasar K (H'T") Como el maximo de la funcién f se alcanza en T =

K (%2) tomando el valor
2p

_ (1+p)?
= Ki
fla) = KE O
para que siempre se obtengan valores positivos, se debe tener
1 1
(1.10) gt K( +p> p <3
4p p

En tal situacion (p < 3), si x esta en el intervalo [O,K(ipp)] se tendra que f(x)
permanecera en el mismo intervalo pues

= gLt e)? L+p
0< 1) < o) = KR < e (HE2)),

teniéndose entonces que la funcién f (que es continua) satisface

(L.11) sweor (L)) vee r (L)

y, por el Teorema 1.4, se deduce entonces que existe al menos un punto fijo de f en
[0, K (ip”)] La verdad es que en este caso resulta facil determinar que existen dos
puntos fijos, los cuales seran z* = 0 y el equilibrio positivo z* = K.

Dependiendo de los valores de p y K el cero y el equilibrio positivo puede que
sean estables o no.

Gracias a la propiedad (1.11), si la condicién inicial zy estd en el intervalo
[0, K (1%’3)]7 podremos asegurar que las trayectorias zj, del sistema (1.9) permane-
cen por siempre en el mismo intervalo.

Agreguemos ahora un término de extraccion. Si en el periodo k hay una cantidad
xy, del recurso, éste evoluciona siguiendo la relacion (1.9). Explotando, al final de
cada periodo, una porcién h < 1 de éste, es decir, se extrae h (a:k + pxy (1 — —)) el
sistema estara dado por

Tpt1 = (1 —h) (mk + pxy (1 - %)) .

Para cada h < 1, un equilibrio no nulo del modelo con extraccién serd un nivel

x; # 0 tal que
o= @) (i i (1-52) )
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donde el subindice h en x} lo hemos colocado para indicar la dependencia del equilibrio
con respecto a la porcién de explotacion h.
El nivel z sera positivo si h < ﬁ y en tal caso estarda dado por

(1.12) x}‘L:K(l—p(lhh)) < K.

Si definimos la funciéon
() =2+ pz(1- 1)
T)=1=x r(1l——]),
g P K
el modelo con extraccion se escribe

Thy1 = (1= h)g(xy),

siendo el equilibrio z} un elemento que satisface
(1.13) xy = (1= h)g(z},).

Dada una porcion h, en el equilibrio se extraera un cantidad {(h) := hg(z}) del
recurso la que, de (1.13), se deduce igual a £(h) = g(x},) — xJ,, obteniéndose

e = o (1-32).

Si la fraccién de explotacion h es tal que el equilibrio «} coincida con el maximo

de la funcién
x

(1.14) x = px (1 K)’
se tendra que para dicha tasa de explotacion, la captura dada por £(h) se maximiza.
Busquemos la fracciéon h con la cual se tiene lo anterior. Dado que el maximo de la
funcién (1.14) se obtiene en z = K/2, lo cual se deduce al derivar e igual a cero pues
la funcién es una parabola negativa, debemos buscar h tal que

xy = K
h — ) )
concluyendo de (1.12)
k(1o )= &

p(L—h) 2

lo que implica
p

1.15 = —,
(1.15) 5,

Al decretar que la tasa de explotacion sea la dada por (1.15), estaremos impo-
niendo que el sistema se estabilice (si el equilibrio resulta ser estable) en un nivel
donde se obtiene la maxima extraccion posible sin que el recurso se extinga. Es decir,
se maximiza la extraccion y esta actividad se ejerce de manera sustentable. Si se ex-
trae una porciéon h mayor, puede que se tengan mayores ganancias econémicas en un
instante dado pero después el recurso disminuira, pudiendo incluso extinguirse y, por
lo tanto, también tendré repercusiones de tipo econémico para quien lo extrae.
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La captura méaxima obtenida, dada por £(h) con h definido por (1.15), se conoce
como el mdzimo rendimiento sustentable denotado MSY por sus siglas en inglés (ma-
ximal sustainable yield). En la planificacion para extraccion de recursos naturales,
buscar el MSY es una metodologia actualmente utilizada para extraer de manera sus-
tentable la mayor cantidad posible de un recurso. En el libro [5] es posible encontrar
variados ejemplos de aplicacién de éste y otros conceptos relativos a la sustentabilidad
en la extraccién de recursos naturales.

Ejercicio 1.10. Considere un modelo con extracciéon donde se explota una fraccion
h del recurso, pero dicha actividad se ejerce al comienzo de cada periodo. Para esta
situacién realice los siguientes procedimientos:

1. Escribir el modelo que representa la evoluciéon del recurso.

2. Dada un tasa de explotaciéon h, obtener el correspondiente equilibrio no nulo
x; e imponer una condicién para que éste sea positivo.

3. Calcular el MSY y el nivel de extracciéon h donde se alcanza.

Ejercicio 1.11. Introduzca la siguiente modificacion al sistema presentado en esta
seccion

T
Tht1 = Tk + pTk (1 — f) — h.

1. ;Cémo justificaria este nuevo modelo?

2. Dada un tasa de explotaciéon h, obtenga el correspondiente equilibrio no nulo
x7 y determine una condiciéon para que este sea positivo.

3. Calcule el MSY y el nivel de extracciéon h donde se alcanza.

1.3 Modelo logistico discreto

En esta secciéon ahondaremos un poco mas en las propiedades de una evolucién dada
por el modelo logistico discreto

T
Tyl = T + pTy (1 - ?) .

En la Seccion 1.2 vimos que si el pardmetro p es menor o igual a tres, entonces el
sistema es invariante en el intervalo [0, (%)K ]. Esto quiere decir que para cualquier
condicién inicial en dicho intervalo, la trayectoria z; permanecera ahi.

Un equilibrio del sistema es un nivel z* tal que

r =X xr - =5
P K

observandose que sblo existen dos equilibrios posibles, los cuales son z* =0y x* = K.
Utilicemos el Teorema 1.6 para analizar la estabilidad de estos dos equilibrios.
Recordemos que si el sistema a tiempo discreto viene dado por

Tp1 = f(zr),
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x* es un equilibrio y |f'(2*)| < 1 entonces, el equilibrio sera localmente estable.
nuestro caso la funcion f sera

2
— — —x = — 7px
ﬂ@—w+m%1 K) A +p)z— =,
y su derivada estard dada por
2px
!/
=1+p- L2,
flle)=1+p-—

Evaluando la derivada en los puntos de equilibrio se tiene

FO)=1+p yf(K)=1-p.

En

De esta forma, para p > 0 el equilibrio * = 0 es inestable!. Si p pertenece al intervalo

10, 2[ entonces |f'(K)| = |1 — p| < 1y por lo tanto, z* = K es localmente estable.

Por otro lado, siempre se tendran las siguientes propiedades de monotonia en el

intervalo [0, (HTP)K] (suponiendo p > 0)

< K=z< f(x)
(1.16)
x> K= f(z) <.

Consideremos la ecuaciéon de segundo grado
pz?

que tiene por solucion

T+p—[1- 1+p+|1—
m:K( p¥ m>yb:K( p% M)

Como ya vimos que si p €]0, 2[ el equilibrio * = K es localmente estable, veamos si
se puede decir algo mas cuando p esté en el intervalo |0, 1[. En tal caso, las soluciones

de la ecuacion (1.17) seran
rn=K y z2=K/p>K,
teniéndose entonces
K—f(x)>0 Ve<z =K

(1.18)
K—f(z)<0 V x €]ry, z2[=]K, K/pl.

Considerando las ecuaciones (1.16) y (1.18) se obtiene asi

r<K = z<flx)<K
r>K = K< f(z)<uz.

IEste concepto no ha sido introducido, pero en este contexto, indicard la no estabilidad
equilibrio.
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Del desarrollo anterior se deduce que si p €]0,1[ entonces para cualquier condicién
inicial xy en el intervalo }0, (% se tendré convergencia al equilibrio z* = K de
manera creciente (zrp11 > k) sl se comenzo con una cantidad mas pequenia a K
o de manera decreciente (zp4+1 < ) si la condicion inicial es mayor a K. Si la
condicién inicial es mayor a % > K pero menor a (ipp)K entonces también se tendra
convergencia a K pero no serd de manera decreciente.

Si el parametro p esta en el intervalo |1,2[ el equilibrio z* = K sigue siendo
localmente estable pero la convergencia no resulta ser creciente o decreciente. Pro-
duciéndose oscilaciones en torno a z* = K (se toman valores mayores y menores a
K) convergiendo al equilibrio (ver Figura 1.6). En realidad, el equilibrio z* = K re-
sulta ser globalmente estable para cualquier condicién inicial en }0, (H‘Tp) K [ si el

parametro p esté en 0, 2[.

Ty
Ty
K S
T+1
T
0 k

FIGURA 1.6. Trayectoria zj para p €]1,2].

Veamos qué sucede cuando p > 2. En este caso se tiene que f/(K)=1—p < —1
y por lo tanto el equilibrio z* = K es inestable. De hecho, se puede observar que
para valores de p mayores a 2 pero cercanos, a partir de una condicién inicial en

}O, (HTP) K {, se converge? a un ciclo de periodo dos entorno al equilibrio K, estos

es, que para k grande se tendra
T ~ Th+2,
con x < K y xx4+1 > K como se observa en la Figura 1.7
A medida que se hace crecer p se tendra que se sigue manteniendo un ciclo de
tamano dos pero la amplitud, es decir, el valor x4 —xj ird en aumento. Esto sucedera
hasta que se alcance el valor de p = v/6 que es a partir de cuando las trayectorias

2Rl concepto convergencia s6lo habia sido utilizado para senalar que la trayectoria tiende a
un punto especifico. En este caso, quiere decir que la trayectoria, en tiempos grandes, tiene un
comportamiento ciclico.
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F1GURA 1.7. Trayectoria xj con un ciclo de periodo 2.

tenderéan a un ciclo de periodo cuatro en torno a K, es decir, que para valores de k
grandes, se tendré

Tk = Tkt4,
como se senala en la Figura 1.8
Tk A
L] L] L] L] L]
L ] L ] L ] L ] L ]

K

To W ° ] ° [} ° [} ¢ ® ¢ ]

Ty Tpt+4

0 k

F1GurA 1.8. Trayectoria x con un ciclo de periodo 4.

A medida que se sigue aumentando el pardmetro p se observa que el ciclo de
periodo cuatro aumenta su amplitud hasta llegar a obtener (aumentando el valor de
p) un ciclo de periodo ocho en torno a K como se gréfica en la Figura 1.9.

Lo anterior se puede seguir realizando aumentando el parametro p obteniendo
ciclos de periodo 2". Una vez que se tiene un ciclo de tamano 2™, este comportamiento
cualitativo se preservara hasta que el parametro p llegue a un nivel p,, y cada vez que
se aumenta, la amplitud de los ciclos asociados iré creciendo. Asi, cuando p era mayor,
pero cercano a dos, se tenia que se tendia a un ciclo de periodo dos hasta llegar a
p1 = V6 > 2. A partir de ese valor, se tiene un ciclo de periodo cuatro hasta un valor
de pa > p1. Luego, en las figuras observamos que se tiene un ciclo de periodo ocho y
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T, A
L] * [ ] ? L ] ? L ] * [ ] 4
K
L ]
L
L] H L] e L] °
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Ty ° T;+8
Ty
0 k

Ficura 1.9. Trayectoria x; con un ciclo de periodo 8.

esto sucedera hasta un valor de p3 > po. Sucesivamente, lo anterior se va a tener para
todon =1,2,3,4,..., pero los ciclos a partir de un instante tendréan un periodo de una
potencia de base distinta a dos. Por otro lado, es posible observar que la diferencia
entre los parametros p,4+1 — pn > 0 decae rapidamente teniendo una convergencia
de p, hacia p,, = 2,5699456.... Si el parametro p de nuestro sistema a tiempo
discreto es mayor a p., se pueden encontrar trayectorias que son llamadas drbitas
cadticas. El término cadtico se les asocia por dos razones. La primera es que no son
trayectorias peridédicas, es decir, no vuelven a tomar un valor cercano a uno alcanzado
anteriormente de manera ciclica. Ademaés, muestran una muy sensible dependencia con
respecto a las condiciones iniciales. Esto implica que con dos condiciones iniciales muy
cerca una de otra, las trayectorias generadas a partir de las dos seran completamente
diferentes. Lo anterior puede ser muy dramatico en la practica ya que si se comete
un error, por pequeno que sea, en la mediciéon de la condicién inicial, la trayectoria
obtenida puede diferir bastante de aquella asociada a la verdadera condicion inicial.
En tales modelos, no seré posible hacer proyecciones de largo plazo.

La Figura 1.10 muestra el comportamiento de una trayectoria para el valor de
p = 3. La Figura 1.11 muestra la diferencia entre dos trayectorias con condiciones
iniciales cercanas para el mismo valor de p = 3.

Los comportamientos ciclicos y cadticos descritos, no tienen ninguna relaciéon con
lo que sucede en tiempo continuo para el modelo logistico, como se vera en el Capitulo
2. En ese contexto, para cualquier condicién inicial positiva, la solucién de la ecuacion
diferencial ordinaria asociada a la funcion logistica converge a K. Este es un claro
ejemplo donde no hay concordancia entre un modelo a tiempo continuo y tiempo
discreto, aunque las dinamicas estén definidas por la misma funcion.

Ya que el comportamiento caético, presente en el modelo logistico a tiempo dis-
creto, presenta gran sensibilidad con respecto a las condiciones iniciales, ;cuales son
las implicancias biologicas de este tipo de resultado matemético?, jes razonable que
una poblaciéon pueda ser modelada por un sistema tan sensible?, ;no sera mejor incluir
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FigurA 1.11. Diferencia xj — y; entre dos trayectorias con condi-
ciones iniciales cercanas, para p = 3.

aspectos aleatorios en el modelamiento? La prediccion a largo plazo parece ser impo-
sible en este tipo de modelos, siendo precisamente ésta una de las motivaciones del
trabajo cientifico. Para quien tiene la tarea de modelar, analizar estos aspectos (sen-
sibilidad del sistema con respecto a las condiciones iniciales, parametros del modelo,
incluir aleatoriedad) revierten una gran importancia.

Viendo lo que sucedia con el sistema a tiempo discreto dado por la funcién logisti-
ca, se planteo la necesidad de validar experimentalmente (a través del seguimiento de
una poblacion biologica) el tipo de comportamientos sefialados en esta seccion. Esto
fue logrado por Constantino, Desharnais, Cushing y Dennis el ano 1997 estudiando
la dinamica del Tribolium. Ellos analizaron un modelo un poco mas sofisticado que el
logistico pero que representa la misma transicién entre un estado de equilibrio, ciclos
y luego comportamientos cadticos haciendo variar los parametros del modelo.

Volviendo a los coeficientes p,, que representan aquellos valores donde el pe-
riodo de las trayectorias limites se duplicaban, es posible mostrar que el cuociente
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Oy = %, que indica la tasa de convergencia de p, a p, tiende al ntmero
" n

0 = 4,6692..... Este valor es conocido como una de las constantes de Feigenbaum-

Coullet-Tresser, en honor al matemaético y fisico estadounidense Mitchell Feigenbaum,

al fisico Pierre Coullet y al matematico Charles Tresser, estos dos tltimos de Francia,

quienes demostraron en la década de los 70, que para una clase de sistemas dinamicos

discretos en una dimension (como la logistica), los parametros p, que indican una

duplicacion del periodo de las trayectorias, van a satisfacer

5y o= PnPnml 5 4,6692...
Pn+1 — Pn
es decir, el valor § no depende de la funcién en particular, siendo éste un ntmero
trascedente.

De manera paralela, Feigenbaum por un lado, Coullet y Tresser por otro, descu-
brieron un método para probar lo anterior. Durante muchos anos, sélo se le di6 crédito
a Feigenbuam, pero hoy ya se reconoce a los tres. Cuando Coullet y Tresser hicieron
el descubrimiento eran jovenes, y el articulo con el resultado demoro en ser publicado.
Pierre Coullet visita anualmente nuestro pais, pues trabaja con el fisico chileno En-
rique Tirapegui y ademés varios fisicos nacionales han realizado sus estudios bajo su
direccion. En Chile se comenz6 a dar justicia a la contribucion de Coullet y Treesser,
siendo en nuestro pais la primera vez que coincidieron Coullet y Feigenbuam, cuando
fueron invitados a una Escuela Latino Americana de Fisica en los anos 80.

1.4 Ecuaciones de recurrencia en varias variables

Nuestro objetivo a partir de ahora es estudiar evoluciones a tiempo discreto que
involucren mas de una variable. Para ello introduzcamos un ejemplo que consiste
en estudiar la evolucion en la relaciéon de una pareja, a la cual llamaremos Romeo y
Julieta para ser mas graficos, en referencia obvia a la obra de Shakespeare. Es bastante
razonable (a riesgo de ser frivolos) pensar que los sentimientos mutuos en una pareja
varian en el tiempo. El matematico estadounidense Steven Strogatz, introdujo en 1988
un modelo en tiempo continuo que daba cuenta de este fenémeno. La version que
abordaremos a continuacién es a tiempo discreto y su formulacién, con el respectivo
desarrollo, puede encontrarse en [6].

Notemos por zj el sentimiento amor/odio que Julieta tiene por Romeo el dia k
e yi el sentimiento amor/odio que Romeo tiene hacia Julieta el dia k (por razones
evidentes, omitiremos la unidad de medida) e interpretemos que si 2, > 0 Julieta ama
a Romeo y si xp < 0 Julieta en realidad prefiere no verlo ese dia (lo odia). Los valores
absolutos |zx| v |yx| indicaran la intensidad de amor u odio segun corresponda.

Asumamos que Romeo y Julieta responden linealmente a sus propios sentimientos
lo que expresamos de la forma

Tp+1 = QT
Ye+1 = OQRYk-
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Puesto que Romeo y Julieta ya son pareja, parece razonable asumir que ay y ag
son constantes positivas. La actitud roméntica de cada miembro de la pareja puede
expresarse en funcion de la magnitud de estos parametros. Si ambos son menor que
uno, entonces xj e yi convergen a cero lo que representa que el sentimiento inicial del
uno al otro tiende a una actitud neutral (ni amor ni odio). Si ay y ar son mayores a
uno entonces el sentimiento inicial se intensifica dia a dia.

Ahora agregaremos unos términos lineales que representen la respuesta de Romeo
y Julieta respecto al sentimiento del otro. Esto lo escribimos como

Tyl =  QjTk + Pk

(1.19)
Yk+1 = QRYk + DRk

Los parametros py y pr describen como los sentimientos cambian en respuesta del
sentimiento actual del otro. El signo de estos parametros representaran diferentes
estilos dentro de una relaciéon. Si pg > 0 entonces, Romeo tiende a amar més a
Julieta si es que ella lo ama un determinado dia (zp > 0) y la odiard méas si es que
ella ese dia ha preferido no verlo (z < 0). Por otro lado, si pr < 0 entonces, el odio
(o indiferencia) de Julieta (x; < 0) hacia Romeo contribuye a que él la ame mas y
contrariamente, el amor de Julieta (zj > 0) hacia Romeo hace que el sentimiento de
él decrezca.

De esta forma, la eleccién de los parametros ay, ar, p; y pr representan el estilo
de cada miembro en la pareja y cualitativamente, permiten estudiar su evolucién a
lo largo del tiempo. Para cuatro configuraciones de parametros, en la Figura 1.12 se
han graficado las evoluciones de x; e y; las cuales usted puede replicar utilizando una
planilla de calculo o un programa mateméatico. En la primera columna se ilustran las
evoluciones de x e yj, en el transcurso del tiempo mientras que en la segunda se hace lo
mismo en el plano xy —yx, conocido como diagrama de fase, cuyo concepto equivalente
en tiempo continuo es abordado en el Capitulo 3, pero que se deja propuesto obtener
a tiempo discreto en el Ejercicio 3.10. Herramientas para graficar diagramas de fase
en tiempo discreto, pueden encontrarse en la monografia [9]. Observe en la Figura
1.12 que para ciertas elecciones de parametros los sentimientos tienden a: aumentar,
decrecer, mantenerse estables o a comportarse oscilatoriamente.

Ejercicio 1.12. Utilizando una planilla de céalculo o un programa matematico, para
condiciones iniciales xg = yo = 1 grafique xy, yr para cada k y (xg,yx) del modelo
(1.19) para las siguientes elecciones de parametros ay, agr, ps y pPg:

aj=1l=ar=p;j=pr=1

ay=1 ar=1 py=pr=-—1
a;=1/10; ap =2; py=1; pr=—1;
aj=1; ar =4 p;j=2; pr=—1;
aj=3; ar =1/10; py = -2; pr = —1.

Ok W=
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F1GURA 1.12. Trayectorias de la evoluciéon entre Romeo y Julieta.

En fenémenos a tiempo discreto que involucren n € N variables, escribiremos un
sistema de ecuacién de recurrencias como

(1.20) Xpp1 = f(Xp)  k=0,1,2... i



donde el vector Xj = (2%, 25 ... 2F) € R™ reagrupa las n variables en estudio y

f:R™ — R"” es la funciéon de transicion.

Anélogamente al caso en que la variable en estudio es s6lo una, diremos que un
punto fijo o equilibrio del modelo (1.20) es un vector X* = (z7,5,...,2%) € R” que
satisface f(X™*) = X*.

Por cierto, si para algin instante kg llegamos a un punto fijo X* € R™ entonces,
la solucién o trayectoria a partir de este instante seré igual a X*.

Ejercicio 1.13. Determine el o los equilibrios del modelo que describe los sentimien-
tos de Romeo y Julieta (1.19). En dicho ejemplo, el vector Xy = (zk,yx) es de dos
variables.

Resolver el sistema de n ecuaciones con n incognitas f(X*) = X* donde f :
R™ — R™, en general, es un problema dificil. Incluso si f es una funcién lineal, la
resolucion de tal sistema puede ser compleja desde el punto de vista numeérico ([18]).
Tal como se tenia en una dimension, si la funcion f es contractante, podremos asegurar
la existencia un tnico punto fijo, en el cual, la iteracion

Xi1 = f(Xk)

provee la sucesion Xj que converge a él. Para poder definir qué significa el que una
funcién de varias variables sea contractante, o mas generalmente ésta sea Lipschitz,
debemos considerar una norma en R™. Por ejemplo, notando X = (z1,...,z,) € R",
se puede trabajar con

n % n
X = (Zﬁ) X =D ] 6 X = méx[zi.
i=1 i=1

Asi, elegida una norma || - || en R"™, diremos que la funcién f : R* — R" es
Lipschitz, si existe L > 0 tal que

[F(X) = FWI < LI|X =Y[ VX, YV eR",

y si L < 1, diremos que la la funcién es contractante.

De esta forma, realizando el mismo procedimiento que en la demostracion del
Teorema 1.3 podemos asegurar que si f es contractante, entonces, existe un tnico
punto fijo. El desarrollo de este procedimiento en varias variables es abordado en [9].

Para establecer un resultado que generalice el Teorema 1.4 al caso de varias va-
riables es necesario recordar, que un conjunto C' C R™ se dice convexo si para todo
par de puntos X,Y en C se tiene que el trazo que los une, esta contenido en C, es
decir,

AMX+(1-NY el vV A e[o,1],
como se muestra en la Figura 1.13.

En R los conjuntos convexos se reducen a los intervalos. Para mayores detalles
sobre conjuntos convexos y sus propiedades, ver la monografia [8]. Por otro lado, un
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Fiaura 1.13. Conjunto convexo: para todo X,Y en el conjunto, el
intervalo [X, Y] :={AX + (1 =AY : X\ €[0,1]} esta contenido en
C.

conjunto C' C R”™ se dice acotado, si existe r > 0 tal que
CC{X eR" : |X| <r},

y se dird cerrado si para toda sucesion en C' que converge, su limite también esta en
C. En R los conjuntos convexos, cerrados y acotados son los intervalos de la forma
[a, b].

Introducidos los conceptos necesarios, podemos presentar el siguiente teorema que
nos asegura la existencia de un punto fijo para funciones continuas.

Teorema 1.7. Dada una funcion f : R™ — R™ continua, si para un conjunto
C C R"™ convezo, cerrado y acotado, se satisface

fX)ecC vXelC
entonces, existe un elemento X* en C tal que
(X7 = X,

El anterior resultado es conocido como el teorema del punto fijo de Brouwer en
honor al matemaético holandés Luitzen Brouwer quien lo demostré el ano 1909 para
el caso n = 3 y en 1912 para el caso general. Este teorema, de gran importancia en la
actualidad, fue generalizado por el matematico japonés Shizuo Kakutani a mediados
del siglo XX y celebremente usado por el estadounidense John Nash, en la introduccién
del equilibrio que lleva su nombre en teoria de juegos.

Tal como se hizo en modelos que involucran una sola variable, un punto fijo
(equilibrio) X* de f que pertenece a un conjunto C' € R™ se dice localmente estable
en C si para toda condicién inicial Xy € C suficientemente cerca de X* se tiene
X — X* donde X411 = f(Xk). El equilibrio X* es globalmente estable si para toda
condicion Xy en C la sucesion X converge a X*.

En un sistema en varias variables lineal, es decir, uno que viene dado por

(1.21) Xy = AX,  k=0,1,2...
49



donde A es una matriz de dimensién n x n (como en el modelo de Romeo y Julieta),
se observa que el vector X* = (0,0,...,0) es un un equilibrio del sistema. Conociendo
el modulo de los valores propios de A es posible determinar si X* = (0,0,...,0) es
un equilibrio globalmente estable, como se presenta en el siguiente teorema.

Teorema 1.8. Considere el sistema de ecuaciones de recurrencias lineal dado por
(1.21). Si el médulo de todos los valores propios de A es menor que uno, entonces,
para cualquier condicion inicial Xo € R™ se tendrd X — (0,0,...,0).

Demostracion. Dado que la solucion del sistema (1.21) estara dada por
X, = A X,

lo cual puede ser probado por induccion, se tiene que si los valores propios de A tienen
mo6dulo menor que uno, entonces A¥ — 0 (matriz nula), resultado clasico del algebra
lineal posible de encontrar en la monografia de esta misma coleccion [9]. |

En el texto [9] se introduce una metodologia para calcular las potencias A de
una matriz A. Para ello, la herramienta fundamental, propia al algebra lineal, que se
utiliza en el mencionado texto es la de obtener la descomposiciéon de Jordan de una
matriz para calcular sus potencias. Esta consiste en, dada una matriz cuadrada A,
encontrar una matriz invertible P y una matriz D tal que

A=PDP !,

teniéndose

Ak = pDFp~L.
La idea de realizar esta descomposiciéon es que calcular las potencias de la matriz
D resultara mas facil que calcular las potencias de A. De hecho, si la matriz A es
diagonalizable, propiedad que se verifica si todos los valores propios de A son reales y
distintos, se tiene que D es una matriz diagonal cuyos coeficientes son precisamente
los valores propios de A.

Ejercicio 1.14. Dado el sistema lineal en dimensién dos

()= a) (o)

a través del calculo de valores propios (ver monografia [9]) establezca una condicion
necesaria y suficiente que involucre los paramestros a,b,c y d para que el equilibrio
z* = (0,0) sea globalmente estable y determine condiciones para que exista un equi-
librio diferente de (0,0). Aplique lo obtenido anteriormente en el modelo lineal de
Romeo y Julieta deduciendo las condiciones para que el equilibrio (0,0) (estado que
representa la indiferencia de ambas partes), sea globalmente estable.

En sistemas no lineales, tendremos que analizar los valores propios de la matriz
Jacobiana (definida mas abajo) de la funcion f evaluada en un equilibrio X* para
poder determinar si este es localmente estable.
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Dada una funcion f : R® — R"™ donde

f(X) = (fl(X)77fn(X)> = (fl(l'h...,{L‘n),...,fn(l‘l,...,l'n>),

la  Matriz Jacobiana es aquella que agrupa las derivadas parciales (cuando existen)
de las funciones f; con respecto a las variables ;. Esta matriz la notaremos D f(X)
y esta dada por

9f1(X) 9f1(X)

oz ce oz,
(1.22) DfX)=| : . :
Afn(X) Ofn(X)

oxq e oy,

En R, la matriz Jacobiana de una funcion f : R — R se reduce a su derivada f’(x).

Una funcién f : R® — R™ se dice de clase C! si todas las derivadas parciales
existen y estas son continuas, es decir, si la funcion Df : R* — M,,«.,, a valores en
las matrices cuadradas de dimensiéon n x n que a cada X € R" le asocia la matriz
Df(X) dada por (1.22), es una funcion continua. Si la funcion f es lineal, es decir,
f(X) = AX donde A es una matriz de dimensién n x n, entonces la matriz Jacobiana
de f en todo punto X es la matriz A (Df(X) = A). En el Capitulo 2 se introduce
también la matriz Jacobiana para el anélisis de estabilidad de equilibrios en modelos
a tiempo continuo.

El estudio de los valores propios de la matriz Jacobiana, nos entregara una con-
dicion suficiente para determinar si un equilibrio es localmente estable como lo senala
el siguiente resultado.

Teorema 1.9. Considere el sistema a tiempo discreto siguiente
(1.23) Xir1 = f(Xk) k=0,1,2...

cuya condicion inicial es Xg € R™. Si f : R® — R™ es una funcion de clase C' y
X* € R™ es un punto fijo de f tal que el mddulo de todos los valores propios de la
matriz Jacobiana D f(X™*) es menor que uno, entonces X* es un equilibrio localmente
estable.

Una motivacién importante de considerar modelos a tiempo discreto en varias
variables, es el estudio de fen6menos que presentan retardos. Por ejemplo, si se desea
estudiar la evolucién de una poblacién, en determinadas ocasiones es mas natural
pensar que el niimero de individuos al instante k+ 1 no s6lo depende de los individuos
al instante k si no que también de los individuos en un instante k — kq. Si la unidad de
tiempo que consideramos es un mes y el proceso de gestacion de la especie a estudiar
demora nueve meses, la cantidad de individuos en el décimo mes no depende de la
cantidad que habia en el noveno mes, si no que mas bien de la cantidad que existia
en el primer mes. Un ejemplo clasico de un modelo con retardo, es aquel que da
origen a los conocidos nimeros de Fibonacci, cuya obtencion es ejemplificada a través
de la evolucién en una poblacion de conejos. Este ejemplo es abordado ampliamente
(introduccién, antecedentes historicos y desarrollo) en la monografia [9].
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De manera general, si zp € R representa la cantidad de efectivos en el instante
k, entonces supondremos que la cantidad en el instante k 4+ 1 depende de xy ¥y Tx_g,
donde ko es un ntmero natural positivo (fijo). Esto lo formalizamos diciendo que
existe una funcién f: R x R = R? — R tal que

Th1 = f(Ths Thto)-
El sistema dado por la anterior ecuaciéon de recurrencia se dice que tiene retardo
ko € N.
Comencemos analizando un sistema con retardo igual a kg = 1 (como Fibonacci)
dado por la siguiente ecuacion de recurrencia

Tpy1 = f(Th, Tp—1)-
Para poder determinar la trayectoria o solucién del sistema, no bastara con conocer
un instante inicial xg. Se debera explicitar el estado del sistema en el instante k =0y
k = 1. De esta forma, si conocemos zy y x1 entonces, podemos determinar el valor de
x para todo k = 1,2, 3,4, ... de manera similar que en ausencia de retardo haciendo
el proceso iterativo

xo = f(z1,20) = f(21,20)

z3 = f(z2,21) = f(f(z1,20),21)

gy = f(xs,22) = f(f(f(21,20),21), f(21,20))

x5 = flza,xs) = f(f(f(f(z1,20),21), f(z1,20)), f(f(21,70), 21))

Por ejemplo, si la funcion f esta dada por f(x,y) = azy donde a es una constante,
entonces

xo = f(z1,m0) = f(x1,20) = ax120

w3 = f(xa,m1) = f(f(21,m0),21) = f(az1z0, 1) = a’zixg
vy = f(x3,22) = f(azf’?%%a azrizTy) = 043”?55(2)

w5 = [fza,23) = fa'afaf, a®atao) = a’zia]

En general, en presencia de retardo se hace menos evidente poder determinar la
solucion de manera explicita, presentando los sistemas con retardo, en tiempo continuo
y discreto, mayores dificultades para su analisis. Sin embargo, utilizando algunos
resultados vistos hasta ahora, introduciremos una condicién para que un equilibrio
del sistema (que atin no lo definimos en este nuevo contexto) sea localmente estable.

Para analizar un sistema con retardo igual a uno, realizaremos el siguiente truco
que consiste en ver el sistema como uno de dimensién superior sin retardo. Si zj es
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un numero real que representa el estado del sistema en el instante k, definimos la

variable
X, = ( Tr—-1 ) c RQ,
Tk

Trr1 = f(Tr, Th-1),
puede ser escrito de manera equivalente como

Xit1 = F(Xy),

donde la nueva funcién F : R? — R? se define por

F0=r(5)=( s )

Lo anterior es debido a que

Yea= (L2 )= (g ) - F () - P,

De esta manera hemos pasado de un sistema con retardo en una dimensiéon a un
sistema sin retardo en dos dimensiones.

Un punto de equilibrio del sistema sera entonces un punto fijo de la nueva funcién
F, es decir, un vector (z*,y*) tal que

F(?):(fﬂ;ﬂ):(g)'

Por lo tanto, encontrar un vector (z*,y*) punto fijo de F se reduce a encontrar un z*
tal que f(z*,2*) = 2* y en tal caso el punto fijo de F sera (z*,y*) = (z*, z*).

Supongamos que en el primer instante se alcanza el valor z* el cual es un equi-
librio. Como estamos trabajando en un sistema con retardo, si la condicién inicial
es x*, a diferencia de un sistema sin retardo, nada nos asegura que en el instante
siguiente permanezcamos en el mismo nivel 2*. De hecho, xs = f(x1,x0) = f(x*, x0)
que eventualmente es diferente de x* pues solo sabemos que f(z*,z*) = *. Sin em-
bargo, en un sistema con retardo igual a uno, si en dos instantes sucesivos se alcanza
el equilibrio x*, entonces ahf si el sistema permanecera por siempre en ese nivel.

Gracias al Teorema 1.9 sabemos que si la matriz Jacobiana de F' evaluada en el
punto (z*,z*) tiene valores propios cuyos modulos son menor que uno, entonces el
equilibrio (z*, z*) es localmente estable.

La matriz Jacobiana de la funcion F' estard dada por

Ofi(x*, ™)  Ofr(z",x")
DF(z”,27) = ( o ety Bf(ta) > )

ox oy

y asi el sistema

donde

f1(1'7y) =Y
fQ(J/'7y) = f(y,x)
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De esta forma,

DF(z*,2") = | of@a*a®) of*a”) |-
oy Ox

Los valores propios de la matriz anterior son aquellos valores A soluciones de la ecua-

cion
_ 2 Of(@r2r)  of(a,a)
(1.24) PA) =X -2 5 oy =0.

Si las dos soluciones de esta ecuacion tienen moédulo menor que uno, entonces el

equilibrio es localmente estable.
Asumamos que el sistema viene dado por

Tp+1 = PTr—1,

es decir, el estado en el instante k + 1 depende sélo, y de manera lineal, del instante

k — 1. Si escribimos
Tr1 = f(@k, Th-1),
la funcion f estara dada por f(z,y) = py y la funcién F por

Foo=r(5 )= (g )= ()

Observe que en este ejemplo, la funcion F' es lineal, de hecho

e (5)-(20)(3)-(2)-(0

)x

Un equilibrio del sistema con retardo es un punto z* tal que f(z*,z*) = pz* = z*.
Por lo tanto, 2* = 0 es un equilibrio. Si p = 1 todos los reales son un equilibrio (jes
logico que suceda esto?, jcoémo se interpreta en funciéon de los valores y vectores
propios de la matriz?). Si p # 1 entonces el cero es el tnico equilibrio y de la ecuacion
(1.24), los valores propios de la matriz que define a F serdn Ay = —\/py A2 = /p
cuando p > 0. De esta forma, si |p| < 1, debido al Teorema 1.8, el equilibrio sera

globalmente estable.
Si el sistema presenta un retardo mayor, por ejemplo

(1.25) Tht1 = [T, Th—o )

con kg > 2, se realiza un procedimiento similar. En tal caso, se pasara a un sistema
de dimensién kg + 1 sin retardo definiendo la variable de estado X}, por

Tk—ko
xk,—ko—‘rl

xk*k0+2
X = . S Rk0+1,

Tk—1
T
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y la funcion F : RFotl — Rko+1l 5 través de

Ty T2
xT9 T3
I3 Ty
F(X)=F —
‘rko xko-‘rl
Thy+1 f(@ro+1, 1)

De esta forma, el sistema con retardo ko dado por (1.25) se escribe de manera equi-
valente

Xiy1 = F(Xy).
Dado un equilibrio, que de igual manera verifica ser un vector (z*,z*,...,z*) € Rko+1
donde z* satisface f(z*,2*) = z*, se tendra que los valores propios de la matriz
Jacobiana asociada a la funcion F evaluada en el punto (z*, z*, ..., z*), seran aquellos

valores \ soluciones de la ecuacion

of (@*,z*) Of(z",z")

P — ko+1 _ yko
N =X A o 3y

=0.

Ejercicio 1.15. En el modelo de crecimiento del Ejercicio 1.2, en su versién a tiempo
discreto, considere que en el instante actual nace una proporcién (fija) de los indivi-
duos que habia en tres periodos anteriores.

1. Establezca el modelo X1 = F(Xj) donde X}, € R* y F: R" — R", para
n elegido apropiadamente;

2. Establezca condiciones sobre los parametros con tal de tener siempre que las

coordenadas de X sean positivas;

Calcule el o los equilibrios;

4. ;Para qué combinaciones de parametros el equilibrio x* = 0 € R es global-
mente estable?

5. Con ayuda de un programa matematico o una planilla de céalculo, grafique la
trayectoria xx € R en funcion de k y compare con las trayectorias obtenidas
cuando el retardo en el nacimiento no era considerado.

©

Ejercicio 1.16. Considere el siguiente sistema de dimensién dos con retardo igual a
1.

Try1 = [Tk, yr—1)
Y1 = Wk, Th1)-

Realizando un proceso similar al ya efectuado, escriba el anterior sistema como uno

sin retardo y analice la estabilidad de los puntos de equilibrio para las funciones
2

f(a,b) = aer=0 v g(a,b) = %, donde los pardmetros p y v son positivos.



1.5 Modelos en clases de edades

En la presente seccion estudiaremos una clase de modelos que es posible formular
en varias variables. Estos estaran motivados por el estudio de la evolucién de una
poblaciéon donde se hace distincién en las edades de los individuos. El estado del
sistema al instante k serd un vector X de dimensiéon n > 2 donde n representa la
cantidad de anos a la cual llega la poblaciéon en estudio. De esta forma,

Ni(k)
Na(k)

Ea
Il

N, (k)

donde N; (k) representa la cantidad de individuos en el afio k que tienen entre 0 y un
ano. En general, N, (k) representa la cantidad de individuos en el ano k entre a — 1 y
a anos. La clase de modelos matriciales (con estructuras de edades, tamafio u otras)
en dinamica de poblaciones es desarrollada cabalmente en [3] y abordada también
en [11]. Es en base a este tipo de modelos que hoy en dia son analizadas la mayor
cantidad de pesquerias en el mundo, siendo también los recursos forestales un posible
campo de aplicacion.

Hasta ahora se esta suponiendo implicitamente que no hay individuos mayor a
una edad n. Esto es posible de corregir al decir que N, (k) representa el nimero de
individuos en el ano k de una edad mayor a n — 1.

Intentemos establecer una relacién que nos indique cémo evoluciona el vector de
edades Xj. En general, se supone que los individuos en el ano k + 1 cuya edad esté
entre a— 1y a es una proporcion de los individuos que el afio anterior (en k) tenian un
ano menos, es decir, una proporcion de N,_1(k). El por qué no se dice simplemente
N,(k+1) = N,—1(k) es debido a que dependiendo la edad, la especie puede morir
por causas naturales propias a su naturaleza o al entorno en el que se encuentra. Por
ejemplo, si estamos pensando en peces, a edades pequenas es més probable que los
individuos sean comidos por otros peces y a edades grandes es més probable que se
mueran por causa natural. De esta forma, para las edades a = 2,3,...,n — 1 diremos
que la cantidad de individuos al instante k + 1 serd una porciéon «a, de los individuos
que el ano anterior tenfa un ano menos. Por lo tanto,

No(k+1) = agNy—1(k) a=2,3,...,n—1
Si asumimos que la especie no vive mas alla de n anos, entonces se tendra
Np(k+1) = ap Ny (k).

Sin embargo, si consideramos N, (k) la cantidad de individuos que tienen edad mayor
an — 1 se tiene

(1'26) Nn(k + 1) = ananl(k) + VNn(kJ)v

puesto que debemos agregar una porcion de aquellos que en el ano anterior ya tenian
edad mayor a n—1 y por lo tanto en el ano £+ 1 tendrédn mas de n anos, siendo vy > 0
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la fraccion de individuos de edad mayor a n — 1 que sobrevive de un ano a otro. En
lo que sigue supondremos que la especie no vive mas alla de n anos para simplificar
el estudio (y = 0).

Falta ver cuantos seran los individuos entre 0 y 1 afio en el afio k + 1. Esta es
considerada la parte mas delicada en biologia, a la hora de establecer un modelo. De
hecho, en el caso de algunas especies marinas, no existe un conocimiento (estimacion)
de, dado un vector de edades, cuantos serén los individuos nacidos durante el ano.
Claramente este factor es de vital importancia para el analisis, puesto que la evolucién
del sistema estara dada por la capacidad de reproduccién que tenga la especie.

A modo de simplificacién consideraremos sb6lo dos casos, que incluso a pesar de
su simplicidad es posible encontrar en modelos actualmente utilizados. El primero es
suponer que siempre existe una cantidad constante de individuos de edad entre 0 y 1,
es decir, N1(k) = R > 0 en cada afo k. El otro caso, es suponer que cada individuo
de edad a aporta una cantidad S, de huevos fértiles (en el caso de peces), crias (en el
caso de mamiferos) o semillas (si se trata de una especie vegetal), que daran origen
a un nacimiento (suponiendo que nadie se los come antes de que nazcan). De esta
forma,

Ni(k+1) = B1N1(k) 4+ B2Na(k) + - - + BnNn (k).

Los factores 3, dependen de cada especie en particular. En el caso del ser humano
sabemos que en los primeros anos no se es fértil, es decir, 8, = 0 para a pequeno
ocurriendo también esto, para los tltimos anos de vida. En la naturaleza es posible
encontrar especies en que 7 > 0 lo que significa que individuos de entre 0 y 1 ano
aportan una cantidad de nuevos individuos al ano siguiente.

Escribamos la evolucién del vector de edades para los casos en que la cantidad
de nacimientos es constante y para aquella en que ésta es una proporcion de todos
los individuos. En el caso de nacimientos (también llamada reclutamiento) constante
igual a R se tiene que

Ny(k+1) R
No(k+1) as Ny (k)
Xk+1 = N3(k+1) = 043N2(k)
Nn(k =+ 1) anNn—l(k)
0 0 0 0 0 Ny (k) R
(65) 0 0 0 0 Nz(k) 0
| 0 a5 o0 0 0 Na(k) | 4| ©
B 0 0 :
0 0 0 an 0 N, (k) 0
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Si definimos la matriz

0 0 0 0 O R
as 0 O 0 O 0
A= 0 a3 O 0 0 y b= 0 :
: 0 0 ;
0 0 0 an, 0 0
el sistema se escribe como
(1.27) X1 = AX, + 0.
Ejercicio 1.17. Considere el vector de estado
Ny (k)
N2 (k)
X, = | Ns(k)
Ny (k)
que se rige por la siguiente dindmica a tiempo discreto
o 0o o0 -~ 0 0 R
a 0O O -~ 0 0 0
Xk+1 — 0 (0% 0 ce 0 0 X;c + 0
SR 0 0 :
o 0 0 - a, O 0

Muestre que el vector

R
OéQR
asasR
X" = a2a3a4R ’

s ap R

es un equilibrio del sistema a tiempo discreto y que para cualquier condicién inicial
Xo € R™ se tiene X(n) = X*, concluyendo asi que es un equilibrio globalmente
estable.

Veamos el caso en que la cantidad de nacimientos no es constante y viene dada
por

Ni(k+1) = B1N1(k) + B2 No(k) + - - - + B Np (k).
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En esta situacion la evoluciéon del vector de edades estara dada por

Ni(k+1) B1N1(k) + BaNa(k) + - - - + B Ny (k)
No(k +1) as Ny (k)

Xk-i—l = NS(k + 1) = OégNz(k)
Nn(k. + 1) O‘nN’rL.—l(k‘)

Bl ﬁZ 53 e anl Bn Nl(k)
o 0 ---

(6%) 0 0 N2<k)

— 0 (6%} 0 s 0 0 Ng(k‘)
: 0 0 ;

0 0 0 an 0 N, (k)

Si definimos

Bl 62 /83 e Bn—l Bn

Qg 0 0 0
G| 0 a5 0 0o 0 |,
o R 0 0
o 0 0 -+ a, O
se tiene que el sistema es lineal y se escribe
Xit1 = AXy,.

La matriz escrita anteriormente es conocida como matriz de Leslie (o modelo de
Leslie) en honor al investigador P.H. Leslie (1900-1974) quien en 1945 publicara sobre
las aplicaciones de matrices en el estudio de poblaciones.

Observe que, dada una distribuciéon de edades inicial X, al igual que en una
dimension es posible probar (utilizando inducciéon) que la estructura de edades en el
periodo k estara dado por X = (A)* X, donde las potencias de la matriz A pueden
ser calculadas utilizando la descomposicién de Jordan, técnica introducida en [9] .

Veamos ahora un ejemplo en que una especie no vive méas alla de tres afios.? Si la
porcién de ejemplares que sobrevive de un afo a otro es la mitad y para el nacimiento
de individuos s6lo aportan aquellos que tienen entre uno y dos anos, siendo el aporte de
estos la mitad, es decir, entre dos individuos se da origen a un nacimiento. Traduciendo
lo anterior para escribir el modelo se tiene que as = 1/2, a3 =1/2, 51 =5 =0y
B2 = 1/2. El modelo se escribe entonces como

Ni(k+1) 1/2N,(k) 0 1/2 0 Ny (k)
Xpp1=| No(k+1) | = 1/2Mk) | =] 1/2 0 o0 Ny(k)
Ny(k+1) 1/2N,(k) 0 1/2 0 Ns(k)

3Para cierta clase de Anchovetas ésta es la edad que se considera.
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Es posible mostrar (ver monografia de algebra lineal [9]) que los valores propios de la
matriz

B 0 1/2 0
A= 12 0 o
0 1/2 0
son A\; =0, Ao = —1/2 y A3 = 1/2. Todos éstos tiene valor absoluto menor que uno y,

por lo tanto, gracias al Teorema 1.8, para una condicién inicial Xy, la trayectoria que
estara dada por X, = (A)* X, convergera a X* = (0,0,0), es decir, si las condiciones
mencionadas anteriormente (las referidas a natalidad y sobreviviencia) son las que
rigen la evolucion de la especie, esta se extinguiré.

Para finalizar el capitulo veamos un resultado referente a la estabilizacién en un
modelo de clases de edades. Para ello, debemos introducir una propiedad que involucra
los valores propios de una matriz, la cual es demostrada en la monografia [9].

Proposicién 1.10. Si los valores propios Ai, Mg, ..., A\, de una matriz cuadrada A
(de n x n) satisfacen

A1] > A2l > ... > A

y A1 es real, entonces para todo vector Xo € R™ existe un vector (propio asociado a
A1) X* tal que

_ 1 —
AX* = MX* oy F(A)’@X0 — X*.
1

Introduzcamos un ejemplo donde al modelo (matriz) resultante se le pueda aplicar
e interpretar el resultado anterior.

Considere una poblaciéon que no vive més de tres anos en la cual, los individuos que
sobreviven luego del primer ano es la mitad y los que sobreviven, luego del segundo
ano, es un cuarto. Los efectivos fértiles de esta poblacion seran aquellos de dos y
tres anos aportando cuatro y tres individuos cada uno respectivamente. La matriz de
Leslie asociada a la poblacion descrita corresponde a

B 0 4 3
(1.28) A= 1 0 0
0 1+ 0

El valor propio de mayor modulo de esta matriz es A = 3/2, con un vector propio

L[ 8 0,72
(1.29) 5| 6 = o
1 0,04

Aplicando la Proposicién 1.10 encontramos que este modelo predice que la poblacion
tendera a distribuirse por edades en las proporciones dadas por (1.29), y que el nimero
total de individuos fértiles crecera en una forma muy aproximada a una progresion
geométrica con razon 3/2.
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Asi, para una matriz de Leslie con un valor propio dominante (que satisface
las propiedades de la Proposicion 1.10) el modelo de poblaciéon propuesto por Leslie
predice que

= la distribucién por edades tiende a estabilizarse;
= asintéticamente, la poblacion crece o decrece en proporcién geométrica, con
una tasa igual al valor propio dominante.

Ejercicio 1.18. Utilizando una planilla de calculo o un programa matematico, en
el ejemplo anterior calcule (A)* X, para distintos valores de k y diferentes condicio-
nes iniciales X,. Verifique si los resultados obtenidos estan acorde a lo estipulado
anteriormente (Proposicion 1.10 y (1.29)).

Ejercicio 1.19. El objetivo de este ejercicio es generalizar el modelo en clases de eda-
des presentado. Para ello, comencemos asumiendo que la especie eventualmente vive
més de n anos lo que implica considerar v €]0, 1] en (1.26). Para un vector de abun-
dancia X = (N1, Na,..., N,), supondremos que la generacion de nuevos individuos
en el periodo siguiente es una funcion de la cantidad

SSB(X) =Y waNa,
a=1

que representa la masa total de huevos (en el caso de peces) aportada por la poblacion,
donde w, son pardmetros positivos mayores o igual a cero. La funcion que transforma
el total de la masa de huevos en niimero de individuos sera ¢ definida por

S

p(S) = ap+bp S’
donde S es la variable (que representara la masa de huevos) y ap, bp son constantes
positivas. De esta forma, la cantidad de nuevos individuos en el periodo k + 1 estaréa
dada por

SSB(Xy)
ap + bp SSB(Xk) ’

Observe que si ag = 0 se obtiene que la generacion de individuos es constante y
si by = 0 es lineal, lo cual generaliza los dos casos estudiados.

Ni(k+1) = p(SSB(Xk)) =

1. Para los supuestos realizados, defina una funciéon f : R™ — R"™ de manera
tal que el modelo se pueda escribir como

X1 = f(Xp).
2. Definiendo el vector S = (s1,s2,...,5s,) donde
1 si a=1
_ Qg Sq—1 St a=2,....,n—1
Sq =
Qp Sp— : _
T’yl si a=n
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y la cantidad

n
spr = § WqSa,
a=1

muestre que el vector X* = (N7, N5, ..., N) definido por

*_ j—
N, = zs, a=1,2,...,n

donde
, { spr—ap }
z =max< 0, —
bp spr
es un equilibrio del modelo.
Indicacién: De la ecuacion X* = f(X*) escribir cada coordenada de
X* = (Nf,Nj,...,N}) en funcion de la primera coordenada N7, para luego
resolver la ecuacion Ny = p(SSB(X™)).

1.6 Relacién con contenidos de Educacion Media
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= Progresiones geométricas y aritméticas son contenidos que se pueden

contextualizar como la modelacion de un fenomeno en evolucién a tiempo
discreto. Dado una ecuacién de recurrencia lineal x;+1 = pxg, la que puede
representar:

e La evolucion de una poblaciéon de bacterias: cada un sequndo las bacterias
se duplican (p = 2) 6 el antibidtico hace que cada minuto las bacterias
disminuyan un tercio (p = 1/3);

e La difusion de un rumor: una vez que alguien sabe la noticia, en un dia,
esta se la cuenta a 5 amigos (p = 5);

e La férmula de interés compuesto: el dinero es depositado a una tasa r de
interés mensual (p=1+1);

es posible proponer a los estudiantes ejercicios del tipo:

e Dada una condicién inicial, jcuantos periodos deben pasar para obtener el
doble (o la mitad) de esta cantidad?, ;la respuesta depende de la condiciéon
inicial considerada? (requiriendo conocimientos de funcion logaritmo).

e Bajo qué condiciones se tiene que la variable en estudio se acerca a cero
o tiende a +oo (requiriendo conocimientos de limite).

Los modelos a tiempo continuo presentados en el préximo capitulo, tam-

bién pueden ser tratados con los estudiantes en su versién a tiempo discreto.
En particular, en la seccién de este mismo nombre del Capitulo 2, se presenta
el modelo de is6topos radioactivos el cual en su versiéon discreta es posible de
introducir en Educacién Media.
La resolucién de sistemas lineales puede ser motivada como el calculo
de equilibrios de un fenémeno que involucra mas de una variable (como el de
Romeo y Julieta). De igual manera, el calculo de una ecuacion (de una o mas
variables) puede ser presentada de esta forma.
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s La modelacién de fenémenos que se representen por una sola variable, por
complicada que sea (o uno imagine) la funciéon f de transiciéon, es un pro-
cedimiento que se puede replicar en el aula. Para aquellos modelos (funcio-
nes f) en que resulte atingente hacerlo, sera factible realizar algunos de los
procedimientos de analisis indicados en el capitulo: calculo de equilibrios, de-
terminacion de la naturaleza (estabilidad) de éstos, pronostico a largo plazo,
asi como el graficar, con la ayuda de una planilla de calculo, las trayectorias
obtenidas para distintas elecciones de pardmetros y condiciones iniciales.
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Capitulo 2: Evoluciones a tiempo continuo de una variable

En el transcurso de este capitulo, abordaremos fenémenos para los cuales, en virtud
de la unidad de tiempo y del periodo en el cual puedan ser descritas sus variaciones,
serd adecuado asumir la variable temporal como una cantidad continua. Esto lo for-
malizamos diciendo que el tiempo, denotado por ¢, sera considerado un ntmero real
positivo (¢ € [0,400[). En la introduccion del Capitulo 1 se hace una discusion sobre
la pertinencia de considerar la variable temporal de manera continua o discreta.

Si la variable en estudio, que denotaremos por z (posiciéon de un objeto, cantidad
de individuos de una poblacién, cantidad o valor de algiin bien, masa de una poblacién,
etc), puede expresarse como un ntimero real, denotaremos por z(t) la cantidad de dicha
variable en el instante ¢ € [0, +o0o[. Poder expresar la variable en estudio (variable de
estado) z(t) como un namero real, puede justificarse a través de la eleccion de unidad
en la cual es medida (ver la introduccion del Capitulo 1).

De esta manera, la evoluciéon de la variable queda descrita por la funcion (que
notaremos de igual forma) « : [0, +00[— R.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias constituyen una herramienta muy ttil en
el modelamiento de fenémenos de evolucién, cuando las variables en estudio asi co-
mo el tiempo a través del cual transcurre el fené6meno, son consideradas continuas.
Las ecuaciones diferenciales de primer orden, que son las que nosotros abordaremos
principalmente, plantean relaciones entre una determinada variable x y su velocidad
(tasa, ritmo) de crecimiento, es decir, su derivada con respecto al tiempo.

Supongamos que estamos interesados en estudiar la evolucién de una poblacién
que posee un gran numero de individuos, procediendo de la siguiente manera:

A1 Realizar la aproximacion de considerar la variable como un nimero real (esto
podria justificarse debido a la unidad considerada) notando z(t) a la cantidad de
individuos, expresada en la unidad elegida, al instante t.

H1 Asumir la existencia de una escala de tiempo tal que si At es un intervalo de
tiempo pequeno (por ejemplo, 0,01 de la unidad considerada), entonces

(2.1) z(t + At) = x(t) + p(t)x(t)At,

donde p(t) es la tasa de proporcionalidad que eventualmente puede depender del
instante de tiempo ¢. Si en un principio suponemos p(t) = p (constante), esta hipotesis
puede interpretarse como el hecho de que, para intervalos de tiempo pequefios, el
crecimiento (eventualmente negativo) es proporcional a la cantidad de individuos de
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la poblacién. La relacién descrita mas arriba la escribimos
x(t + At) — z(t)
—= &~ px(t).
At
A2 Realizar la aproximacion que consiste en reemplazar la igualdad aproximada
por la ecuacioén diferencial ordinaria (haciendo tender At a cero)

(2.3) @ a(t) = pa(t)

donde 4 x(t) es la derivada con respecto a la variable ¢ (tiempo) de la funcién = :
[0, +oo[— R, en el instante ¢, definida por

d L w(t+ At) — x(1)
&x(t) N AI%IEO At

(2.2)

La solucion de la ecuacion diferencial ordinaria (2.3), como deduciremos en la proxima
seccion, es la funcién

(2.4) z(t) = 2(0)e?”,

donde z(0) representa el estado de la variable x en el instante inicial ¢ = 0.

El modelo anterior predice que la poblacién en estudio crece o decrece exponen-
cialmente. ; Es realista este modelo? Si asi lo fuese, se deduce que pasado un instante
de tiempo grande, se tendra una cantidad considerablemente mayor o menor (depen-
diendo del signo de p) de la cantidad inicial 2(0). Si no es realista el resultado del
modelo, quiere decir entonces que las aproximaciones Al y A2 o la hipétesis H1 no
son representativas en su totalidad del fenémeno en estudio.

Cuando se considera una poblacion de bacterias poco numerosas al inicio (en
t = 0), la experiencia muestra que el modelo exponencial (modelo (2.3) de solucion
(2.4)) es correcto si es que los nutrientes disponibles en el medio son abundantes.
Esto se puede justificar debido a que no hay limitaciones de espacio para que la
poblacion crezca (en este caso se considera p positivo). Pero claramente este modelo
no puede ser valido hasta el fin de los tiempos debido a que, de una manera u otra,
hay limitaciones de espacio y de alimentos por lo que la poblacién no puede crecer
indefinidamente. Es por esta razon que rapidamente se busco la manera de modificar
el modelo (intervenir las aproximaciones A1, A2 o la hipétesis H1) con tal de expresar
el freno que se observa en la reproducciéon de los individuos cuando el tamafio de la
poblacién aumenta.

El modelo exponencial, anteriormente presentado, esté basado en la proporciona-
lidad con respecto a la poblacién existente, del nacimiento y muerte de los individuos.
La evolucion (2.4) obtenida, predice una explosion o extincion (segin el signo de p)
de la poblacion a velocidad exponencial. Esta aproximacion de la realidad fue hecha
por Thomas Malthus (1766-1834) quien en su momento predijo diversas catéstrofes
(epidemias, hambrunas,...) debido a que, segtn €él, el crecimiento de la especie humana
era exponencial, mientras que el de los recursos, principalmente alimenticios, no es
mas que polinomial.
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La idea para dotar de més realismo al modelo (2.3) es reemplazar la constante p
por una funcién p(z) que decrece cuando 2 aumenta y que incluso llega a ser negativa.
De esta manera, la poblacién tiene una tasa de crecimiento que disminuye a medida
que la poblacién aumenta. Por ejemplo, a las células, a medida que van aumentando,
les cuesta méas reproducirse (menos nutrientes en el medio para cada una); es decir, la
tasa de reproduccién es menor al punto de que, en cantidades demasiado abundantes,
éstas comienzan a morir (no hay suficientes nutrientes para todas), lo que se representa
por una tasa de reproduccion negativa.

La funcién p mas simple que satisface con lo anteriormente mencionado es la
funcién lineal (afin)

x

p(l‘)=p(1—g),

donde p y K > 0 son constantes. Si p > 0, la interpretacion de la constante K > 0
es el de maxima capacidad en el cual la poblacién se reproduce, es decir, para una
cantidad de individuos menor que K la poblacién tiende a aumentar y para una
cantidad superior a K la poblacion tiende a disminuir.

El modelo que se obtiene considerando esta nueva funcién es el modelo logistico

La(t) = po(t) (1- 52
x(0) = wo.

La funcioén logistica, que define el modelo anterior es
x

= 1 — —) s
fx) = px ( %

la cual se grafica en la Figura 2.1

(2.5)

fz) )

Y

0 K/2 K z

FI1GURA 2.1. Funcién logistica.

Claramente hemos realizado bastantes suposiciones al crear este modelo. Una
muy clara, es asumir que los individuos son sexualmente maduros a partir de su naci-
miento, ya que hemos senalado que la cantidad de nuevos individuos es proporcional
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a la cantidad de individuos existentes. Ademas, hemos supuesto el hecho de que la
poblacion no interacttia con otra especie. Asi, el crecimiento de ésta solo depende de
ella misma. A medida que empezamos a hacer consideraciones que hemos obviado, el
modelo que vayamos creando serd cada vez més complicado (cambiar la funcion f,
pasar de una ecuacion diferencial a un sistema diferencial, considerar la distribucion
espacial de los individuos, considerar que los individuos demoran un tiempo hasta
su madurez sexual, etc..). Uno de los objetivos cuando estamos modelando es poder
analizar, en primera instancia, modelos simples y ver si la informacién que éste nos
entrega, guarda alguna relacién con lo que se puede observar en la realidad.

El modelo logistico se le atribuye a Pierre Verhulst (1804-1849) el cual planteo,
que el crecimiento de una poblacién debia estar limitado, dando origen a esta repre-
sentacion. Basandose en tal modelo, predijo que la poblaciéon belga no deberia exceder
los 9,4 millones de habitantes en 1994. Ese ano, la poblacion fue de 10,1 millones.

Ejercicio 2.1. Siguiendo los pasos descritos anteriormente, construya un modelo,
asumiendo que la madurez sexual de los individuos no es alcanzada al momento de
nacer; es decir, existe un tiempo 7 > 0 tal que un individuo s6lo pasado este tiempo,
desde el momento en que nacié, puede generar otros individuos.

Modelos que traten evoluciones en tiempo continuo, dan origen a ecuaciones di-
ferenciales como (2.3) y (2.5). Durante éste y el proximo capitulo, trataremos sélo
modelos que involucren la derivada con respecto a una variable, que en la mayoria
de las veces, sera el tiempo. Este tipo de ecuaciones recibe el nombre de ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDQO). Luego de describir algunas metodologias para la re-
solucién de ciertas clases de EDO, y estudiar diferentes propiedades, aplicaremos los
contenidos al estudio de la evolucion de un recurso natural sometido a extraccion y a
la evolucién de un bien econémico.

Hoja de ruta

El objetivo de este capitulo es introducir al lector en la modelacion de fenémenos
cuyas transiciones puedan ser descritas, considerando el tiempo, como una variable
continua.

Todo lo referente a la modelacion de un fenémeno que involucre una sola variable
en estudio, puede ser tratado en cursos con alumnos de primer afio de pedagogia. Si
bien la herramienta fundamental es la derivada, los alumnos de primer ano tendrin
la oportunidad de relacionar su utilizacién, de manera paralela a como profundizaran
en este concepto durante el primer curso de céalculo.

En la Seccion 2.1 se aborda la resolucion de las primeras ecuaciones diferenciales
que debieran ser vistas en un curso que trate este topico. Esta parte puede conside-
rarse de manera independiente para tal curso, aprovechando la contextualizaciéon del
modelamiento de fenémenos que evolucionan en el tiempo. En caso que los estudiantes
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aun no hayan cursado una asignatura que trate la resolucién de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias, es posible saltarse la Seccién 2.1 y s6lo hacer un anélisis cualitativo
de los modelos, como se muestra en la Seccién 2.2.

Independientemente del grado de formacién que tengan los estudiantes, creemos
importante hacer énfasis en el proceso de modelacion de un determinado fenémeno.
La discusién sobre la pertinencia de considerar el tiempo como una variable discreta o
continua, determinar la o las variables en estudio, describir la transicién de un estado
a otro, son procedimientos propicios para hacer participar a todos los estudiantes.
Una vez acordado el modelo, dependera de los conocimientos de cada alumno obtener
la mayor informacién posible a partir de él.

Los siguientes contenidos, tratados en el capitulo, pueden ser complementados
con lo expuesto en las monografias de esta misma coleccion:

= Calculo de trayectorias, realizaciéon de graficos y utilizaciéon de programas
matematicos: [18];

= Resolucién de ecuaciones, relacionadas con la determinaciéon de equilibrios:
[18];

» Integracion, relacionado con la resoluciéon de ecuaciones diferenciales ordina-
rias: [1].

Los ejemplos tratados que abarcan todo el procedimiento: construccion del modelo
y analisis, son los estudiados en la secciones 2.3 y 2.4. Estos pueden ser abordados
separadamente sin necesidad de profundizar en el desarrollo tedrico necesario (Se-
cciones 2.1 y 2.2), si es que éste ya ha sido realizado en otras asignaturas.

Al final del capitulo se intenta hacer una conexiéon de los contenidos abordados
con algunos de Educacion Media, proponiendo al futuro profesor un contexto diferente
para abordarlos.

2.1 Ecuaciones diferenciales ordinarias

El modelo (2.3) presentado en la introduccion, que da como resultado una solucion de
tipo exponencial, es tal vez el més simple que uno puede formular. Se dice que éste es
un modelo lineal auténomo, dado que la velocidad (ritmo, tasa) de crecimiento de la
variable en estudio depende proporcionalmente del valor de la variable y no depende
explicitamente del tiempo. Cuando la variable a considerar es s6lo una, escribiremos
de manera general la ecuacion diferencial ordinaria siguiente

La(t) = (o (1), >0,
x(0) = zo,
donde z(t) indica el estado (cantidad) de la variable al instante ¢ € [0, +oo[ y 29 € R

es el estado en el instante inicial. La anterior ecuaciéon se dice no autdénoma dado
que la funcién f que la describe depende ademas de la variable ¢. Si la funcién f no
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depende de t, el modelo se escribe
{ ar(t) = fz(t), t>0,
2(0) = xo,

y se dice que es una ecuacién diferencial autdnoma.
De esta manera, un modelo lineal auténomo, como el presentado en la seccién
introductoria, es aquél en que la funcién f es lineal y no depende de ¢

f(@) = px

para algin p € R.

En el primer modelo de evolucion presentado (ver (2.1)), si asumimos que la
tasa de proporcionalidad depende del instante de tiempo en el que nos encontramos,
tendriamos que considerar la ecuacion diferencial ordinaria

{ da(t) = pt)a(t), t>0,

(2.6)
z(0) = zo.

La anterior ecuacién también se dice lineal, dado que la funcién que la define en cada
instante de tiempo t lo es. En este caso, la ecuacién no serd auténoma.

La ecuacion diferencial (2.6) proviene de haber asumido que la tasa de propor-
cionalidad en la evoluciéon de una poblacién varia en el tiempo, lo que parece ser
maés realista que suponer ésta constante. Por ejemplo, es sabido que muchas especies
marinas a lo largo de nuestras costas ven afectados sus niveles de reproducciéon en pre-
sencia del fenomeno del Nino. Seria, por lo tanto, més ajustado a la realidad si tales
variaciones en la capacidad reproductiva se vieran reflejadas en un modelo que pre-
tenda estudiar la evolucién de dichas especies. Asi, la ecuacion (2.6) captura en parte
la variabilidad en el tiempo. En particular, generaliza el primer modelo presentado
pues para obtener aquél, basta considerar p(t) = p.

Obtengamos una solucion de la ecuacion (2.6) la cual, dada la observacion ante-
rior, nos entregara también una solucion de la ecuacion (2.3).

En caso de que la condicion inicial sea 2y = 0, una solucién (posteriormente
argumentaremos que es la anica) es x(t) = g, para todo ¢t > 0. De hecho,

{ La(t) = 0= p(t)zo = p(t)z(t), t>0,
2(0) = xo.

Si la condicion inicial xo es positiva, mas adelante veremos (ver Proposicion 2.1),
que para esta ecuacion podemos asegurar que la solucion z(t) sera siempre positiva.
Dividiendo por z(t) a ambos lados, se obtiene

(:c(lt)> %x(t) = p(t), t>0.
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Utilizando la regla de la cadena, observamos que el lado izquierdo de la ecuacién

puede escribirse
d

(55 ) G0 = g mGeto,

d

7 In(z(t)) = p(t), t>0.
Integrando a ambos lados en la variable temporal, que ahora denotaremos s, entre
s =0y s =ty utilizando el Teorema Fundamental del Calculo (ver [1]), obtenemos

/Otjtln(x(s))ds =In (%) = In (if?) - /Otp(s)ds

lo que implica

y, por lo tanto,

x(t) = zgedo P)ds

Observe que en el caso particular p(t) = p se tiene jot p(s)ds = pt, obteniéndose la
solucion dada en (2.4).

Ejercicio 2.2. Los siguientes ejercicios tienen por objetivo poner en practica la re-
solucion de ecuaciones diferenciales lineales del tipo (2.6):
1. Asuma que la tasa de proporcionalidad de una especie es decreciente en el
tiempo y viene dada por la funcién
pmaa:
P =T
donde ppq, €s una constante. Obtenga la funcion x(t) que describe la evo-
lucion de dicha especie. Si ppmaer > 0 (qué puede decirse de z(t) cuando
t — +oo?.

2. Se desea describir la evolucion de una especie marina en costas chilenas y
peruanas que se ve afectada por el fenomeno del Nino, el cual asumiremos
aparece cada 10 anos. El efecto de dicho fenémeno lo modelaremos asumiendo
que la tasa de reproduccién de la especie varia de la siguiente forma

' 27t

,0( ) pmamcos( 10 > ,

donde p,..; €S una constante positiva y la variable temporal ¢t estara medida
en anos. De esta manera, la tasa de reproduccion varia entre —ppmaz ¥ Pmazs
obteniéndose estos valores (minimo y maximo respectivamente) cada 10 afos.
Muestre que la evolucion de la especie es periddica de periodo 10 anos, es decir,
si z(t) es la funcion que describe la evolucion, se tendra z(t +10) = x(t), para
todo t > 0.

Veamos ahora la siguiente ecuacion diferencial
L) =p(t)z(t)+h(t) t>0
z(0) = xo,

(2.7)
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la cual es mas general que (2.6). De hecho, tomando h(t) = 0 en (2.7), se obtiene
(2.6). Esta ecuacion, muy similar a la ecuacion lineal (2.6), se denomina lineal afin,
dado que la funcién que la define, para cada instante de tiempo ¢, es lineal afin en el
estado x(t).

Siguiendo con la motivaciéon del estudio en evolucién de poblaciones, la anterior
ecuacion podria representar un modelo que es posible justificar diciendo que en cada
instante ¢, hay una tasa (positiva o negativa) h(t) de una cantidad que se suma (o
extrae) a la poblacion en estudio y que no depende del estado actual de la poblacion
(de z(t)). Por ejemplo, si se desea estudiar la evolucion de una especie en una reserva
natural, podria conocerse la tasa de inmigracion a tal reserva en funcion del tiempo
(i.e. conocer la funcion h(t) en todo instante t), la cual puede ser independiente del
nivel de la poblaciéon en la reserva (no depende de z(t)). En este caso, la ecuacion
(2.7) parece ajustada a dicha situacion.

Para obtener una soluciéon de la ecuacion (2.7), supongamos que ésta viene dada
por

a(t)+C

b(t)
donde a(t), b(t) son funciones a determinar y C' es una constante que debemos calcular.
Partamos por esto tltimo. Si la expresion dada por (2.8) es soluciéon de la ecuacion
(2.7), entonces se debe tener z(0) = zg y, por lo tanto,
a(0)+C

b(0)
Si en la busqueda de las funciones a(t) y b(t) imponemos a(0) = 0y b(0) = 1 obten-
dremos que la constante C' debe ser igual a .

Ahora, derivemos con respecto al tiempo la expresion (2.8)

s~ sty (100 -0+ 1) -

() a0~ (e ) 0= (o )Si - (569 o

Por lo tanto, si encontramos dos funciones a(t) y b(t) tales que

(2.8) z(t) =

o =

{ L0(t) = —p(t)b(t), t>0,
(2.9)
b(0) =1,
y
{ Fa(t) =b(t)h(t), t>0,
(2.10)
a(0) =0,

obtendremos que z(t) dado por (2.8) es solucion de (2.7). Para realizar lo anterior, ob-
serve que la ecuacion (2.9) es exactamente del tipo (2.6), es decir, lineal no auténoma
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y, por lo tanto, la solucion estara dada por
(2.11) b(t) = e Jo P(s)ds

Ya conocida la funcion b(t) que nos sirve, obtenemos la funcién a(t) simplemente
integrando entre 0 y ¢ la ecuacion (2.10)

(2.12) alt) = /0 b(s)h(s)ds.

De esta manera, la soluciéon de la ecuacion (2.7) es
a(t) + xo
)= 22170
oft) = 2,
donde b(t) viene dado por (2.11) y a(t) por (2.12).
Observe que si h(t) = 0, entonces a(t) = 0 y, por lo tanto,
2(t) = % = zgels ()5,

recuperando asi la soluciéon obtenida en el caso lineal.

Ejercicio 2.3. Considere una especie cuya tasa de proporcionalidad es decreciente,
la cual es modelada por la funcién
Pmazx
t =
p(t) =1 el
donde pq, € una constante positiva. Si en cada instante ¢ existe una tasa de inmi-
gracion h(t) dada por

1

muestre que dada una condicion inicial zg, la funcion z(t) que describe la evolucion,
satisface

e PmasT (1 — 1) + e Pmars < p(t) < ePmesT <1

1+t

Motivados por el estudio de fendomenos que evolucionan, hemos considerado que el
argumento de las soluciones es el tiempo notado por t € [0, 4+00[. Los procedimientos
realizados no son restrictivos a este hecho (positividad de la variable con respecto a
la cual se deriva). A modo de ejercicio, resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales
ordinarias donde el argumento de la funcion buscada (incognita) no necesariamente
es una variable en [0, +00], sino en R. Es decir, dada una funcion p : R — R se desea
encontrar la solucion de la ecuacion

{ Lo(x) = plx)g(z), =R,
P(x0) = do-

La solucion sera una funcion ¢ : R — R la cual se le pide demostrar que es igual a

o) = doel0 "I,

_ +x eraz%'
1+t) 0

(2.13)
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De igual manera, resuelva
{<$Q@M@M@+M@,xGR
d(xo) = do.

A lo largo del capitulo, generalmente asumiremos que el argumento de la funcion
que estamos buscando es el tiempo, pues nuestro objetivo es introducir al lector en
el modelamiento de fendomenos que varian temporalmente. Sin embargo, en ocasiones
seré necesario tratar ecuaciones diferenciales donde el argumento de la soluciéon bus-
cada no necesariamente es una variable que esta en [0, +00], sino que podria estar en
todo R.

Hasta el momento, hemos obtenido soluciones de ecuaciones diferenciales linea-
les y lineales afin. Otro tipo de ecuacion, en el cual podemos obtener una solucién
explicita, es la siguiente

(2.14) { Zx(t) = p®) f(x(t), t>0,

z(0) = zo,
donde f: R — R es una funcién no necesariamente lineal. Veamos una metodologia
para poder resolver esta clase de ecuaciones. En particular, tal procedimiento nos
sera de utilidad para obtener la solucién del modelo logistico (2.5) presentado en la
introduccién del capitulo.

La idea es realizar un cambio de variable z = ¢(z), es decir, para cada instante
de tiempo ¢, considerar z(t) = ¢(z(t)), con tal de obtener

{idﬂp@dﬂ,t>a
2(0) = ¢(wo),

cuya solucioén, la cual ya dedujimos, viene dada por

2(t) = 2(0)elo P,

(2.15)

donde z(0) = ¢(z(0)) = ¢(xo). Si la funcion ¢ que permite hacer el cambio de variable
es biyectiva, obtendremos que la soluciéon de (2.14) es

a(t) = ¢~ (2(1)).

Por lo tanto, todo se reduce a encontrar la funcién ¢ que nos permita obtener (2.15).
Si z(t) = ¢(x(t)), derivando con respecto al tiempo y utilizando la regla de la cadena,
se deduce

Do) = S a) L oat) = p(0) (1)) = 0(a(1)).

De esta manera, si la funcién ¢ satisface

00 = (717 ) 0@
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se tendra
420 = plt)z (1),
Siimponemos ¢(zg) = 1, la funcion ¢ es la solucion de la siguiente ecuacion diferencial
Lo@) = (75) e@),
¢(zo) =1,

la cual, por lo realizado anteriormente, sabemos viene dada por la expresion

(2.16)

x _du

(217) (b(x) = e’=zo f(uw)

En resumen, el procedimiento para encontrar una solucién de la ecuacion (2.14) se
traduce en:

1. Encontrar una funcion ¢ que resuelva (2.16);
2. Hacer el cambio de variable z(t) = ¢(z(t));
3. Resolver (2.15), obteniéndose la solucion z(¢);
4. Obtener z(t) mediante z(t) = ¢~ (z(t)).
Obviamente, para poder realizar todo lo anterior, debemos asumir diversas hipo-
tesis que hasta el momento hemos omitido. La primera, es que la funcién ¢ dada por
(2.17) exista, es decir, que la cantidad

-
(2.18) du
vo f (1)

tenga sentido. En ocasiones, sin conocer la solucion explicita de una ecuacion diferen-
cial, podremos argumentar que la solucién z(t) permanece en una determinada region
(ver Proposicion 2.1 méas adelante). Si para = en tal region, la cantidad (2.18) esta
bien definida, entonces la funcién ¢ lo estara también. Con similares argumentos, a
veces también es posible mostrar que la funcion ¢ es biyectiva.

Utilicemos el anterior procedimiento para resolver el modelo logistico (2.5). En
tal caso, p(t) =py

x
—z(1- 7) .
fa)==(1- %
Para obtener la funcién ¢ dada por (2.17), observe que
1 1 1

o) 7 EK—o

Asi, la funcién ¢ que se obtiene de (2.17), sera

0= (57) ()

Haciendo el cambio de variable z(t) = ¢(x(t)), se llega a la ecuacion

{ 4o(t) = pz(t), t>0,
)




la cual tiene por solucion
z(t) = .

Para finalizar, dado que z(t) = ¢(x(t)), se tiene

(K:v_()x()) (Kf(’i(t)) = ) = e*ﬂt(KxEIaiono'

Observe que si la constante p es positiva y la condicion inicial zo > 0, entonces
z(t) — K. La Figura 2.2 muestra distintas trayectorias z(t) para diferentes condicio-
nes iniciales x.

z(t) ]

t

FIGURA 2.2. Trayectoria de z(t) en el caso p > 0 para diferentes
condiciones iniciales xg.
Por otro lado, si p < 0, de la expresion obtenida de la solucion, se deduce x(t) — 0.

Ejercicio 2.4. Siguiendo los pasos indicados anteriormente, establezca la metodologia
para resolver la siguiente ecuacion diferencial

{ =o(@) = p(2)f(¢(z)) zeR
P(z0) = o,
cuya funcién incognita ¢ tiene como argumento z € R.

Hasta el momento hemos podido determinar las soluciones de ecuaciones diferen-
ciales lineales, lineales afin y determinar una metodologia para obtener una solucién
de ecuaciones como (2.14). Una ecuacién diferencial' en su forma general se escribe
de la forma

(2.19) { ) = fta(t) t>0

2(0) = xo,

LOmitiremos decir ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, que en estricto rigor es la
terminologia que corresponde, debido a que involucra sélo la derivada de orden uno.

76



PEDRO GAJARDO

donde f : [0, +00[xR — R es la funcién que define el modelo a analizar. En la si-
guiente seccion, sin resolver explicitamente la ecuacion diferencial en estudio, mencio-
naremos algunas condiciones que nos aseguren la existencia y unicidad de soluciones.

2.1.1 Existencia y unicidad

El estudio de evoluciones continuas no lineales presenta diversas dificultades. De par-
tida, no podemos asegurar, contrariamente al caso lineal (o lineal afin), que las solu-
ciones del sistema (2.19) existen. Una vez que el modelo esté establecido (hechas las
suposiciones y obtenida la funcion f), la primera pregunta que uno debiese hacer es
si tal modelo tiene solucioén.

Si el modelo es producto de una representacién de la realidad, la intuicién nos
indica que debiera tener solucién. Sin embargo, si la representacion que hemos hecho
no es tan ajustada al fenémeno en estudio, podria suceder que el modelo planteado
no tenga solucion. Otra pregunta también relevante es, en caso de existir solucién,
saber si ésta es tnica.

Un tercer concepto de gran interés cuando nos vemos enfrentados a un modelo, es
el de estabilidad. Esta nocion dice relacion con el comportamiento de la variable x(t)
a tiempos grandes (¢ — +00). Claramente este concepto tiene validez solo si existe
al menos una solucion del sistema (2.19) para todo ¢ > 0. En la presente y proxima
seccion abordaremos las tematicas que acabamos de mencionar.

Para poder responder las primeras preguntas, El Teorema 3.1 (el cual aborda el
caso de varias variables) del Capitulo 3, entrega condiciones que aseguran la existencia
y unicidad de soluciones de la ecuacion a valor inicial

{ La(t) = f(t,z(t), t>0,
z(0) = xo.

En un contexto general podemos mencionar dos nociones de existencia de solu-
ciones de un sistema diferencial, éstas son la existencia local y global. La primera dice
relacion con la existencia de una solucion solamente en un intervalo de tiempo [0, T7,
y la otra, con las existencia de una solucién definida en todo el intervalo de tiempo
[0, +o0].

Debido a que uno de nuestros intereses es estudiar el comportamiento de solu-
ciones para tiempos grandes (t — +00), es el concepto de existencia global el que
requeriremos.

Una condicion que asegurara la existencia de una solucion global (ver comentario
siguiente al Teorema 3.2 del Capitulo 3), es que de obtener una solucién z(t) con
t € [0,T], para un cierto T > 0, se determine que ésta permanece acotada, es decir,
existe un intervalo [a, b] tal que z(t) € [a, b] para todo t € [0, T. El siguiente resultado
provee una herramienta para poder determinar esta propiedad.

Proposicion 2.1. Sea [a,b] C R un intervalo y f : [0, +o00[xR — R una funcion
continua tal que f(t,a) > 0y f(t,b) < 0 para todo t > 0. Si para toda condicion
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inicial xo € [a,b], la ecuacion diferencial ordinaria

{ Lat) = f(t,x(t), t>0,
z(0) = xo

tiene una tinica solucion local en un intervalo de tiempo [0,T] entonces, la solucion
x(t) satisface x(t) € [a,b] para todo t € [0,T[. En particular, existird una inica
solucion global x : [0, +00[— R que satisface también x(t) € [a,b] para todo t > 0.

Demostracion. Sea z : [0, 7[— R la solucion local de la ecuacion

{ La(t) = f(t,(t), teo,T],

(2.20)
x(0) = xo.

Si existe ¢ €]0, T'[ tal que z(f) = a, considerando la hip6tesis f(¢,a) > 0 para todo
t > 0, uno de los siguientes dos casos debe ocurrir:

1. Existe € > 0 tal que f(¢,a) > 0 para t €]t,t + ¢[;
2. Existe € > 0 tal que f(¢,a) =0 para t €]¢,t + <|;

En el primer caso, por continuidad de la solucion x(¢) y de la funcion f, se deduce
que existe § > 0 (que podemos tomar menor que €) tal que para t €]t,t + [ se tiene
f(t,z(t)) > 0. Para cualquier ¢ €]¢,t 4 0], si se aplica el teorema del valor medio a la
funcion z(-) entre ¢ y t, se obtiene que existe t' €]t, ¢[ tal que

z(t) —z(t) =z(t) —a = 5%x(t’) =46f(t,z(t") >0
y, por lo tanto, x(t) > a para todo ¢ €]¢,¢ + §[. Esto nos indica que en los instantes
inmediatamente posteriores a ¢ la solucién es mayor a a.

Si se esta en el segundo caso, es decir, existe € > 0 tal que f(t,a) = 0 para
t €]t,t+¢[ entonces, dado que la solucion z(t) es tnica, su expresion para los instantes
t €)t,t + ¢ sera z(t) = a.

En ambos casos, hemos probado que si la solucion z(-) alcanza el nivel a, en los
instantes ¢ inmediatamente posteriores se tiene x(t) > a. Por lo tanto, dado que la
condicion inicial xg es mayor que a, nunca se tendra z(t) < a. De manera analoga se
prueba que si zg < b, entonces z(t) < b.

Asi, se ha probado que z(t) € [a,b] para todo t € [0,T[ y, por consiguiente, z(t)
es acotada (superior e inferiormente).

De esta forma, para todo tiempo T' > 0 tal que existe solucion en el intervalo [0, T'[
ésta permanece acotada, de hecho x(t) € [a,b]. Dado que para toda condicion inicial
en [a, b] asumimos que existe una tinica solucion local en un intervalo de tiempo [0, T’
y hemos demostrado que ésta permanece acotada, podremos asegurar la existencia

global de la solucion (ver comentario siguiente al Teorema 3.2 del Capitulo 3).
O
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Considerando la proposicion anterior, en caso de obtener que existe una solucioén
local de la ecuacion diferencial

4o@t) = f(t,z(t), t>0,
1(0) = Xy,
donde la funcion f satisface algunas propiedades, podremos establecer que en efecto,

se tiene una solucion global, lo cual para nosotros seré de gran interés para estudiar el
comportamiento de ésta cuando ¢t — +o00. Esto es mostrado en el siguiente corolario.

Corolario 2.2. Sea [a,b] C R un intervalo y f : [0, +oo[XR — R una funcién conti-
nua la cual es localmente Lipschitz® en la sequnda componente y satisface f(t,a) >0
y f(t,b) <0 para todo t > 0. Entonces, para toda condicion inicial xo € [a,b], se tiene
que existe una unica solucion global de la ecuacion

{ Lx(t) = f(t,z(t), t>0,
1’(0) = Xy,
la cual satisface z(t) € [a,b] para todo t > 0.

Demostraciéon. Basta utilizar la Proposicion 2.1. La tnica diferencia en las hipotesis,
es que no se asume la existencia de soluciones locales. Esto se obtendra gracias al
Teorema 3.1, introducido en el Capitulo 3, debido a que f es localmente Lipschitz (en
la segunda componente). O

Otra condicion que nos asegura existencia de una tnica solucion global (definida
para todo tiempo t € [0, +0o0[) a partir de una condicién inicial zp, es asumir que la
funcién f es Lipschitz en la segunda componente y que f(¢,x() permanece acotada
para todo t € [0,+oo[. Este resultado también es establecido en el Teorema 3.1 del
Capitulo 3 donde se aborda el caso de sistemas de ecuaciones diferenciales en varias
variables.

En el modelo logistico ya introducido

La(t) = pa(t) (1- 52) . t>0,
z(0) = zo,
la funcion f : R — R que define la ecuacion diferencial es
x
—pr (1 7) .
@) =pa(1- 2

Dado que esta tltima no depende del tiempo, la ecuacion diferencial (2.21) es auto-
noma. Ademas, f es de clase C, lo que asegura la existencia y unicidad de soluciones
locales (ver Teorema 3.1). Por otro lado, observe que f(0) = f(K) = 0y, por lo tanto,
de la Proposicion 2.1, se tiene que si la condicion inicial xq est4 en el intervalo [0, K],

(2.21)

2Esta propiedad se describe en el Capitulo 3, la cual sera utilizada para determinar la existencia
de soluciones locales (ver Teorema 3.1).
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entonces existe una tnica funcion diferenciable z : [0, +oo[— R solucién global de
(2.21). Esta solucioén va a satisfacer z(t) € [0, K] para todo ¢t > 0.

La existencia de una soluciéon global, en este ejemplo, nosotros ya la habiamos
determinado (indirectamente), puesto que encontramos una solucion explicita de la
ecuacion (2.21) la cual esta dada por

.roK
G*Pt(K — I’o) + 9 '

(2.22) w(t) =

Sin embargo, no teniamos las herramientas para poder asegurar que ésta fuese la
tnica solucién. Al conocer explicitamente la solucion, también podiamos afirmar que
si la condicién inicial esté en el intervalo xo € [0, K], entonces x(t) € [0, K]. De hecho,
xg € [0, K] implica 20K > 0y e *"(K — x9) + ¢ > 0 (independiente del signo de p)
concluyendo

< l‘oK

~ e P K — x0) + xo

El objetivo de la Proposicion 2.1 es, cuando sea posible, determinar dénde estara
la solucion (por ejemplo en un intervalo) sin conocerla explicitamente.

En el caso del modelo logistico, puesto que la funcion logistica no es (globalmente)
Lipschitz, no es posible determinar de inmediato la existencia de una soluciéon global.
En general, asumir que una funcién no lineal sea Lipschitz es demasiado restrictivo.
No asi pedir que sea localmente Lipschitz, pues las funciones de clase C'! lo satisfacen.

Otra propiedad que tiene la solucion de la ecuacion logistica (2.21) es la conver-
gencia cuando t — +00. Si p > 0, de la expresion de la solucion (2.22), se deduce que
x(t) converge a K (ver también Figura 2.2), la cual en el modelo corresponde a la
méxima capacidad de crecimiento que podia tener tal poblacion. Si p < 0, de (2.22)
se tiene que x(t) converge a 0. En uno u otro caso la solucién converge a algunas de
las soluciones de la ecuacion

< K.

fx) = px (1—%) =0,

las cuales son denominadas equilibrios o puntos estacionarios.

A continuacion nos interesaremos en este tipo de anélisis. Poder establecer, dada
una condicion inicial de la ecuacion diferencial, como evoluciona la solucién (en caso
de existencia y unicidad) cuando t — 400 sin necesidad de conocerla explicitamente.
Para ello introduciremos los conceptos de equilibrio y estabilidad.

2.2 Equilibrio y estabilidad

En esta seccién nos concentraremos en ecuaciones diferenciales auténomas del tipo

(2.23) %x(t) = f(z(t)), t>0.

Diremos que un punto x* es un equilibrio o punto estacionario de la ecuacion (2.23)
si se tiene f(z*) = 0.
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El término equilibrio es debido a que en este estado, la velocidad de crecimiento (o
decrecimiento) de la variable es nula y, por lo tanto, permanece constante. De hecho,
si se considera la ecuacion diferencial

{ ar(t) = fz(t), t>0,
x(0) = xo

(2.24)

y la condicion inicial 2y es un punto de equilibrio, entonces la funcion z(t) = xq
(funcion constante) es una solucion, ya que

d

Zo(t) = 0= f(z0) = f(x(t))

y z(0) = zo.

El concepto de estabilidad dice relacién con la convergencia de la solucion hacia
un punto de equilibrio, como vimos sucede en el modelo logistico. Para introducir
este concepto, consideraremos ecuaciones diferenciales que posean una tnica solucion
sobre el intervalo total de tiempo [0, +00[ (solucion global). En la seccion precedente
vimos algunas condiciones suficientes para poder asegurar precisamente esto.

Sea x* un equilibrio de la ecuacién diferencial (2.23) que pertenece a un conjunto
C C R. Este se dird localmente estable en C, si para toda condicion inicial zg € C
suficientemente cerca de x* se tiene que la tnica solucién (global) x : [0, +00o[— R,
asociada a la condicion inicial, satisface x(t) — z* cuando t — +o0. El equilibrio
z* se denomina globalmente estable en C| si para toda condicién inicial g € C
(no necesariamente suficientemente cerca de x*) se tiene que la tnica solucion (global)
z : [0, +0o[— R, asociada a la condicién inicial, satisface z(t) — z* cuando t — +o0.

En el modelo logistico

4 2(t) = px(t) (1 _ %)
z(0) = o,

se tiene que los puntos de equilibrio son 7 = 0y 25 = K. Si la constante p es positiva,
en la seccion precedente vimos que x5 era globalmente estable en |0, 4o00[, es decir,
para todo condicion inicial xg €]0, +00[ se tiene que la tinica solucion, dada por la
expresion
2(t) = O

e pt(K — 1'()) + Xo
satisface x(t) — K = x5. Si el parametro p es negativo, se tiene que el equilibrio
2] = 0 es globalmente estable.

El analisis que haremos a continuacién tiene por objetivo determinar si un equi-
librio z*, es decir, una solucion de la ecuacion f(z) = 0, es localmente estable o glo-
balmente estable. De esta forma, cuando ya hemos podido establecer nuestro modelo
a tiempo continuo via una ecuacién diferencial, podremos decir, en alguna medida,
como se va a comportar la solucion para tiempos grandes (¢ — +00) sin necesidad de
conocer explicitamente la solucion de (2.23).
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Si conocemos los signos de la funciéon que define nuestro modelo, la proposicién
siguiente nos dice como se comporta la solucion (sin conocerla) dependiendo de la
condicion inicial.

Proposicion 2.3. Considere la ecuacion diferencial ordinaria siguiente:
ae(t) = f(z(t), t>0,
z(0) = xo,

(2.25)

donde f : R — R es una funcion continuamente derivable (de clase C1). Si z* € R
es un equilibrio (f(x*) =0), entonces:

v sizg < x* y f(x) > 0 para todo x € [xg,x*] se tendrd que la inica solucion de
(2.25) con condicidn inicial xy es estrictamente creciente y satisface x(t) —
x*.

v sixt <z y f(z) <0 para todo x €)x*,x0] se tendrd que la unica solucion
de (2.25) con condicion inicial xo es estrictamente decreciente y satisface

x(t) — z*.

Demostracion. Probemos so6lo la primera parte ya que la segunda es analoga. Si
f(z*) =0y xg < z* entonces, gracias a la Proposicion 2.1, tomando como intervalo
[a,b] = [x0,x*] se observa que f(xzg) > 0y f(z*) = 0. Por lo tanto, la tinica solucion
permanece en el intervalo [zg, z*]. Ademas, debido a que f(z) > 0 para todo = €
[0, 2*[, la tnica solucion de la ecuacion diferencial ordinaria x : [0, +oo[— R es
estrictamente creciente ya que su derivada con respecto al tiempo es positiva (%x(t) =
f(z(t)) > 0). De esta forma, z(t) es una funcion creciente (con respecto al tiempo t)
y acotada superiormente por z* (debido a la Proposicion 2.1) deduciendo asi, que el
limite de z(t), cuando ¢ tiende a 400, existe. Utilizando de nuevo el hecho que f es
positiva en el intervalo [zg, z*[ no es dificil concluir que el limite debe ser z*. O

Observe que cuando analizamos el modelo logistico estdbamos en la situacion
anterior. Si la constante p era positiva y la condicién inicial también, entonces se
deducia que la solucion z(t) — K debido a que si zg < K la funcion f es positiva en
[zo, K[ y si la condicién inicial es mayor que K la funcion f es negativa en |K, xo].
La convergencia en el modelo logistico la habiamos establecido previamente gracias
a que conocemos explicitamente la solucién. El objetivo de la proposicién anterior es
poder determinar el mismo comportamiento sélo haciendo un anélisis del signo de la
funcion f y de la condicion inicial xg.

Cuando la funcién f es de clase C! y la derivada en un punto de equilibrio z* es
negativa, podemos decir algo similar.

Teorema 2.4. Considere la ecuacion diferencial ordinaria siguiente:

d
22 = f=@®),  t>0,
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donde f : R — R es de clase C'. Si 2* € R es un equilibrio y la derivada® en tal
punto satisface f'(x*) < 0 entonces, existe ¢ > 0 tal que si xo estd en el intervalo
Ja* —e,x* +¢[, se tiene que la unica solucion de la ecuacion diferencial ordinaria con
condicion inicial
La(t) = f(z(t), t>0,
(2.26)
IE(O) = Z9.
satisface x(t) = x* cuando t — 4o0.

Demostracién. Si f(z*) = 0y f'(z*) < 0, como f es de clase C*, es decir, f’
es una funciéon continua, se tiene que existirda € > 0 tal que f’(z) < 0 para todo
z €lz* —e, " +el.

Aplicando el teorema del valor medio a f(-) entre = €]z* — e, + €[ y z*, se
obtiene que existe £ entre z* y x tal que

fl@) = f@") = (z = 27) f'(£).

Dado que f(z*) =0y f'(z) <0 para todo = €]a* — ,2* + £] se tiene, gracias al
teorema del valor medio, que

(2.27) ¥ —e<z<z*= f(z)> f(z*)=0
y
(2.28) <z <zt4+e= f(r)< flz¥)=0.

De esta manera, obtendremos

» f(x) >0six€la* —e x|,

» f(zx) <O0sizelx*,z*+¢l
Si la condicion inicial zg €]z* — e,2* + €[ se estard en una de las dos situaciones
anteriores, por lo que, aplicando la Proposicion 2.3, concluimos z(t) — z*. O

Ejercicio 2.5. Considere una ecuacion diferencial no auténoma de la forma

d
ﬁm(t) = f(t,x(¢)), t>0,

1. {Coémo definiria un equilibrio de la anterior ecuaciéon diferencial?

Si f(t,x) = p(t)z, determine un equilibrio.

3. {Qué condicién debe satisfacer la funcion p : [0, +0o[—> R para poder asegu-
rar que dada una condicion inicial, la solucién de la ecuacion diferencial (con
f(t,x) = p(t)x), converge al equilibrio encontrado en el punto anterior?

N

3Se utilizara la notacién f’ para la derivada de la funcién f con respecto a x con tal de evitar
confusiones con la derivada respecto al tiempo.
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Los anteriores teoremas nos proveen condiciones para poder determinar si un
equilibrio es localmente estable (Teorema 2.4) o globalmente estable (Proposicion 2.3).
En las proximas dos secciones, nos enfocaremos en el modelamiento de dos fenémenos
utilizando los contenidos vistos hasta el momento.

2.3 Extraccion de un recurso natural renovable

Considere una poblacién que evoluciona segin el modelo logistico ampliamente tra-
tado en las secciones precedentes. Si la poblacién la consideramos como un recurso
explotable, por ejemplo un valioso recurso pesquero, para analizar cémo seré la evo-
lucion, tendremos que hacer una leve modificacion al modelo ya estudiado.

Si en un instante ¢ hay una cantidad z(t) del recurso a explotar y suponemos
que en un intervalo pequeﬁo4 de tiempo At se extrae una proporcion constante de los
recursos disponibles, tendremos la relacion:

x(t+ At) = z(t) + Atp(z(t))z(t) — Atha(t),

donde la constante h > 0 representa la proporcion que se extrae del recurso. Esta
suposicién da origen a la ecuaciéon diferencial ordinaria auténoma

4o(t) = pat) (1 - %) ~ ha(t),
z(0) = zo.

De esta manera, la funcién que definira nuestro modelo es:
f(x) =px (1 - %) — hax.

La primera parte de la funcion (la parte logistica) y la segunda (parte lineal) se pueden
apreciar en la Figura 2.3.

(2.29)

fz)}

\/

0 K/2 K T

FiguraA 2.3. Gréfico de la funcién logistica y de la funcién lineal con
pendiente h.

4Con respecto a la unidad en que se esta midiendo el tiempo.
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Claramente x* = 0 es un equilibrio del sistema. Observe que la otra interseccion
de la recta con la curva logistica es precisamente un punto de equilibrio z* positivo,

el cual satisface
x*
1-— ) =h.
(-%)

Si la proporciéon h que se extrae es demasiado grande, se tiene que la recta intersecta
la curva logistica solo en el punto * = 0. En tal caso, la funcién f serd negativa para
todo & > 0y gracias a la Proposicion 2.3 tendremos que z(t) — 0, lo que representa la
extincion del recurso. Una condicién para que la recta y la curva logistica se intersecten
en un punto positivo, es que la derivada de la funcion logistica en x = 0 sea mayor
que la pendiente de la recta, es decir,

p > h.

Bajo la anterior hipotesis, el equilibrio estara dado por

=K (p;h> €]0, K.

Por otro lado, observe que se tendra:

» f(x) >0siz €0,z

» f(x) <0siz €z + oo
La Proposicion 2.3 nos dice que si la condicién inicial xg es positiva, entonces la tnica
solucion z(t) del modelo (2.29) es siempre positiva. Ademas, dado el analisis del signo
de la funcion f se tendra que z(t) — x*.

De esta manera, hemos podido determinar una condicién para que el recurso no
se extinga. Esta condicién es que la proporciéon h que se extrae del recurso debe ser
menor a p. Por otro lado, como la evolucién del recurso converge al equilibrio z*,
pasado un tiempo considerable, podemos suponer que el recurso estard en un nivel
cercano a z*. Si nosotros fuéramos quienes regulan la extraccion del recurso, es facil
ver que, imponiendo una proporcion de extracciéon h (una cuota), podriamos imponer
un nivel del recurso en el largo plazo. Por ejemplo, si queremos que el recurso en el
largo plazo esté en un nivel cercano a (3K/4), tenemos que elegir h de tal forma que

3K —
x*::K(M)
4 p

lo que nos entrega una proporcién de extraccion
p
h=-.
4

Si fuéramos menos conservadores y nos contentamos con que el nivel del recurso sea
K/10, entonces la proporcion que se debe extraer debera ser mayor, de hecho

K p—nh
*_7_ LA _ .
x—lo—K( ):> h=9p



Establecido un modelo es importante poder jugar con los pardametros que en él
intervienen. Observe que el analisis realizado anteriormente no requirio6 el conocimien-
to de la solucion z(t) de la ecuacion diferencial ordinaria (2.29). Ver como, el o los
equilibrios de un modelo varian en funcién de los parametros, provee una herramienta
muy tutil, por ejemplo, en la toma de decisiones. En el caso que estudiamos de la
explotacién de un recurso natural, observamos que mediante la imposicién de una
cuota (proporcion h) influfamos en la evolucion de la especie en el largo plazo. Hoy
en dia esta clase de modelos, con variadas modificaciones, son utilizados por econo-
mistas para poder establecer rangos en el establecimiento de cuotas de captura de
un recurso pesquero. En la Seccién 1.2 del capitulo anterior, se estudio6 la variante a
tiempo discreto del modelo que acabamos de analizar.

Ejercicio 2.6. Justifique que existe una tnica solucién global de la ecuacion dife-
rencial (2.29), encuentre su expresion y con la ayuda de un programa matematico
grafique la solucion en funcién del tiempo.

Ejercicio 2.7. Haciendo la analogia con el modelo, a tiempo discreto, introducido
en la Seccién 1.2, para cada nivel de captura h, determine la cantidad que es extraida
en el equilibrio y encuentre el valor de h que maximiza tal extraccion.

Ejercicio 2.8. Considere la ecuacion diferencial que modela la evoluciéon de un re-
curso natural del cual se extrae en cada instante de tiempo una cantidad constante
h > 0, situacion representada por la ecuacion diferencial

{ 4 o2(t) = pa(t) (1 - %) _n
x(0) = xo.

s ;Coémo podria explicarse este modelo?
» Para diversos valores de h > 0 calcule los equilibrios (cuando existan) y
determine si se converge o no a ellos.

Ejercicio 2.9. Considere una poblacién que evoluciona de tal forma, que en canti-
dades pequenas, su tasa de reproduccion es negativa. Esto es conocido como el efecto
Allee en honor al ecélogo norteamericano Warder Clyde Allee (1885-1955) quien ob-
servo experimentalmente este efecto en algunas especies.

Una forma de representar el efecto Allee es considerar una leve modificacion al
modelo logistico, donde la funcién f que define la ecuacion diferencial estara dada por

f(z) = px (1 - %) (x —m),

la cual se representa en la Figura 2.4.

= Utilizando la Proposicién 2.3, analice la estabilidad de los equilibrio 0 y K.
s Justifique la existencia y unicidad de una solucion global de la ecuacion dife-
rencial
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f(x) 4

\

0 m K T

FiGUrA 2.4. Grafica de una funcién de reproduccién con valores
negativos para niveles pequenos.

Fa(t) = po(t) (1- 52 (@(t) = m)
x(0) = xp.

= Sin resolver la ecuacion diferencial del punto anterior, determine a dénde
converge la solucién z(¢) si la condicién inicial xg esta en |0, m|[.
= Dada una condicion inicial, obtenga la solucién de la ecuacion diferencial.

2.4 Modelo de crecimiento econémico

Estudiemos ahora un problema de naturaleza econémica en el cual, sin embargo, no
profundizaremos demasiado en sus terminologias.

Dado un sector productivo (textil, energético, servicios, etc..) se desea estudiar la
produccién a lo largo del tiempo. Se asume que la producciéon del bien en cuestiéon es
funcién del trabajo (horas hombre) y del capital (valor de la infraestructura, dinero
disponible producto de las ventas, dinero disponible acumulado, etc.). Supondremos
que la produccion, el trabajo y el capital estdn medidos en variables continuas, por
ejemplo, si se piensa en su equivalente en dinero. Llamaremos y a la produccion, w
al trabajo y k al capital. Lo dicho anteriormente se traduce en la existencia de una
funcién F : R?2 — R tal que

y = F(w, k).
Adema&s asumiremos que se tiene
F(ow, ak) = aF (w, k) para todo a > 0.

Esta suposicién es denominada como rendimientos de escala constante, es decir, si
varfa el trabajo y el capital en una proporciéon «, entonces la producciéon aumentaré
o disminuira en igual proporcién. En particular, se tendra que si no hay capital y no
hay trabajo, entonces no hay produccion.
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En un instante ¢ diremos que para intervalos de tiempo pequenio At, el capital en
el instante ¢ + At varia de la forma

E(t + At) =~ k(t) + At ay(t) — At pk(t).

Es decir, el capital que se genera en el intervalo de tiempo At es proporcional al
intervalo de tiempo At, a la produccion en ¢ (se produjo y(t) por lo que el ahorrar
lo obtenido produce una ganancia) y a la depreciacion a la cual el capital es afectado
(e.g. un computador no vale lo mismo hoy que el proximo afio). La constante a > 0
es la tasa de ahorro y u la tasa de depreciacion. La relacién anterior nos entrega la
ecuacion diferencial ordinaria

d

—k(t) = ay(t) — pk(t).

() = ay(t) — k()
Si el trabajo aumenta de manera proporcional, es decir,

w(t + At) = w(t) + rAtw(t),

tendremos que la disponibilidad de trabajo (horas hombre traducidas en dinero) vy,
por lo tanto, trabajo creado, es proporcional al tiempo y a la cantidad de trabajo
existente. De esta forma

d

%w(t) = rw(t),
con r > 0. La solucion de la ecuacion diferencial ordinaria anterior es w(t) = w(0)e
(la cantidad de trabajo disponible-creado crece exponencialmente). Asi w(t) > 0 para
todo t. Si consideramos la variable z(t) = k(t)/w(t), derivando con respecto al tiempo
(utilizando la regla de la cadena), obtenemos

tr

A AR e F@k0) MO kO
2" ="%n T FO%Em T w P ")
_ k() k@)
= aF(1,k(t)/w(t)) — Pty " "wl) ~ aF'(1,2(t)) — (p+r)a(t).

La variable x(t) = k(t)/w(t) es el capital por unidad de trabajo. Dado que w repre-
senta las horas hombre, entonces w es proporcional al tamano de la fuerza laboral y,
por lo tanto, © = k/w seria el capital per cdpita, cantidad que nos interesa conocer su
evolucién. Por otro lado, introducir esta variable nos hace considerar, a partir de dos
ecuaciones diferenciales que describen la evolucion de k(t) y w(t), una sola ecuacion
diferencial para determinar como varia x(¢).
Si definimos la funciéon
f(@) = F(1,2)
el modelo a estudiar es
d
(2.30) 5 2(t) = af(2(t)) = (u +r)z(?).
Si asumimos

= f(0) =0 (cuando no hay capital no hay produccion)
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s f es estrictamente creciente (mayor capital por unidad de trabajo implica
mayor produccion)
» la productividad media f(x)/z es decreciente

se tiene que claramente x* = 0 es un equilibrio de la ecuacién anterior. La existencia
de un equilibrio positivo * > 0 para el modelo (2.30), es decir, af(z*) = (u + r)z*
ocurriré si y solamente si
x x
h’maM =af'(0)>p+r y lim aM <p+r,
T

x—0 x T—+00

como lo muestra la Figura 2.5

flx) }

Figura 2.5. Equilibrio en modelo de crecimiento econémico.

En tal caso, gracias a la Proposicion 2.3, se prueba que, dada cualquier condicion
inicial xg = ko/wo, la solucion z(t) = k(t)/w(t) converge a z*, ya que

w af(z) — (u+r)x > 0six €0,z
w af(z) — (u+7r)r <0siz €z, +oof.

El analisis anterior nos muestra que sin conocer ni siquiera la funcién f que
interviene en el modelo, sino s6lo asumiendo hipétesis que pudiesen ser razonables, es
posible determinar el comportamiento cualitativo de las variables en estudio.

Este modelo es atribuido a Solow y Swan y es conocido como modelo de creci-
miento neocldsico establecido a mediados del siglo XX. Robert Solow (1924 - ) obtuvo
en 1987 el Premio Nobel de Economia por sus contribuciones a la Teoria del crecimien-
to economico. Trevor Swan (1918-1989) trabajo en modelos de crecimiento econémico
encargado por diversos departamentos gubernamentales de Australia en los cuales,
paralelamente, lleg6 a predecir comportamientos similares, a los obtenidos por Solow,
para la economia de su pais.
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Ejercicio 2.10. En el anterior modelo, dado por la ecuacion diferencial (2.30), con-
sidere la funcién

0 si x=0
(2.31) fl@) = {

pxIn (%) si x>0,
donde p y K son constantes positivas.

1. Verifique que la funciéon f satisface todas las hipdtesis asumidas en el desa-
rrollo anterior y determine el equilibrio positivo.

2. Si se tiene una condicién inicial positiva, justifique que existe una tnica solu-
cion global de la ecuacion diferencial (2.30) con la funcion f dada en (2.31).

3. Encuentre la solucion de la ecuacion diferencial (2.30) con la funcion f dada
en (2.31).

4. Conocida explicitamente la solucion de (2.30), para una condicién inicial po-
sitiva, verifique que ésta converge al equilibrio positivo.

2.5 Relacion con contenidos de Educacion Media

= La definicién de derivada, en los cursos mas avanzados de Educacion Me-
dia, es posible de motivar y contextualizar mediante el proceso de modelacion
realizado en la introduccién del capitulo. Un ejemplo de interés, complemen-
tario al de la evolucién de poblaciones, que se puede abordar en aula es el
de la desintegracion de isotopos radioactivos®. Basado en que las sustancias
radioactivas decaen de manera espontanea y que la tasa de decaimiento es
proporcional a la masa de la sustancia, si lo que se desea es estudiar la evo-
lucion de la masa, denotada por m(t), es posible justificar la aproximacion

m(t + At) = m(t) — pm(t)At,

donde p > 0 es la constante de proporcionalidad, la cual da origen a la
ecuacion diferencial

Lon(t) = —pm(1)
que tiene por solucion m(t) = m(0)e .
Discutida la obtenciéon del modelo, y verificando (mediante simple de-
rivacion) que la solucion es la exponencial, el siguiente ejercicio puede ser
abordado con los estudiantes.

Ejercicio 2.11. 1. Si se sabe que la vida media de una sustancia radioacti-
va es T™, lo cual representa el tiempo requerido para que una masa mg se
desintegre a la mitad, calcule el parametro p en funciéon de T*. O inver-
samente, dado p > 0 que rige la evolucion de una sustancia radioactiva,
calcule la vida media T™ de éste. Al percatarse que T no depende de la
masa inicial mg que se comienza a desintegrar, éste serd un valor propio
a la sustancia radiactiva.

5Se agradece al Profesor Joaquim Barbe haber sugerido la introduccién de este ejemplo.
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2. Dado que la vida media de una sustancia radioactiva es T*, la masa
inicial es mg y para un determinado tiempo ¢ se conoce el valor de m(t),
determine el tiempo £.

En este contexto, relacionado con el ejercicio anterior, resulta interesante
el caso del Carbono 14, dado que es utilizado para poder datar cualquier fosil
animal o vegetal, asi como cualquier objeto que contenga materia organica.

El principio se basa en que en todo ser vivo hay un equilibrio entre la
fraccion de Carbono 14 (radioactivo) y el Carbono 12 (no radioactivo). Sin
embargo, cuando se muere, el equilibrio se rompe dado que el Carbono 14 se
empieza a desintegrar de forma tal que la cantidad de dtomos radioactivos
se reduce a la mitad en un determinado tiempo. Para el Carbono 14 dicho
tiempo (vida media T*) es de 5730 anos. De ese modo, midiendo la fraccion de
Carbono 14 (midiendo m(%)) que contiene el {6sil (o fibra vegetal o animal) a
estudiar, es posible estimar con relativa precision (ya que se estima la fraccion
inicial mg midiendo el Carbono 12) el siglo (o milenio) en que el ser vivo
falleci6, y con ello determinar la antigiiedad de dicho fosil.

El anterior ejemplo requiere de conocimientos de funciéon logaritmo y
exponencial. Si estos atn no han sido introducidos, se propone tratar este
modelo en su version a tiempo discreto aunque, para poder calcular los tiem-
pos o periodos, se necesitara de todas maneras utilizar el logaritmo de alguna
base.

La resoluciéon de ecuaciones no lineales (f(x) = 0) puede ser motiva-
da como el calculo de equilibrio de un fenémeno en evolucion. Si el modelo
involucra parametros, es posible plantear qué valores deben tener éstos para
obtener un equilibrio deseado (determinado a priori) como se muestra en el
ejemplo de la Seccion 2.3.

La modelacion de fendmenos que se representen por una sola variable, por
complicada que sea (o uno imagine) la funciéon f de transicién, es un pro-
cedimiento que se puede replicar en el aula. Para aquellos modelos (funcio-
nes f) en que resulte atingente hacerlo, sera factible realizar algunos de los
procedimientos de analisis indicados en el capitulo: calculo de equilibrios, de-
terminacion de la naturaleza (estabilidad) de éstos, pronostico a largo plazo,
asi como el graficar, con la ayuda de una planilla de célculo (discretizando
el tiempo) o programa matemaético, las trayectorias obtenidas para distintas
elecciones de parametros y condiciones iniciales.
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Capitulo 3: Evoluciones a tiempo continuo de varias variables

En el presente capitulo abordaremos la evolucién en el tiempo, considerado como
una variable continua, de fenémenos que son descritos por méas de una variable. Un
ejemplo clésico que cae en este contexto, es el denominado modelo presa-predador
de Lotka-Volterra, nombre debido a que fue propuesto casi simultdneamente por Vi-
to Volterra (1860-1940) y Alfred Lotka (1880- 1949). Después de la Primera Guerra
Mundial, periodo en el que disminuyeron considerablemente los recursos pesqueros en
el Mar Adriatico y la proporcién relativa de predadores con respecto a las presas au-
mento significativamente, Volterra comienza el estudio de modelos mateméaticos que
representen lo que indicaban las observaciones, las cuales daban cuenta de comporta-
mientos oscilatorios.

Como veremos mas adelante, a partir del modelo propuesto por Lotka y Volterra se
deduciran los comportamientos oscilatorios en las poblaciones de presas y predadores,
los cuales pueden explicarse debido sblo a la interaccion de ambas especies y no a
factores externos.

La representacion que establece el modelo esté basada en las siguientes hipotesis:

= en ausencia de predadores, la poblacion de presas crece de manera exponen-
cial;

= en ausencia de presas, la poblaciéon de predadores decrece de manera expo-
nencial;

= la tasa de desaparicién de presas es proporcional al nimero de encuentros
presa-predador, la cual se asume proporcional al producto de ambas pobla-
ciones;

= la tasa de crecimiento de los predadores es igualmente proporcional al nimero
de encuentros presa-predador, la cual se asume proporcional al producto de
ambas poblaciones.

Como lo hemos discutido en el Capitulo 2, las hipétesis anteriores no siempre son
realistas (pues implican un crecimiento y decrecimiento exponencial de las poblacio-
nes). El objetivo no es entregar una representacion detallada de la realidad sino que,
con un numero minimo de parametros, poder representar ciertos comportamientos
cualitativos, como el de oscilaciones periddicas que es posible observar en la natu-
raleza. Por oscilaciones periodicas de una solucion (z(t),y(t)) de dos variables, nos
referimos a que, para cierto periodo T' > 0 se tiene (x(t +T),y(t +T)) = (z(t),y(t))
para todo ¢ > 0. Dicho comportamiento lo ilustra la Figura 3.1.

Si notamos por z(t) a la poblacion de presas e y(t) a la de predadores en el
instante t > 0 (ambas cantidades consideradas en R debido a la unidad en la cual se
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F1GURA 3.1. Solucién (z(t),y(t)) que presenta un comportamiento oscilatorio.

estén midiendo), las hipotesis anteriores se traducen en las siguientes aproximaciones
para intervalos de tiempos pequenos At:

x(t) + Atoqx(t) — AtSra(t)y(t)
y(t) — Ataoy(t) + AtBax(t)y(t),

donde los parametros (constantes de proporcionalidad a1, ag, f1 y B2) son positivos.
Estas aproximaciones dan origen (haciendo tender At a 0) al sistema diferencial

o (t) = ana(t) = Bra(t)y(t)
ay(t) = —azy(t) + Pax(t)y(t).
Si definimos el estado compuesto de dos variables X (t) = (z(¢), y(t)) y la funciéon

f(X) = flz,y) = (a1 = Przy, —azy + Pazy),
se tiene que el sistema (3.1) puede escribirse como

d
SX(t) = FX(1).

En el transcurso de este capitulo veremos que este modelo posee una tinica solucion
la cual presentara oscilaciones periddicas.

Por cierto, el estudio de varias cantidades que evolucionan en el tiempo motivan
el estudio de un sistema diferencial pero, otro gran campo de aplicacién, es aquel en
que se desea estudiar el comportamiento de una sola variable, notémosla z(t), cuya
evolucion estéa descrita por una ecuacion diferencial que involucra derivadas de orden
superior. Por ejemplo,

Q

2(t + At)
y(t + At)

Q

(3.1)

(3.2) %z(t) = g(t, z(t)).
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En caso que z(t) describa la distancia de una particula a un punto de referencia,

entonces < z(t) representa la velocidad y j—;z(t) su aceleracion.

Si bien se trata de una sola variable en estudio, los contenidos del Capitulo 2 no
nos son utiles para analizar la anterior ecuacion diferencial. Sin embargo, si definimos
(x(t),y(t)) donde

x(t) = z(¢)
W) = S0
se tiene que
d d
Salt) = o0 =)
Dyt) = Sa(t) = glt.2(1) = g(t, (1)

y, por lo tanto, la ecuaciéon (3.2) se escribe de manera equivalente como

9 x(0) = 70, x(1)
donde X = (z,y) y f(t,X) = f(t,2,y) = (y,9(t, v)).

Antes de pasar a la introduccién de algunos resultados tedricos para analizar
sistemas de ecuaciones diferenciales, estudiemos el modelo que describe la caida libre
de un objeto, contenido que es abordado en Educacion Media, y para el cual se
debe proceder (transformar una ecuacion diferencial de segundo grado en un sistema
diferencial de primer grado) como acabamos de indicar.

Considere un objeto de masa m que es soltado desde una altura h > 0. La tnica
(simplificacion mediante al no considerar la friccion) fuerza que actia sobre él es la
gravitacional la que tiene una expresion F' = mg donde g es el valor de la aceleracion
gravitacional en la superficie de la tierra, el cual se aproxima a g = 9,81 m/s. Si el
sistema de coordenada elegido es la vertical, con el origen en el suelo, y la distancia
del objeto al suelo en el tiempo ¢ la denotamos por z(t), como se indica en la Figura
3.2, se tiene que la ecuacién que regira la caida del objeto es

2
(3.3 () =g

Al definir (2(t),y(t)) = (2(t), %2(t)), estaremos denotando por y(t) la velocidad a
la cual el objeto esta cayendo. Dado que éste fue soltado en un comienzo, se tiene
que y(0) = 0. Ademas, como inicialmente el objeto estaba a una altura h, se obtiene

x(0) = z(0) = h. De esta forma, escribiendo la ecuacion (3.3) como un sistema de
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FicUurA 3.2. Esquema para la caida libre de un objeto.

primer orden nos lleva a considerar

Satt)y = L=y, w0)=h
2
Ly = e =-g  w0)=0,

sistema que puede ser resuelto utilizando los contenidos introducidos en la Seccidon
2.1 del Capitulo 2 o simplemente integrando respecto al tiempo. La segunda ecuacion
tendra por soluciéon y(t) = —tg y, por lo tanto, la solucién de la ecuacion

d
—x(t) =y(t) = —¢
Lot = ult) = g
con condicion inicial z(0) = h, es
t2
a(t) = —% +h.

En la Seccion 3.5 y al final de este capitulo, veremos un par de ejemplos donde
se debera realizar un procedimiento similar al mostrado anteriormente: reducir una
ecuacion diferencial que involucra la derivada de orden dos a un sistema diferencial
de orden uno. Estos ejemplos serén el de la dindmica de un péndulo simple (Seccion
3.5) y el del lanzamiento de un proyectil (Seccion 3.6).

Ejercicio 3.1. Si en el anterior ejemplo, el objeto fue lanzado desde una altura i > 0
con una velocidad vertical vy (positiva si se lanz6 hacia arriba, negativa si fue hacia
abajo) determine el tiempo (en funciéon de h, vy y g) que demora en llegar al suelo.
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Ejercicio 3.2. Considere la ecuacion diferencial

dr d 42 qr—1
t)y =gt z2(t), —2(t), —2(t),..., ——=2(t
Aot = (1200, 210, (0ol

de incognita z : [0,+oo[— R, donde n es un ntumero natural mayor que uno y
g : [0, +00[xR™ — R una funcién. Motivado por los ejemplos anteriores, defina una
nueva variable X (t) = (z1(¢), 22(t),...,2,(t)) € R™ y escriba la ecuacion diferencial
como un sistema diferencial de primer orden, es decir,

d

SX() = £ X ()

donde usted debe encontrar la apropiada funcién f : [0, +oco[xR™ — R™.

Hoja de ruta

El objetivo de este capitulo es introducir al lector en la modelacién de fendémenos
cuyas transiciones puedan ser descritas por varias variables, considerando el tiempo
como una cantidad continua.

Todo lo referente a la modelacion de un fenémeno que involucre varias variables
en estudio, puede ser tratado en cursos con alumnos de primer ano de pedagogia. Si
bien la herramienta fundamental es la derivada, los alumnos de primer ano tendran la
oportunidad de relacionar su utilizaciéon, de manera paralela a como profundizaran en
este concepto durante el primer curso de célculo. Sin embargo, para hacer un analisis
mas profundo de los modelos que resulten, seréd requisito que los estudiantes hayan
cursado o estén realizando cursos donde se vean los primeros conceptos de algebra
lineal y célculo diferencial en varias variables.

No siendo el eje del capitulo la introducciéon de metodologias para la resolucion
de sistemas diferenciales, en la Seccién 3.3 se aborda la resolucién de sistemas dife-
renciales lineales de tamano dos. La técnica ahi indicada, complementada a la del
calculo de matrices exponenciales, materia expuesta en la monografia [9], debieran
ser vistas en el primer curso que trate la resolucion de ecuaciones diferenciales. Esta
parte puede considerarse de manera independiente para tal curso, aprovechando la
contextualizacion del modelamiento de fenémenos que evolucionan en el tiempo. En
el caso de que los estudiantes atin no hayan cursado una asignatura que trate la reso-
lucién de ecuaciones diferenciales ordinarias, pero si tengan las primeras nociones de
diferenciabilidad en varias variables y algebra lineal, es posible saltarse la Seccion 3.1,
la cual principalmente aborda los resultados de existencia y unicidad para sistemas
diferenciales, y solo hacer un anélisis cualitativo de los modelos como se muestra en
las secciones 3.2 y 3.3.

En el caso de que el texto sea utilizado para un curso de calculo en varias varia-
bles, se recomienda comenzar con el ejemplo de motivacién de Lotka-Volterra y el de
caida libre y, una vez que los estudiantes ya conozcan las definiciones de continuidad,
diferenciabilidad, matriz Jacobiana y valores propios, los apliquen a los ejemplos para
determinar los resultados de existencia, unicidad y estabilidad.

97



Independientemente del grado de formacién que tengan los estudiantes, creemos
importante hacer énfasis en el proceso de modelaciéon de un determinado fenémeno.
La discusion sobre la pertinencia de considerar el tiempo como una variable discreta o
continua, determinar la o las variables en estudio, describir la transicién de un estado
a otro, son procedimientos propicios para hacer participar a todos los alumnos. Una
vez acordado el modelo, dependeré de los conocimientos de cada estudiante obtener
la mayor informacion posible a partir de él.

Los siguientes contenidos, tratados en el capitulo, pueden ser complementados
con lo expuesto en las monografias de esta misma coleccion:

= Célculo de valores y vectores propios, cambios de sistema de coordenadas,
descomposiciéon de Jordan de una matriz, cédlculo de matrices exponenciales:
[9;

s Calculo de trayectorias, realizacion de graficos y utilizacion de programas
matematicos: [18];

= Resoluciéon de sistemas de ecuaciones, relacionadas con la determinacién de
equilibrios: [18];

s Integracion, relacionado con la resolucién de ecuaciones diferenciales ordina-
rias: [1].

Los ejemplos tratados que abarcan el procedimiento de construcciéon del modelo
y analisis, son los estudiados en la secciones 3.4 y 3.5. Estos pueden ser abordados
separadamente sin necesidad de profundizar en el desarrollo tedrico necesario (seccio-
nes 3.1 y 3.2), si es que éste ya ha sido realizado en otras asignaturas. Sin embargo,
a partir de los ejemplos presentados en la introduccion, en las secciones donde se
hace un desarrollo mas tedrico, éstos se siguen abordando, por lo que se recomienda
considerar esas partes.

Al final del capitulo se intenta hacer una conexién de los contenidos abordados,
con algunos de los tratados en Educacion Media, proponiendo al futuro profesor un
contexto diferente para abordarlos. En esta ultima seccién se presenta el ejemplo del
lanzamiento de un proyectil, materia tratada en la asignatura de Fisica, la cual se
propone presentar, deducir, resolver y analizar.

3.1 Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias

Comencemos asumiendo que la evoluciéon de un fendémeno que evoluciona en el tiem-
po involucra varias variables y su descripciéon conlleva a establecer un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias, el que escribiremos de manera general

%Iz(t):fl(taml(t)aIQ(t)aaxn(t)) 7::1,2,...,717 t>07
(3.4) _
x;(0) = ), 1=1,2,...,n,

donde las funciones f; estaran definidas de [0, +00[xR"™ a valores en R. Las relaciones
escritas en (3.4) son denominadas un sistema diferencial no auténomo debido a la
dependencia de las funciones f; con respecto al tiempo. Si todas las funciones f;
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no dependen explicitamente del tiempo, se dice que (3.4) es un sistema diferencial
auténomo.

Observe que el sistema (3.4) puede ser descrito mediante una sola ecuacion dife-
rencial de la forma

55 { 4X(t) = f(t, X(t)), t>0,

X(0) = (xd,23,...,28),

donde la variable de estado X tendra n componentes: X = (x1,xo, ..., x,) y la funcion
f estara definida por

f(taX) = f(t7xlvx25'-'axn) = (fl(t7X)7f2(taX)7'"afn(th))a
con f; : [0, +oo[xR" — R.
El sistema diferencial (3.5) se dice lineal si la funcion f : [0, +00[xR"™ — R™ es

lineal, es decir, para cada t € [0, +o0] existe una matriz cuadrada A(t) de dimension
nxn (A(t) € Myxn) tal que f(t,X) = A(t)X. De esta forma escribimos

{ LX(t)=A{t)X(t), t>0,
X(0) = (zd,23,...,20).

Al igual que en una dimensién, es posible probar que el sistema (3.6) tiene una
soluciéon de tipo exponencial. Si el sistema es lineal auténomo, es decir, existe una
matriz cuadrada A (independiente del tiempo t) tal que f(¢,X) = AX entonces, la
solucién del sistema diferencial

{ 4X(t)=AX(t), t>0,

X(0) = (zd,23,...,28) = Xo

(3.6)

estara dada por

X(t) = etAXO
donde, para una matriz cuadrada B, la expresién e? representa la matriz exponencial
de B, la cual es posible obtener a través de la descomposiciéon de Jordan introducida
en la monografia [9] de esta misma colecciéon. La resolucion de sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales es abordada en la Seccién 3.3.

Como mencionamos, cuando estudiamos ecuaciones diferenciales (n = 1), poder
asegurar la existencia y luego la unicidad de soluciones es una aspecto fundamental
a la hora de analizar un modelo. En el caso de sistemas diferenciales, introduciremos
resultados de existencia y unicidad posibles de aplicar a ecuaciones diferenciales como
las vistas en el Capitulo 2. Para mencionar algunos de ellos, considere una norma || - ||
en R™ y recordemos que una funcion f : [0, +00[xR™ — R™ se dice:

= Localmente Lipschitz en Xy € R™ si existe € > 0y L > 0 tales que
(3.7) £, X) = f@&Y)[| < L|X =Y

para todo ¢ € [0, +oo|, y para todo X, Y € B(Xg,e) :={Z € R" : ||Z —
Xol|l < e}
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» Lipschitz o globalmente Lipschitz si se tiene (3.7) para todo ¢ € [0, +oc], ¥
para todo X,Y € R".

El teorema siguiente entrega tres resultados de existencia y unicidad. Como en el
Capitulo 2, la existencia de una solucion local dice relacion con la existencia de una
solucion solamente en un intervalo de tiempo [0, 7] y la de solucion global para todo
tiempo t > 0.

Teorema 3.1 (Existencia y unicidad). Considere el sistema diferencial con condicion
inicial siguiente

59 { LX) = f(t,X(t) t>0

X(0) = Xo = (xp,23,...,20).
Si

1. la funcion f : [0, +0o[xR™ — R™ es continua, entonces existe T > 0 y una
funcion X : [0,T[— R™ que es solucion del sistema (3.8) para t € [0,T7].
Este resultado es conocido como el Teorema de Peano.

2. la funcion f : [0,400[xR™ — R"™ es localmente Lipschitz en la condicion
inicial Xg, entonces existe T > 0 y una Gnica funcion X : [0, T[— R™ que
es solucion del sistema (3.8) para t € [0,T]. Este resultado es conocido como
el Teorema de Cauchy-Lipschitz o también como el de Picard-Lindeldf.

3. la funcion f: [0, +oo[xR™ — R"™ es globalmente Lipschitz y existe v > 0 tal
que

[ft, Xo)| <y Vt>0

entonces, existe una Gnica funcidn X : [0, +oo[— R™ que es solucion del
sistema (3.8) para t > 0.

Los resultados 2 y 3 del anterior teorema son posibles de demostrar a través
del Teorema del punto fijo de Banach (el cual es introducido en el Capitulo 1) para
funciones definidas en espacios de dimensién infinita.

La demostracion puede encontrarse en numerosos textos de ecuaciones diferencia-
les ordinarias (ver por ejemplo [12, 21, 23]) incluso bajo hipdtesis méas débiles (e.g.
f(-, ) continua por intervalos).

Si la funcion f(-,-) es solo continua (no necesariamente satisface (3.7)) se tiene
que existe una solucién local (como establece el resultado 1 del teorema) la cual no
necesariamente es tunica. Este resultado es conocido como el Teorema de Peano en
honor al matematico italiano Giuseppe Peano (1858-1932) quien lo demostrara el afio
1890.

Poder determinar que existe una sola soluciéon de una ecuaciéon diferencial es
fundamental para nuestros propositos. Si hemos modelado un fenémeno obteniendo
una ecuacion diferencial y a la vez una solucién, no podemos inferir mucho sobre la
evolucién de la variable en estudio si no sabemos que la solucién obtenida es la tinica.
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Por ejemplo, si se considera la ecuacion diferencial (de una sola variable) con

condicién inicial
Lo(t) =t\/z(t) t>0

x(0) =0,
una solucion es z(t) = 0. Por otro lado, utilizando el procedimiento introducido en la
Seccion 2.1 del Capitulo 2, es posible determinar que z(t) = % es también solucion,

lo cual se verifica simplemente derivando. Si quisiéramos estudiar la evolucion de
una poblacién cuyo modelo viene dado por esta ecuacion, jqué soluciéon vamos a
considerar?

Lo que esta sucediendo, en el ejemplo anterior, es que la funcion f(t,z) = t/x
no verifica la condicion (3.7) (considerando |- | como norma en R) en a9 = 0.

Asi, el Teorema 3.1 nos da una condiciéon (la propiedad (3.7)) con tal de poder
asegurar, ademas de la existencia, la unicidad de soluciones.

Ejercicio 3.3. Considere el sistema diferencial lineal afin siguiente

d
X (1) = ABX (1) +h(D),

y asuma que existe L > 0 tal que la funcion A : [0, +00[—> M,,«,, satisface
[A)X] < || X]] Vt>0,VXeR"

1. Pruebe que existe una tnica solucién local del sistema diferencial.

2. Si para algin v > 0 se tiene ademas que ||A(¢)Xo| < Y| Xoll v [|R®)] < v
para todo t > 0, argumente que existe una tnica solucién global del sistema
diferencial. En particular, justifique la existencia de una tnica solucién global

del sistema
d

dt

La tercera parte del Teorema 3.1 nos entrega condiciones para poder asegurar la

existencia de una solucion global. En general, la hipotesis de Lipschitzianidad para

una funcién no lineal es bastante restrictiva. No asi la Lipschitzianidad local, pues las

funciones cuyas derivas parciales son funciones continuas satisfacen dicha propiedad.

En el caso de una funcion definida sobre varias variables, f : [0, +00[xR"™ — R"
dada por

f(t7X) = (fl(th)v"'7fn(t7X)) = (fl(t,.%'l,...71‘n),.-.,fn(t,$17...,$n))7

para cada t € [0, +oo[ se denomina matriz Jacobiana de f en (¢, X) a la matriz que
agrupa las derivadas parciales (cuando existen) de las funciones f; con respecto a las
variables ;. Esta matriz la notamos Df (¢, X) y esta dada por

X(t) = AX(t).

of1(t,X) 0f1(t,X)

Oz T Oy
Df(t,X)=| : ) :
Ofn(t,X) Ofn(t,X)

Oxq e Oy,

101



El Jacobiano en t sera la funcion Df(t,-) : R® — M,,«,, definida sobre R™ a valores
en las matrices cuadradas de dimension n X n que a cada X € R" le asocia la matriz
Df(t, X) dada por (3.1). En el Capitulo 1 se introdujo de manera similar la matriz
Jacobiana, pero para funciones que no dependen explicitamente del tiempo.

Una funcion f : [0, +0o[xR™ — R™ se dira de clase C! con respecto a las varia-
bles de estado X € R™ si todas las derivadas parciales existen y éstas son continuas.
Esto es equivalente a decir que la funcion Jacobiano Df(t,-) : R™ — M, «, es una
funcién continua.

Como consecuencia del Teorema 3.1 es posible obtener el siguiente resultado de
existencia y unicidad para sistemas donde la funcién f es de clase C'! con respecto a
las variables de estado.

Teorema 3.2. Considere el sistema diferencial con condicion inicial siguiente

39) { #X (1) = f(t, X(1)), t>0,
' X(0) = Xo = (zb,22,...,2D).
Si la funcion f : [0,+00[xR"® — R" es de clase C' en Xy = (x},22,...,28),

entonces existe T > 0 y una unica funcion X : [0,T[— R que es solucion del sistema
(3.9) para t € [0,T7.

Demostracion. La demostracion esta basada en que una funciéon que es de clase C1,
en un punto dado, es localmente Lipschitz en dicho punto y, por lo tanto, es posible
aplicar el Teorema 3.1. g

Para poder determinar que existe una solucion global de un sistema diferencial sin
pedir Lipschitzianidad de la funcién f, se debe asegurar que la solucion local, definida
para t € [0, T, dada por los teoremas anteriores, no explote cuando ¢ — T'. Dicho de
otra manera, si X(¢) = (x1(t),...,z,(t)) es una solucién entonces, tendriamos que
asegurar que la cantidad ||X (¢)|| permanezca acotada cuando ¢t — T siendo || - || una
norma en R”, por ejemplo,

IX|| = méx |zl
i=1,...,n

Si asi fuese, no es complicado demostrar, utilizando la continuidad de la solucién,
que podemos definir X (¢) para t = T como el limite de X (¢) cuando ¢ tiende a T,

notandolo Xr = (zk, 22, ..., 2%), el cual existira debido a lo anterior. En tal caso,
aplicamos el resultado de existencia local nuevamente al sistema
{ %X(t):f(taX(t))a t>Ta
X(T)=Xr = (2,22, ..., 21).

y, por consiguiente, si f es de claseNC1 se tendra que existe un tiempo 7' > Ty una
solucién definida en el intervalo [T, T[. De esta manera, tendremos ahora una solucién
definida en el intervalo [0, T7[.
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Un caso particular en el que se puede asegurar que toda solucién permanece aco-
tada es el que se seniala en la siguiente proposicion, la cual es analoga a la Proposicion
2.1 y Corolario 2.2 establecidos para ecuaciones diferenciales ordinarias.

Proposicion 3.3. Considere el sistema diferencial siguiente
LX(8) = F(t, X (1)), £>0,
X(0) = Xo = (xg,23,...,28),

donde f : [0,4+00[xR" — R"™ es de clase C* en la variable de estado X € R".
Si se asume que la condicion inicial Xo = (z§,22,...,28) pertenece al producto de
intervalos
R = [al,bl] X ... X [an,bn],

es decir, ¥} € [a;, b;], y para t € [0, +00] se tiene que

v fi(t,X)>0, VX €R tal que x; = a;;

v fi(t,X) <0, VX €R tal que z; = b;,
entonces, existe una unica solucion definida en [0,400[. Si X = (z1,...,2,) : [0, +00[—
R™ es la solucion, se tendrd ademds que x;(t) € [a;, b;] para todo t > 0.

El anterior resultado nos dice que si se satisface una condicién sobre la funcién
f = (f1,f2,---, fn), la cual define el sistema diferencial, entonces existe una tnica
solucién y ésta permanece en el producto de intervalos R. Esta condicién se interpreta
como el hecho de que en los bordes del rectangulo R, la funcion f, y por ende, la
velocidad %X (t), tiene direccion hacia el interior de R, como se ilustra en la Figura
3.3 para el caso de dos dimensiones. Es precisamente esta propiedad la que nos asegura
que la solucion X () no saldra de la region R.

Ty A
f2=0
b, *
= R -
flzo f150
£=0
a; bl T

FI1GURA 3.3. Propiedad de la funcion f = (fi, f2) en la Proposicion 3.3.
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3.2 Equilibrio y estabilidad

En el estudio de sistemas diferenciales también nos interesaremos por el compor-
tamiento de soluciones cuando ¢ — +oo. Para ello, de manera analoga al caso de
ecuaciones diferenciales, comenzaremos definiendo lo que es un punto de equilibrio de
un sistema diferencial auténomo y luego entregaremos algunos resultados referentes
a la estabilidad de dichos puntos.

Considere el sistema diferencial autéonomo siguiente

d
(3.10) SX(t) = (X)), t>0,
donde la variable de estado X tendra n componentes: X = (z1, o, ...,z,) y la funcion

f estara definida por
F(X) = f@1,22,...,2n) = (f1(X), f2(X), ..., fu(X)).

Un equilibrio del sistema (3.10) es un elemento X* = (z7,...,z}) € R™ tal que
f(X*)=(0,...,0), es decir, f;(zf,...,z5) =0 paratodoi=1,...,n.

rn
Claramente, si se considera el sistema

{ LX) = f(X(t), t>0,

(3.11)
Xo = (xé,x%, cex0)

y la condicion inicial Xy es un punto de equilibrio, entonces la funcion X (¢t) = Xo =
(x,23,...,28) (funcién constante) es una solucién, ya que
d
EX(0)=(0,...,0) = [(Xo) = (X(1)
En el modelo de Lotka-Volterra

da(t) = ara(t) — Brz(t)y(t)

(3.12)
Ly(t) = —ay(t) + Baa(t)y(t),

el cual escribimos,

d

SX(0) = (X (1),

donde X = (z,y) y f es definida por
fX) = fz,y) = (frlz,y), L2z, ) = (az = Pray, —azy + Pazy),
se tiene que los equilibrios del sistema diferencial son los estados X* = (z*, y*) solu-
ciéon del sistema
a1x — Py

—agy + Pay
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Una solucion del anterior sistema esta dada por (z*,y*) = (0,0) la cual representa
ausencia absoluta de presas y predadores. La otra solucién seré

c oy (02 a1
“’“‘(62’&)

la cual es positiva en sus dos componentes.

Un punto de equilibrio X* que pertenece a un conjunto C' C R se dir4 local-
mente estable en C si para toda condicién inicial zy € C' suficientemente cerca de
X* se tiene que la unica solucion global (cuando exista) X : [0, +oo[—> R™, asociada
a la condicién inicial, satisface X (t) — X* cuando t — +o0. El equilibrio X* se dice
globalmente estable en C' si para toda condicion inicial Xy € C se tiene que la
tinica solucion global X : [0,400[— R™, asociada a la condici6n inicial, satisface
X(t) = X* cuando t — +o0.

Dado un sistema diferencial

d
dt
encontrar los puntos de equilibrio se reduce a resolver el sistema de n ecuaciones
algebraicas, con n incégnitas, siguiente:

O = fl(ml,...,xn)
0 = f2(])1,...,.13n)

(3.13) X(t) = f(X(t), t>0,

0 = folzr,...,zp).

Como ya hemos mencionado, en la monografia [18] se describen algunos métodos
numeéricos para estos propoésitos.
Si el sistema a estudiar es lineal auténomo de la forma

d
—X(t) = AX(t
I X(0) = Ax (1),
donde A es una matriz de n x n, el punto X* = (0,...,0) es por cierto un equilibrio.

La estabilidad global de este punto sera determinada por el signo de la parte real de
los valores propios de A como se presenta en el siguiente resultado.

Proposicion 3.4. Si la parte real de todos los valores propios de la matriz A es
negativa, entonces, para cualquier condicion inicial Xo = (24, ..., x8), se tiene que la
dnica solucion global X (t) del sistema

{ 4X(t)=AX(t), t>0,
X(0) =Xy
satisface X (t) — X* = (0,...,0).



Demostracion. Una forma de demostrar el anterior resultado es haciendo utilizacion
de la solucién explicita de la solucién, la cual estara dada por X(t) = e!“X,. La
exponencial de una matriz B, similarmente al caso de nimeros reales, esta definida

por
k
eB = E 5
k!’
k>0

resultando ser una matriz de n X n. Remitamonos solo al caso en que una matriz A es
diagonalizable y, por lo tanto, todos sus valores propios seran reales (en la Seccion 3.3
se detalla la resolucion de sistemas diferenciales lineales en el caso de dos dimensiones).
Recordemos que v € R™ es un vector propio de una matriz, de n x n, B asociada al
valor propio real \ si

Bv = M.

Si la matriz A es diagonalizable, entonces lo serd también tA para todo ¢ > 0. Si v
es vector propio de A asociado a A, entonces v seré vector propio de tA asociado al
valor propio t\ teniéndose (tA)*v = (tA\)¥v y, por lo tanto, la matriz exponencial e*4

aplicada a v sera
IR S (2 VAR N (2 ) LN
e U—Z o —Z I
k>0

k>0

Dado que A es diagonalizable, se tiene que existen vy, vo, ..., v, vectores propios de
A asociados a los valores propios A1, Aa, ..., A, respectivamente, tales que el conjunto
{v1,v2,...,v,} conforman una base de R", y por lo tanto, para la condicion inicial
Xo = (z},...,2B), existen coeficientes o, ..., a, tales que

n
X(): E ;5.
i=1

Aplicando la exponencial de tA a X, se tendra
n n
X(t) = A Xy = Z et = Z e,
i=1 i=1

implicando que, si todos los valores propios A; son negativos (hemos asumido que son
todos reales), se tendra X (t) — 0.
O

El interés del resultado que se presenta a continuacion, el cual es una especie de
generalizacion de la Proposicion 3.4, es que dado un equilibrio X* = (z7,...,2}),
es posible determinar si es localmente estable sin necesidad de conocer la solucién
explicita del sistema (3.13), por ejemplo, cuando éste no es lineal. De esta forma,
cuando ya hemos podido establecer nuestro modelo a tiempo continuo via un sistema
diferencial, podremos decir, en alguna medida, como se va a comportar la solucion
para tiempos grandes (t — +00) sin haber obtenido tal solucion.
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Teorema 3.5. Considere el sistema diferencial auténomo siguiente:

d

EX(0)=f(X(W)  t>0,

donde f : R™ — R™ es de clase C1. Si X* = (x%,...,2}) es un equilibrio (f(X*) =
0) y la parte real de los n valores propios de la matriz Jacobiana D f(X*) es negativa,

entonces, dado Xo = (z},...,x) suficientemente cerca de X*, se tiene que la tnica
solucion del sistema diferencial con condicion inicial
d
{ 4X(1) = F(X(1)) £>0
X(0) = Xo = (x,...,20).

satisface X (t) = (x1(t),...,zn(t)) = (27,...,25) = X* cuando t — +oo.

rn

Cuando n = 1 la matriz Jacobiana de la funcién f se reduce a su derivada. El
signo de la parte real del valor propio de la matriz Jacobiana en el equilibrio 2* € R
no es mas que el signo de la derivada de f en x*. Por lo tanto, el resultado anterior
es una extension a dimensiones superiores del Teorema 2.4.

Ejercicio 3.4. Demuestre la Proposicion 3.4 utilizando el Teorema 3.5. Para ello
utilice el hecho que si X (¢) es una solucién del sistema diferencial lineal que converge
(t)

.., X ., ..
a cero, entonces, para € > 0, la funcion Z(t) = EaTxoT también es una soluciéon que

converge a cero y su condicion inicial estd a distancia £/2 del origen.

En estos tres primeros capitulos hemos introducido los conceptos de equilibrios
localmente y globalmente estables para modelos (en una y varias variables) a tiempo
discreto y continuo. En general, existen mas definiciones para los equilibrios de un
sistema dindmico, puesto que dado un equilibrio X*, podria suceder que la solucion
del sistema no converja a X*, pero sin embargo esté, a partir de un instante, muy
cerca de él. También podria ocurrir que una soluciéon en ciertos instantes esté cerca del
equilibrio y en otros no. Estos comportamientos que no han sido abordados pueden
ser considerados como un tipo de estabilidad.

Una herramienta para determinar si el equilibrio de un sistema a tiempo continuo
o discreto es globalmente estable, son las denominadas funciones de Lyapunov. Para
introducirse en este tema se recomienda, entre otras muchas referencias, el texto [20].

En sistemas de ecuaciones diferenciales en dos dimensiones, existe un resultado
muy importante el cual establece todas las posibles propiedades cualitativas que pue-
den tener las trayectorias. Este resultado, establecido mas abajo (cuya demostracion
escapa a los objetivos del texto), es conocido como el Teorema de Poincaré-Bendixson
en honor al matematico francés Henri Poincaré (1854-1912), quien hiciera importan-
tes aportes a la teoria de la relatividad y a la teoria del caos, y al matemaéatico sueco
Ivar Bendixson (1861-1935) quien demostro el teorema, bajo hipotesis mas débiles a
las utilizadas en un comienzo por Poincaré, a comienzos del siglo XX.

107



Teorema 3.6. Dado un sistema de ecuaciones diferenciales en dos dimensiones
do(t) = fi(t) y(®))
(1) = fola(t),y (1)),

si una solucion X (t) = (z(t),y(t)) es acotada, entonces converge a un punto de equi-
librio o a una funcion periddica, es decir, a una funcion X (-) tal que existe T > 0
donde X (t +T) = X (t) para todo t > 0.

El anterior teorema nos dice que en dos dimensiones, la solucién de un sistema
diferencial no es acotada o bien es convergente a un equilibrio o a una funcion perio-
dica. Estas posibilidades descartan comportamientos cadticos como el estudiado en el
modelo logistico a tiempo discreto. El Teorema 3.6 es una herramienta que entrega
un conocimiento adicional para los sistemas en dos dimensiones los cuales, cualita-
tivamente, podremos describir a través de los diagramas de fase introducidos en la
seccion siguiente.

3.3 Diagramas de fase

En esta seccion nos concentraremos en sistemas de ecuaciones diferenciales, de primer
orden, de tamano 2 como el siguiente

(3.14) La(t) = fi(a(t),y(1))
| (

(1) = fa((t),y(1)),

cuya funcion incognita es X (t) = (x(t),y(t)) y la funcion f = (f1, f2) esta definida
sobre R? a valores en R?, es decir, f; : R? — R.

Una solucion X (t) = (x(¢),y(t)) del sistema (3.14) (para una determinada con-
dicién inicial) puede interpretarse como la ecuacién de una curva paramétrica (de
parametro ¢) en el plano cartesiano x — y. El grafico con diferentes curvas represen-
tando soluciones de (3.14), para distintas condiciones iniciales, en el plano z — y es
lo que se denomina un diagrama de fase. Este es una representacion geométrica de
las soluciones en el plano x — y el cual constituye una importante herramienta para
analizar cualitativamente fené6menos que evolucionan en el tiempo y, en general, para
el analisis de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Por ejemplo, si X* = (z*,y*) es un equilibrio del sistema (3.14) entonces, X*
(curva que se reduce a un punto) debe estar en el diagrama de fase pues si se comienza
en ese punto, la solucién serd permanecer por siempre en la condicién inicial. El
diagrama de fase nos permite de esta forma visualizar, dada una condicién inicial
Xo = (z0,y0) en el plano, la trayectoria a partir de dicho estado inicial a lo largo del
tiempo.

La curva que comienza a partir de Xo = (z0,0) € R? representa la trayectoria
(solucién) cuando se comienza en aquel punto. En caso de que la soluciéon sea tini-
ca, las trayectorias en un diagrama de fase no pueden cruzarse. Si asi fuese, dada
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una condicién inicial justo en la interseccién, se tendria que existe més de una solu-
cion (trayectoria) posible. Como referencia complementaria para la determinacion y
analisis de diagramas de fase se recomiendan los textos [21, 23].

Comencemos por obtener los diagramas de fase de un sistema lineal auténomo de
la forma

%x(t) = ax(t) + by(t)

Gy(t) = ca(t) + dy(t)
el cual, al denotar X (t) = (x(t),y(t)), se escribe de manera equivalente
d
dt
donde A es la matriz de 2 x 2 dada por

a b
A= .
En este caso es posible dibujar un diagrama de fase conociendo los valores propios
de la matriz A. Para ello, si asumimos que la matriz A es invertible, es decir el cero

no es un valor propio, el tnico equilibrio del sistema sera el punto X* = (0,0). En la
monografia [9] se muestra que es posible escribir la matriz A como la multiplicacion

A=CDC™!

X(t) = AX(t)

donde C' es una matriz invertible (obtenida a partir de los vectores propios de A) y
D puede ser de (s6lo) las siguientes tres formas:

1. Si A es diagonalizable, es decir, tiene valores propios reales A y 1y en caso de
ser iguales, se tiene que hay dos vectores propios linealmente independiente
(i.e generan una base de R?), entonces

A0
(3.15) D =R(\up):= ( 0 u ) ;
2. Si A tiene dos valores propios reales igual a A pero el espacio propio es de
solo una dimension (no hay dos vectores propios linealmente independiente),
entonces

(3.16) D =Ry(\) := ( o );

3. Si A tiene como valor propio un nimero complejo’ « + i3, resultando ser su
conjugado a — if3 el otro valor propio, entonces

(3.17) D = R.(a, B) := < _0‘5 g )

1La notacién i es utilizada en este contexto para representar el nimero imaginario dado por la
ecuacioén 2 = —1.
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De esta forma, estableceremos los diagramas de fase para sistemas asociados a las
distintas configuraciones que pueda tener la matriz D y por consiguiente, el diagrama
de fase asociado a la matriz A sera posible de obtener mediante un cambio (lineal) de
coordenadas, procedimiento que se detalla en la monografia [9]. En otras palabras, si
establecemos que el punto (z,y) esté en el diagrama de fase del sistema asociado a D

enlOIICGS, el punlO
y y

estaré en el diagrama del sistema asociado a A. El cambio de coordenadas indicado, el
cual transforma rectas en rectas, circulos en elipses, etc., preservara las caracteristicas
(cualitativas), como el comportamiento de las trayectorias cuando ¢t — +oo0.

Comencemos por el diagrama de fase asociado al sistema diferencial que define la
matriz D cuando ésta viene dada por (3.15), el cual resultaria ser

La(t) = Aa(t)

Ly(t) = py(t),

teniendo por solucion x(t) = zpe v y(t) = yoe'* donde z¢ y yo son las condiciones
iniciales. Si ambas condiciones iniciales son cero, entonces se ha comenzado en el inico
equilibrio y por la tanto la trayectoria permanece ahi. Si s6lo una de las condiciones
iniciales es cero, entonces la trayectoria (z(t),y(t)), en el plano  —y corresponde a una
linea recta (vertical u horizontal segtin corresponda). Si ambas condiciones iniciales
son distintas de cero, entonces?

513 ) -()

teniéndose los siguientes tres casos:

= Si A < p < 0 entonces, (z(t),y(t)) — (0,0) y la expresion (3.18) representa lo
que se denomina una curva de potencia (la pardbola es una curva de éstas),
la cual es presentada en el grafico (a) de la Figura 3.4. Si A = p, la expresion
(3.18) corresponde a lineas rectas en el plano z — y. Como A < 0 entonces
las trayectorias convergen al origen, siguiendo la recta que pasa por éste y la
condicién inicial;

= Si A > u > 0 entonces, (x(t),y(t)) se aleja del origen y la expresion (3.18)
representa también una curva de potencia. Las curvas que se obtienen son
similares a las del caso anterior, pero cambia el sentido de las trayectorias
como se muestra en el grafico (c) de la Figura 3.4. Si A = p, la expresion
(3.18) corresponde también a lineas rectas, pero en este caso, dado que A > 0
las trayectorias se alejan del origen;

zo Yo
valores estan siempre bien definidas.
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» Sipu <0 < A las curvas que representa las expresion (3.18) son totalmente
diferentes a las de los anteriores casos (ya no son curvas de potencia) obtenién-
dose curvas de tipo hipérbolas. En esta situacion, la trayectoria (z(t), y(t)) se
aleja del origen (pues x%(t) + y?(t) — +o0), comportamiento que se ilustra
en el grafico (b) de la Figura 3.4.

) 4

Y
N -
(a) (b) (c)

FicUurA 3.4. Diagramas de fase asociados a una matriz con valo-
res propios reales. (a) Valores propios reales negativos. (b) Valores
propios reales de signos diferentes. (c) Valores propios reales positi-
VOS.

Ejercicio 3.5. Obtenga las curvas dadas por la expresion (3.18) para los siguientes
valores de Ay u:

= A== =

" A=-2pu=—2

s A=2 =1

s A=1pu=-1

s A=-1/2p=-1

Si la matriz D viene dada por Ry (M) en (3.16), entonces el sistema diferencial
asociado es:
o) = Az(t) +y(t)

Zy(t) = My(t).
La solucion y(t) se obtiene directamente y luego, remplazando en la primera ecuacion
y utilizando las metodologias introducidas en la Seccién 2.1 del Capitulo 2 es posible
obtener x(t). Otra posibilidad para determinar (z(t), y(t)) es, para cada ¢t > 0, calcular
la matriz exponencial de ¢D la cual se denota e!”, procedimiento que se explica en la
monografia [9]. En tal caso, la solucion estara dada por

(30 )="()
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donde xg y 1o son las condiciones iniciales.

Utilizando cualquiera de los dos métodos, se deduce que las soluciones serén
z(t) = moeM + yoter y y(t) = yoet. Si yo = 0 la trayectoria es (roert,0) la cual
corresponde a una linea recta horizontal en el plano x — y (siguiendo el eje z) y el
sentido dependera del signo de A teniéndose que la trayectoria se aleja del origen si
A > 0y converge a éste si A < 0.

Si yo # 0 entonces
x
w(t) = —y(t) + ty(t)
Yo

y dado que y(t) = yoe*, teniéndose

1 Y )
t=—-In{— |,
A (yo
se deduce

Zo Yy Y
3.19 r=—y+=1In ()
(8-19) yoy A Yo

Las curvas que representa la anterior ecuaciéon son como las que se indican en la Figura
3.5 teniéndose que las trayectorias convergen al origen si A < 0 y se alejan de este si
A > 0. Para poder dibujar las curvas asociadas a (3.19) se sugiere graficarlas a partir
de condiciones iniciales g = 0y yo # 0 pues (3.19) resulta ser una ecuacion mas
simple de ilustrar y ademas, estas curvas pasaran (en tiempo positivo o negativo) por
las otras regiones del plano (otras condiciones iniciales) como se muestra en la Figura
3.5.

(a) (0)

Ficura 3.5. Diagramas de fase asociados a una matriz con valo-
res propios iguales, no diagonalizable: (a) Valor propio negativo. (b)
Valor propio positivo.

Ejercicio 3.6. Para condiciones iniciales o = 0 y yo # 0 dibuje las curvas corres-
pondientes a la expresion (3.19) considerando A = —1y A = 1.
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Para culminar el estudio de diagramas de fase asociados a sistemas lineales, ana-
licemos el caso cuando la matriz D viene dada por R.(«,3) en (3.17) situacién que
corresponde si la matriz original A tiene valores propios complejos. En tal caso, el
sistema diferencial asociado a D es:

G(t) = ax(t) + By()
7y(t) = —B(t) + ay(t).
Al definir la variable z(t) = 22(t) + y?(t) se deduce que

domy=2 (x<t>jtx<t> + y(t>jty<t>> = 20(22(t) + 43(1)) = 202(1),

(3.20)

y por lo tanto,
2(t) = Ke*,

donde K = 3 + y2 > 0 es una constante que depende de las condiciones iniciales. Si
a = 0 entonces z = 22 + y? = K lo que corresponde a trayectorias circulares (en el
plano = —y) de centro (0,0) y radio v'K como las que se grafican en (b) de la Figura
3.6. Estas trayectorias seran periddicas pues en el plano x — y son curvas cerradas
lo que indica que, desde un punto del plano, pasado un tiempo 7' > 0, se vuelve al
mismo punto.

Sia # 0, la distancia de la trayectoria (x(t), y(t)), indicada por la raiz cuadrada de
22(t) +y?(t) = z(t) ira creciendo o decreciendo, segiin el signo de . En tal situacion,
las trayectorias corresponden a espirales teniéndose que estas convergen al origen si
a < 0 como se indica en (a) de la Figura 3.6 o se alejan de éste como se muestra en
(c) de la Figura 3.6.

<
<
<

F1GUrA 3.6. Diagramas de fase asociados a una matriz con valores
propios complejos. (a) Valores propios complejos de parte real ne-
gativa. (b) Valores propios complejos de parte real nula. (¢) Valores
propios complejos de parte real positiva.
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La solucion explicita del sistema (3.20) viene dada por
z(t) = e™(xcos(Bt) + yosin(Bt))
y(t) = e (yocos(ft) — xosin(6t))
lo cual es posible verificar derivando con respecto al tiempo ¢. El procedimiento para
obtener la solucién nuevamente pasa por obtener una expresién de la matriz expo-
nencial e'” | proceso descrito en la monografia [9].

Observe que en los tres casos graficados en (a) de las figuras 3.4, 3.5 y 3.6, la
Proposicion 3.4 nos dice que dada cualquier condicion inicial (xg,yo) se tiene que la
solucion converge a (0,0) cuando ¢ — 4o00. Sin embargo, se observa que la conver-
gencia a (0,0) es diferente cuando la matriz tiene valores propios complejos a aquella
donde los valores propios son reales.

Ejercicio 3.7. El objetivo del presente ejercicio es que usted resuelva y obtenga los
diagramas de fase para sistemas diferenciales lineales que vienen definidos por las
siguientes matrices:

3 6
as( 28,

8 1
2an( 51

-1 1
sa-( 1)

Para ello, mediante el calculo de valores y vectores propios de A, descrito en [9],
determine la descomposicion A = CDC~! donde D tiene alguna de las estructuras
indicadas en (3.15), (3.16) 6 (3.17). Luego, resuelva los sistemas diferenciales asociados
a las matrices D y dibuje los diagramas de fase. Para terminar, obtenga las soluciones
de los sistemas asociados a A, lo cual se obtiene multiplicando las soluciones obtenidas
anteriormente por la matriz C e ilustre cualitativamente los diagramas de fase luego
de realizar el cambio de coordenada descrito.

Ejercicio 3.8. Considere la siguiente ecuacion diferencial ordinaria de orden 2 dada
por
2
%z(t) = —z(t).
Para el estado compuesto de dos variables X (t) = (z(t),y(t)) = (2(¢), %z(t)) escriba
el sistema diferencial correspondiente, resolviéndolo y dibujando el diagrama de fase
asociado.

Ejercicio 3.9. Obtenga el diagrama de fase para el modelo de caida libre de un
objeto introducido en la Seccion 2.1 y en el Ejercicio 3.1 (con velocidad inicial). Este
sera un diagrama que representa la relacion entre la posicion del objeto (respecto al
suelo) y su velocidad.
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Ejercicio 3.10. En un modelo lineal, de dimension dos, a tiempo discreto de la forma

(2)-(: ) (5)
Yer1 ) \c d (T

como el de Romeo y Julieta introducido en el Capitulo 1, proceda, de manera similar
a como hemos hecho hasta ahora, para describir las trayectorias (g, yx) en el plano
x — y. Es decir, analice las curvas® en dicho plano, que se obtienen si se supone que
la matriz es de la forma (3.15), (3.16) 6 (3.17). Para ello, deduzca la expresion de las
trayectorias (x, yx) en funcion de las condiciones iniciales y de k, para luego obtener
una expresion de yy en funcion de xy donde no aparezca la variable k (el tiempo). Al

realizar y analizar este procedimiento, observara que en vez de los signos de la parte
real de los valores propios, intervendréan los signos del logaritmo del médulo de estos.

Los diagramas de fase de sistemas lineales, pueden ser utilizados para determinar
cualitativamente los diagramas de fase de sistemas no lineales en una region cercana
de un punto de equilibrio. Observe que en las figuras asociadas a sistemas lineales
como, a continuacién, no lineales, es posible apreciar lo estipulado por el Teorema 3.6
(de Poincaré-Bendixson), es decir, que las soluciones no son acotadas o convergen a
un equilibrio o a un ciclo limite.

Para establecer diagramas de fase de sistemas no lineales, nos interesaran sistemas
auténomos de la forma

() = fi(z(t),y(t)
#y(t) = fa(a(t),y(1))

cuyas soluciones estén en una region R del plano x — y y en la cual las funciones
f1y fa seran continuamente diferenciables (de clase C!). Para toda condicién inicial
Xo = (x0,¥0), en particular para una que pertenece a la region R, el Teorema 3.2
nos asegura que existe una Tnica solucién que comienza en Xy. Para dibujar las
trayectorias en el plano x — y la idea es obtener una parametrizacion de la solucion
y en funcion de la solucién z. Suponga que esto se tiene, es decir, existe una funcion
y: R — Rtal que X (t) = (z(t), y(x(t))) es una solucion del sistema (3.21). Derivando
con respecto a t la funcion y(z(t)) y aplicando la regla de la cadena se tiene que

%y(x(t)) _ (jtx(t)> ((Z:y(x(t))) :

Como (z(t),y(x(t)) es una solucion del sistema (3.21) se tiene por otro lado
Falelt).9(0) = lel0).5(0) ( Fotal0).

y por lo tanto, si fi(x,y) # 0 para (z,y) € R, region en la cual asumiremos esta
la solucion (z(t), y(t)), se deduce asi que la funcién y : R — R debe satisfacer la

(3.21)

3En realidad no seran curvas las que describen las trayectorias, si no que secuencias de puntos
en el plano como se muestra en la segunda columna de la Figura 1.12.
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siguiente ecuacion diferencial

Por cierto, resolver la ecuacion diferencial (3.22) en ocasiones puede resultar una
tarea dificil. Sin embargo, uno puede dibujar cualitativamente el diagrama de fase de
un sistema diferencial sin resolver dicha ecuacién diferencial.

Consideremos el mismo sistema diferencial autéonomo de dimensién dos no lineal

Gx(t) = fulz(t),y(t))
Zy(t) = fa2(2(1), (1))
X(0) = (2(0),y(0)) = (0, %0) = Xo,

y sea X* = (z*,y*) un equilibrio. La matriz Jacobiana de la funcion f = (fi, f2) en
el equilibrio X* estara dada por

Sh(x) Gx)
DIXT={ )
X G
El Teorema 3.5 nos dice que si la parte real de los valores propios de la matriz D f(X*)
es negativa y la condicion inicial X = (xo,y0) estd suficientemente cerca de X* =
(z*,y*), entonces, la soluciéon asociada converge a X* cuando t — +o0.

Aunque el sistema diferencial no es lineal, es posible dibujar un diagrama de fase
asociado entorno al equilibrio X™*. En el sistema lineal se tenia que el equilibrio estaba
dado por (0,0). En este caso dibujaremos las trayectorias alrededor? del equilibrio
X* = (z*,y*). Asi, los diagramas de fase asociados a un sistema no lineal, nos daran
una idea de como se comportan las soluciones cuando la condicién inicial esta cerca
del equilibrio. De esta forma, si los dos valores propios de la matriz D f(X™*) son reales,
los diagramas de fase alrededor del equilibrio X* se muestran en la Figura 3.7. Las
rectas dibujadas en lineas punteadas corresponden a los espacios propios de la matriz
Jacobiana, con origen en el equilibrio.

Si los valores propios son complejos con parte real no nula, los diagramas de fase
asociados se representan en (a) y (c) de la Figura 3.8

Por tltimo, si los valores propios de la matriz Jacobiana son complejos con parte
real nula, el diagrama de fase asociado se muestra en (b) de la Figura 3.8.

Cuando se tiene un sistema diferencial de dimensién dos, es importante poder
determinar los diagramas de fase, lo cual involucraré:

4En el sistema coordenado definido por los espacios propios de la matriz Jacobiana evaluada en
el equilbrio y cuyo centro es éste.

116



PEDRO GAJARDO

) Y

N ’
\ 7
\ p
/
/ \
\
\
y \
’

LT

y
(a) (0) (¢)

FiauraA 3.7. Diagramas de fase asociados a sistemas no lineales de
valores propios reales. (a) Valores propios reales negativos. (b) Va-
lores propios reales de signos diferentes. (¢) Valores propios reales
positivos.

v @ g

(a) (0) (¢)

Figura 3.8. Diagramas de fase asociados a sistemas no lineales de
valores propios complejos. (a) Valores propios complejos de parte real
negativa. (b) Valores propios complejos de parte real nula. (c) Valores
propios complejos de parte real positiva.

= Determinar los equilibrios X* = (z*,3*). Dicho de otra manera, resolver el
sistema de ecuaciones

f1($7y) =0
fz(x,y) = 0

= Para cada vector X* = (2*,y*) que satisface el sistema anterior, calcular la
matriz Jacobiana D f(X™*);
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s Para cada equilibrio X* = (z*,y*) calcular los valores propios de la matriz
Jacobiana D f(X™*).

Una vez hecho esto tendremos una importante informacién cualitativa para poder
formarse una idea de como se comportan las soluciones alrededor de cada equilibrio (si
hay méas de uno) X* = (z*,y*), pudiendo, eventualmente, determinar la convergencia
a él, o a un ciclo periédico o definitivamente su no acotamiento, como lo indica el
Teorema de Poincaré-Bendixon.

Detalles sobre el célculo de valores y vectores propios, cambio de sistemas de
coordenadas y calculo de matrices exponenciales, materias que son de extrema utilidad
para la obtencion de diagramas de fase, se encuentran como ya hemos mencionado,
en la monografia Algebra lineal [9] de esta misma coleccion.

Volvamos al modelo de Lotka-Volterra dado por el sistema diferencial no lineal

Ly(t) = —any(t) + Bz (t)y(t).

donde z(t) indica la poblacion de presas e y(t) la de predadores. Realicemos el pro-
cedimiento para poder determinar el diagrama de fase en torno al tnico equilibrio
positivo, el que vimos era

(3.24) (z*,y") = (2‘;2‘1) .

La matriz Jacobiana de la funciéon f que define el sistema, evaluada en el equilibrio
positivo (z*,y*), estara dada por

(3.23)

2] el * K * *
Gt y) Gty o — Py —prx
Df(a",y") = =
afz( Ly ) %];f(x*’y*) Boy* —ag + Box*
Reemplazando (z*,y*) por la expresion (3.24) se obtiene
7/3102
- 0 B2
Df(a*,y") = ,
201
5 0
Si Ay p son los dos valores propios de la matriz Jacobiana D f(z*,y*) entonces,
A+ = 0 (suma de los elementos de la diagonal)
A = ajag > 0 (determinante de la matriz).
La solucién del sistema anterior seran los nimeros complejos A = ./041052 Vv ou =
—iy/aioe donde i representa el numero imaginario dado por la ecuacion 2 = —1.

De esta forma, el diagrama de fase asociado al equilibrio positivo (3.24) sera cua-
litativamente, como se muestra en la Figura 3.8 parte (b). Esto nos indica que al
comenzar proximos al equilibrio, se tendran soluciones periodicas, pues el diagrama
de fase asociado a condiciones iniciales en una cercania de éste son curvas cerradas.
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Demostremos que el anterior comportamiento no sélo sucede comenzando pro-
ximos al equilibrio. Para ello determinemos la ecuaciéon de la curva que represen-
tara el diagrama de fase, asociado al modelo (3.23), y para simplificar asumamos
a1 = ag = 1 = P2 = 1, con lo cual se obtiene el sistema,

La(t) = x(t) — z(t)y(t)

Ly(t) = —y(t) + =(t)y(t),

resultando ser (1,1) el tnico equilibrio positivo. Si consideramos y como funcion de
x tendremos que la derivada de y respecto a x satisface (la expresion general es dada
por (3.22))

(3.25)

d (z-1) y

(3.26) %y(m) = e

La anterior ecuacién es posible de resolver utilizando las metodologias introdu-
cidas en la Secciéon 2.1 del Capitulo 2. De manera no tan rigurosa (pero que no es
incorrecto proceder) como la expuesta en la citada seccion, a partir de la ecuacion
(3.26), es posible realizar

(o (2o [ G -2

concluyendo
ln(y> —(y — o) :x—xo—ln(x)
Yo Lo

lo cual es equivalente a

xT

(3.27) ye v = K<,
X

donde K es una constante que depende de las condiciones iniciales. Para mostrar que
la curva definida por (3.27) es cerrada, lo que implicaria que las soluciones del sistema
(3.25) son periddicas, definamos las funciones F(y) =ye ¥y G(z) = K%

La funcién F' es positiva, se anula en y = 0 y tiende a cero cuando y — +00. Su
derivada se anula solamente en y = 1 alcanzédndose en este punto su valor maximo. La
funcién G es positiva y tiende a +0o cuando z tiende a cero o a +00. Su derivada se
anula sélo en el punto x = 1 alcanzandose ahi su punto minimo. Los comportamientos
de las funciones F' y G se grafican en la Figura 3.9. Dado que los puntos (z,y) que
estan en la curva satisfacen F(y) = G(z) (de la ecuacion (3.27)) se tiene que el
rango de valores de la igualdad (3.27) debe estar entre el valor maximo de F y el
valor minimo de G. Ademas, para un determinado x tal que G(x) sea menor al valor
méaximo de F' se tiene que existen s6lo dos valores posibles de y que satisfagan la
ecuacion (3.27) como se muestra en la Figura 3.9. De igual manera, para y tal que
F(y) es menor al valor minimo de G se tiene que existen solo dos valores posibles de
que satisfacen la ecuacion (3.27) como se muestra en la Figura 3.9. Observe también
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que G y F toman sus valores méximos y minimos en z = 1 y y = 1 respectivamente,
valores que representan las coordenadas del tinico equilibrio positivo.

Fy A Gw 4
F(l) ‘ F(l)
Gu) Gy
0 1 Y 0 1 T

(a) (0)

FIGURA 3.9. Graficas de las figuras F' y G de la ecuacion (3.27). (a)
Gréfica de F(y). (b) Grafica de G(z)

De esta forma, podemos deducir que la expresion (3.27) corresponde a una curva
cerrada (pues para cada valor de x solo hay dos valores de y que satisfacen (3.27)
y viceversa) y por lo tanto, para cada condicién inicial g > 0 e yo > 0 (presencia
de presas y predadores), la curva que representa la trayectoria en el plano z — y
corresponde a una curva como las que se muestran en la Figura 3.10, lo cual quiere
decir que existira T > 0 tal que la solucién del sistema diferencial

da(t) = ara(t) — fra(t)y(t)
dy(t) = —azy(t) + Pox(t)y(t)

(3.28)
x(0) = g

y(0) = yo

satisface z(t +T) = z(t) e y(t + T') = y(t) para todo instante de tiempo t > 0.
El comportamiento periédico (en funcion de t) se representa en la Figura 3.1 de la
seccion introductoria.

Diversas variaciones son posibles de hacer a partir de este primer modelo de
interaccion presa-predador. El crecimiento exponencial de la poblacién de presas en
ausencia de predador o el decreciemiento exponencial de la poblacién de predadores en
ausencia de presas, es un hecho que el lector puede modificar siguiendo pasos similares
a los del Capitulo 2 asumiendo, por ejemplo, que en ausencia de predadores, la presa
crece siguiendo un modelo logistico.
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F1GUurA 3.10. Diagrama de fase para el modelo de Lotka-Volterra.

Ejercicio 3.11. Para el modelo de Lotka-Volterra (3.28), sin asumir a3 = ay = 1 =
B2 = 1, pruebe que el diagrama de fase corresponde a curvas cerradas.

Ejercicio 3.12. En el modelo de Lotka-Volterra (3.28) se define el nivel medio de
presas como

M(z) = %/0 x(t)dt,

y de manera andaloga se define el nivel medio de predadores, donde T" > 0 es el periodo
de las soluciones. Calcule el nivel medio de presas y predadores.
Indicacién: Obtener z(t) en funcion de

s ) = 2 (n(u()

y luego integre con respecto al tiempo.

En las secciones siguientes, aplicaremos los contenidos vistos para sistemas de
ecuaciones diferenciales a dos ejemplos, donde se comenzaré con una deduccién simple
de los modelos.

3.4 Competencia por un mismo recurso

Analicemos la evoluciéon de una especie bacteriana en un estanque lleno de agua.
Este contiene un tnico sustrato que sera digerido por la bacteria. Llamaremos z(t) a
la concentracion (medido en una unidad apropiada) de bacterias que se encuentran
en la solucién liquida al interior del estanque en el instante ¢ y notaremos s(t) a la
concentracion de alimento (el sustrato), en el mismo estanque. El estanque en el fondo
tendra un agitador el que nos permitird suponer que la concentraciéon de bacterias y
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sustrato es la misma en cualquier parte de ¢l (las concentraciones son homogéneas).
Asumamos que:

A1l Una molécula de alimento (de sustrato), si se encuentra con una bacteria,
serd transformada en otra bacteria y la cantidad de encuentros bacteria-nutriente es
proporcional al producto de ambas concentraciones.

Esta hipoétesis nos da las relaciones siguientes para intervalos de tiempo pequenos
At:

z(t+At) ~ x(t) + Atps(t)z(t)
s(t+At) =~ s(t) — Atus(t)z(¢),

las que, luego de dividir por At, y hacer tender At a cero, se traducen en

(3.29) %x(t) = ps(t)z(t)
(3.30) %s(t) = —us(t)x(t).

Es directo observar que %x(t) + 4s(t) = 0, por lo tanto, z(t) + s(t) es constante e

igual a la suma de las condiciones iniciales
x(t) + s(t) = z(0) + s(0).
Despejando s(t) en funcion de x(t) y reemplazando en la expresion (3.29) obtenemos

d z(t

%x(t) = z(t) ((0) + s(0) — z(¢t)) = (x(0) + s(0))xz(t) (1 - x(O)g—)S(O)) )

De esta forma, obteniendo z(t) se obtiene s(¢). Por otro lado, se observa que x(t)
evoluciona segtun el modelo logistico visto en el Capitulo 2. Esta deducciéon, asi como
la de otros modelos relativos a dinamica de poblaciones, se encuentran en [16].

El modelo anterior esté inspirado de la quimica y no en la biologia. Es criticable
va que estipula que la tasa de transformacion de alimento en bacterias, es proporcional
a la concentracion del sustrato. Esto es imposible ya que la tasa de transformacion
de sustrato en bacteria, es claramente una funciéon de la concentracién de sustrato
disponible (de s) acotada superiormente ya que los organismos tienen forzosamente
una capacidad limite de absorber el alimento. Supongamos que la tasa de crecimiento
u(s) para las bacterias esta dada por

(3.31) ()

s+k’

donde fiynq. ¥ k son constantes (parametros) positivas. Esta funcion (cuya gréfica esta
representada por la Figura 3.11) es estrictamente creciente y acotada superiormente,
de hecho u(s) = fmaz cuando s — 4o0.

La tasa de crecimiento para las bacterias considerada anteriormente era p(s) = us
la cual es creciente pero no acotada.
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FIGURA 3.11. Gréfica de la funcion u(s) de tipo Monod.

La funcién (3.31), en este contexto, es llamada Monod en honor al biélogo francés
Jacques-Lucien Monod (1910-1976) quien descubri6é experimentalmente que la bacte-
ria Escherichia coli posee un mecanismo de regulacién en la absorcién de alimento.
Este concepto es observado en la regulacion celular de todos los organismos vivien-
tes, aunque para algunos puede ser mas complicado que la funcion descrita en (3.31).
Jacques-Lucien Monod recibié el Premio Nobel de Medicina y Fisiologia el ano 1965.

La funcion Monod es actualmente utilizada por ingenieros bioquimicos en sus
investigaciones teoricas y experimentales. Una area de aplicacion es aquella en que
el sustrato es un contaminante y la bacteria en cuestion se encarga de limpiar el
agua contaminada. Este procedimiento de descontaminacion de aguas, es utilizado en
numerosos procesos industriales para el tratamiento de desechos e incluso para el tra-
tamiento de aguas servidas en grandes ciudades. Hoy en dia, el estudio de los modelos
mateméaticos que intervienen en estos procesos es un campo en plena actividad.

La medicion de los parametros que intervienen en la funcién Monod (3.31) es
posible medirlos en laboratorio. Una instalacién muy préctica para éste y otros pro-
positos es el quimiostato, esquematizado en la Figura 3.12, introducido por Monod en
los afios 50. Este consiste en llenar un estanque con un flujo (volumen por unidad de
tiempo) constante de agua con sustrato y extraer agua del estanque a la misma tasa
(mismo flujo). De esta forma, el volumen de la solucién al interior del estanque (del
quimiostato) permanece constante.

El agua que esta siendo ingresada contiene una concentracion s;, (constante) de
sustrato. Si el flujo (constante) con el cual ingresa y se extrae agua es @ > 0y el
volumen (constante) del estanque es V' > 0, la masa total de bacterias es V().
El agua que esta ingresando al estanque no posee bacterias y el agua que sale en el
instante ¢ del estanque pose una concentracion z(t) de microorganismos. Por el solo
hecho de llenar con agua libre de bacterias y vaciar el estanque, ambos con flujo @,
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FIiGURA 3.12. Esquema de un quimioestato.

se tiene que la diferencia de masa de bacterias, en un intervalo de tiempo [t,t + At]
para At pequeno, puede aproximarse como

V(z(t+ At) — z(t)) = —AtQx(t).

Por otro lado, estamos considerando que la tasa de crecimiento de las bacterias en
el instante ¢ es u(s(t)) lo que nos permite asumir que la concentracion de bacteria,
debido al proceso de alimentacién, aumenta (u es una funciéon positiva) de la forma

z(t + At) = z(t) + Atp(s(t))z(t).
Agregando ambos procesos (diluciéon y crecimiento), se obtiene
z(t + At) = (t) + At(u(s(t)) — D)x(t),

donde D = Q/V es la tasa de dilucion a la que se diluyen bacteria y sustrato.

Dado que asumimos la tasa de crecimiento per capita de las bacterias en el instante
t igual a p(s(t)) y que las moléculas de alimento son transformadas proporcionalmen-
te en bacterias en una proporcién igual, se tiene que la concentraciéon de sustrato
disminuye (es degradado) de la siguiente manera

s(t+ At) == s(t) — Atu(s(t))x(t).

Por otro lado, la masa de sustrato que ingresa en un intervalo de tiempo At es AtQs;,
y puesto que en el instante ¢ la concentracion de sustrato es s(t)7 se tiene que la masa
de sustrato que sale del estanque en el intervalo [¢,t + At], para At pequeno, puede
aproximarse por AtQ@s(t) lo que implica una variacion en la masa de sustrato por
efecto de llenado-vaciado

V(s(t + At) — s(t)) = AtQ(sin — s(t)),
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lo que, sumado al efecto de degradacion, conlleva a
s(t + At) = s(t) — Atu(s(t))x(t) + AtD(sin — s(t)).

Las anteriores relaciones aproximadas dan origen al sistema diferencial

%x(t) = (u(s(t)) — D)x(t)
%s(t) = —u(s(t))x(t) + D(sin — s(t)).

La funcion que describe este sistema es

F(.5) = (fula,5), fola.s)) = ((u(s) = D), —u(s)z + D(sin — s)).

Para calcular los equilibrios del sistema diferencial debemos resolver el siguiente sis-
tema de ecuaciones

((s) - D)x = 0
—p(s)z + D(sin—s) =

Observe que un equilibrio estara dado por (z*, s*) = (0, s;,). Este estado se interpreta
como aquél en que el estanque se quedo sin bacterias y, por lo tanto, la concentracion
de nutriente al interior de él es igual al de la solucién que ingresa. Asi, la solucion
que se extrae del estanque tendra una concentraciéon s;, de sustrato. Esto no es en
absoluto deseable ya que implicara que el biorreactor (estanque) no est4 cumpliendo
su proposito, que es disminuir la concentraciéon del sustrato.

Si lo que se desea es encontrar un equilibrio positivo para las bacterias (z* > 0),
entonces se tendra que el nivel de equilibrio para el sustrato s* satisface u(s*) = D
y, por lo tanto, z* = s;, — s*. Observe que una condicién suficiente para tener un
equilibrio positivo (z* > 0) es:

1(s*) =D < p(sin),

como se senala en la Figura 3.13.

Esta condicion nos dice que la tasa de dilucion (flujo/volumen) debe ser menor a
la proporcion en que se reproducen la bacterias en presencia de la concentraciéon s;,
del nutriente que se esta agregando al estanque. Si el agua con nutriente que estamos
agregando es agua contaminada, entonces podemos asumir que la concentracion s;,
de nutriente (contaminante) es alta, por lo que la relacion anterior se cumple.

Por otro lado, la matriz Jacobiana de la funcién f que define el sistema, evaluada
en el equilibrio positivo (z*, s*), estara dada por

%(l’*,s*) %($*75*) M(S*)—D /LI<S*>$*
Df(z*,s%) = ) ) = /
82 (v, s%) Y2(a%,s7) —pu(s*)  —p/(s")z* =D



Utilizando p(s*) = D, se obtiene
0 w(s*)z*
Df(z*,s") =
-D —u/(s*)z*—D

En una matriz de dimensiéon 2 x 2 la suma de los elementos de la diagonal representa
la suma de los dos valores propios y el determinante de la matriz representa la mul-
tiplicaciéon de los valores propios. Dicho esto, observamos que si A\; y Az son los dos
valores propios de la matriz Jacobiana D f(x*, s*), entonces

M+ = —p(s)2*—D<0
Ao = Dp/(s%)z* > 0.

Las desigualdades anteriores son gracias al hecho que la funcion Monod (3.31) satisface
1'(s) > 0 para todo s > 0. De hecho, esta propiedad la cumple toda funcion u(s)
estrictamente creciente. Deducimos, por lo tanto, que A1 y A2 son dos valores propios
reales negativos.

El Teorema 3.5 nos permite concluir que para cualquier condicion inicial (xg, o)
suficientemente cerca de (z*,s*) se tendra que las soluciones z(t) y s(t), a partir de
la condicion inicial, cumpliran x(t) — z* y s(t) — s* cuando t — +oo.

Es posible demostrar en realidad que (z*, s*) es un equilibrio globalmente estable,
es decir, para toda condicion inicial positiva zo > 0y sg €]0, $;»[, la tnica solucion
del sistema diferencial

a5(t) = —p(s(t)z(t) + D(sin — 5(1))
z(0) = xo
5(0) = sp,

satisface z(t) — z* y s(t) — s*.

Ejercicio 3.13. Muestre, utilizando la Proposicion 3.3 y observando su demostracion,
que para una condicion inicial (zg, sg) tal que zg > 0y so €]0, S| se tiene que la
trayectoria (x(t), s(t)) satistace z(¢) > 0y s(t) €]0, si»[ para todo tiempo ¢ > 0.

Ejercicio 3.14. Demuestre que la suma de las concentraciones de microorganismo y
substrato expresada por x(t) 4+ s(t) converge a s;,, cuando t — +oc.

Indicacién: Defina la variable z(t) = z(¢) 4+ s(t) — sin ¥ obtenga la expresion de
z(t) mediante el calculo 4 2(t) en funcién de z(t), lo cual le implicara resolver una
ecuacion diferencial en una dimension.

Si lo que se esta modelando es la descontaminacion de aguas a través de bacterias,
nosotros vamos a querer que, pasado un tiempo, la concentracion de sustrato al interior
del estanque y, por lo tanto, de aquella solucién que estamos extrayendo, sea pequena.
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De esta forma, si de alguna manera podemos hacer que s* sea pequenio, estaremos
logrando nuestro objetivo.
Dado que

decir que s* sea pequeno implica imponer que D sea pequeno, pues la funcion u es
estrictamente creciente (ver Figura 3.13). La constante D > 0 representa la tasa de
dilucion a la cual es llenado el estanque, esto es, flujo entrante (medido en cantidad
de litros por unidad de tiempo) dividido por el volumen de agua que hay al interior
del estanque. Si suponemos el flujo entrante y saliente fijo (e.g. determinado por el
aparato encargado de bombear el agua) y queremos que D sea pequefio, lo que se debe
tener es un estanque de gran volumen. De esta forma D disminuye y, por consiguiente,
el nivel de equilibrio del sustrato (del contaminante) s* serd menor. Asi, en estanques
mas grandes tendremos un nivel de equilibrio s* méas pequeno y, por lo tanto, el agua
que extraigamos tendrd una concentraciéon menor de contaminantes como se indica
en la Figura 3.13. En la planta de tratamiento de aguas servidas La Farfana, ubicada
en Santiago, se puede apreciar que hay inmensos biorreactores para estos propositos.

A
M(sin)
<Q M(sy)
V2
Q
Vi
0 s s Sin s

F1GUrA 3.13. Equilibrios s y s3 correspondientes a dos volimenes
Vi> Vs

Si en el estanque estamos en presencia de una segunda bacteria y denominamos
por z1(t) a la primera y x2(t) a la segunda, haciendo supuestos similares, al caso en
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que habia so6lo una especie, podemos obtener el sistema diferencial de dimension tres

%xl(t) = (ua(s(t)) — D) (1)

d

Dast) = (ua(st) ~ Dyalt)

Dat) = —mlsO)m(®) — pals(®)aalt) + Dlsw — 5(0)).

donde p1 y pe son funciones Monod, como la descrita en (3.31), asociadas a cada
bacteria. De esta forma, la funcién que describe nuestro sistema diferencial es

f(@1,22,8) = ((11(s) — D)z, (p2(s) — D)z, —pa(s)zr — pa(s)zz + D(sin — 5)).
Para encontrar los estados de equilibrio debemos resolver el sistema
(p1(s) = D)ay =

(p2(s) = D)as =
—pa(s)ar — pa(s)z2 + D(sin —5) =

o o o

Observamos que el estado (z7, x5, s*) = (0,0, s;,,) es una solucion del sistema anterior
y, por lo tanto, un equilibrio del sistema diferencial. Al igual que cuando estdbamos
en presencia de una sola especie bacteriana, este equilibrio representa la situacién en
que el estanque se quedo sin bacterias y la concentracion de nutriente (contaminante)
al interior es igual a la que se esté ingresando. Como mencionamos en el caso donde
interviene una sola especie bacteriana, esta situaciéon en los procesos de desconta-
minacién no es la ideal, ya que el agua que sale tendra la misma concentraciéon de
contaminante a la entrante.

Del sistema de ecuaciones escrito méas arriba se deduce que si existe un estado de
equilibrio (a7, 23, s*) tal que 2] > 0 y x5 > 0, entonces

pi(s™) = D = pa(s").

La situacion anterior es muy particular, pues nos dice que la tasa de dilucion D debe
encontrarse justo en la interseccion (si es que la hubiese) entre las curvas de p; y po
(ver Figura 3.14).

Imponer esto no parece razonable. En otras palabras, pedir que un equilibrio
(x7,x%,s*) satisfaga =7 > 0 y 23 > 0 es equivalente a que el subsistema de dos
ecuaciones y una incognita

pi(s) = D
pa(s) = D
tenga soluciéon. En general, sabemos que esto no se satisface.
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FIGURA 3.14. Equilibrio D = Q/V = p;(s*) en presencia de dos especies.

Volviendo a nuestro sistema de ecuaciones

(11(s) — D)
(n2(s) — D)x2
—p1(8)xy — pa(s)xe + D(sin —s) = 0,

si imponemos que dado un equilibrio (z7, x5, s*) sélo una de las dos concentraciones
de bacteria sea positiva, por ejemplo z7 > 0, se tendré que

*

pi1(s*)y =D, x5 =0, ] = s;p — ™.

Si se impone que x4 sea positivo se tiene la otra solucion

*

* * *
pa(s*) =D, a7 =0, x5 = sip — ™.

Asi, hemos establecido tres equilibrios posibles, ya que aquél en que las concentra-
ciones de ambas bacterias son positivas lo hemos descartado. El equilibrio (0,0, s;,,)
no es uno deseable para nuestros propositos. De esta forma, los dos tinicos equilibrios
interesantes son en el que una de las dos bacterias se extingue por completo al interior
del estanque. Se puede demostrar que uno de estos dos equilibrios (supongamos aquél
que x} > 0) es globalmente estable, esto quiere decir que, dada cualquier condicion
inicial positiva (z3, 23, s0) con z§ > 0, 22 > 0y s¢ €]0, 4], se tiene que la solucion
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del sistema diferencial
L1 (t) = (pa(s(t)) — D)aa (t)

gr2(t) = (u2(s(t) — D)a(t)
35 = —p(s(t)21(t) — pa(s(t))a2(t) + D(sin — s(t))

21(0) = x}
72(0) = 23
5(0) = so,

satisface x1(t) — 3, x2(t) = 0y s(t) — s* cuando t — 4o0.

Lo anterior se conoce como el Principio de exclusion competitiva, el cual dice
que en un sistema biolégico donde hay més de una especie (en nuestro caso 1 y 2)
compitiendo por un mismo alimento (en nuestro caso s), en el estado de equilibrio,
solo una de las dos especies sobrevive. Dicho de otra forma, una de las dos especies
excluye a la otra en el ecosistema donde compiten por el mismo recurso. Este compor-
tamiento es un fenémeno que es posible apreciar en variados experimentos realizados
en laboratorio. Sin embargo, también es posible observar, en determinados casos, que
en sistemas en equilibrio existe la coexistencia entre las especies (z] > 0y a3 > 0).
El modelo presentado anteriormente no sera, entonces, una representacion valida de
aquellas situaciones donde sf se observa coexistencia. La explicacion de la coexistencia
de especies a través de modelos matematicos es un campo de investigacion vigente en
la actualidad.

Ejercicio 3.15. Anteriormente se dedujo que en presencia de dos especies s6lo una
de las dos sobrevive en el equilibrio, lo cual se conoce como el Principio de Exclusién
Competitiva. Asuma que las funciones de cada especie son Monod, dadas por
_ Hmaz,18 _ Hmaz,25
p(s) = W y pa(s) = m,
donde fimaz.1; Hmaz,2, k1 ¥ k2 son constantes (parametros) positivas. Si s1 y s2 son
los niveles de sustrato tal que

pi(s1) = D = pa(s2),

muestre que la primera especie sobrevive en el equilibrio (2} > 0) si, y solamente si,
s1 < s2. En tal caso, se tendrda que la concentraciéon en el equilibrio s* es s; y la
concentracion de la segunda bacteria 3 es cero.

Indicacioén: Para la configuracién de parametros descrita, muestre que si s1 < sg
y el equilibrio s* es sq, entonces zj = 0. Sin embargo, cuando s(t) esté suficientemente
cerca de s* = so se tendra
d
—x1(t) >0
Saa(t) >0,
contradiciendo el hecho que z1(t) — z7 = 0.
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3.5 Dinamica de un péndulo simple

En esta ultima seccion trataremos un ejemplo proveniente de la fisica, el cual consiste
en la dinamica de un péndulo simple. Este es uno de los sistemas oscilantes mas
sencillos. Se basa en que una particula de masa m, esta suspendida desde un punto
O por una cuerda que no se extiende de longitud L, y masa despreciable (ver Figura
3.15), produciéndose una oscilaciéon en un plano. Cuando nos referimos a oscilaciones
estamos hablando de dindmicas que son periodicas, propiedad que demostraremos en
el caso del péndulo simple.

Las propiedades oscilatorias del péndulo fueron descubiertas empiricamente por
Galileo Galilei a fines del siglo XVI. Seguin se cuenta, Galileo observé como las corrien-
tes de aire en la catedral de Pisa hacfan oscilar los enormes candelabros que estaban
colgados. La amplitud de las oscilaciones era distinta y, sin embargo, a Galileo le pare-
ci6 que el periodo era el mismo. Inmediatamente se puso a medirlo utilizando su ritmo
cardiaco como reloj y al ver que estaba en lo cierto, decidi6 realizar un experimento
riguroso concluyendo que:

= Los péndulos casi alcanzan la altura inicial desde la que fueron dejados caer.

= Todos los péndulos eventualmente se detienen.

= El periodo del péndulo es independiente de la masa que oscila.

= El periodo del péndulo es independiente de la amplitud de oscilacion.

s Al alargar la longitud del péndulo (de la cuerda que lo sostiene) el periodo
crece, no teniéndose una relacion proporcional al largo, si no que proporcional
a la raiz del largo.

Para describir el movimiento del péndulo y ver si mateméticamente podemos
verificar las conclusiones que obtuvo Galileo, descompondremos la fuerza gravitacional
que acttia sobre él, en su componente tangencial y radial al movimiento de éste (ver
Figura 3.15). El modulo de esta fuerza es mg donde g es la aceleracion gravitacional®
y su direccion es vertical hacia la superficie de la tierra (flecha vertical en la Figura
3.15).

La aceleracion lineal a lo largo de la direccion tangencial al movimiento (curva
punteada en la Figura 3.15) puede describirse por los cambios que experimenta el
angulo 6. El movimiento no tendra velocidad en la direcciéon normal o radial debi-
do a que la fuerza radial que ejerce la cuerda sobre el cuerpo, denominada tension
(denotada por T en la Figura 3.15), se anula con la componente normal de la fuerza
gravitacional (de modulo mgcos ). De esta forma, la distancia del objeto al punto
O permanece constante e igual a L y la tnica componente de velocidad que tendréa el
péndulo es la tangencial cuyo modulo ira variando. Cuando el péndulo se desplaza un
angulo 0 (medido en radianes) el movimiento de este recorre un arco de circunferencia
de longitud d = L#. La cantidad d(t) indica la posicién del péndulo en el instante ¢
en el arco de circunferencia. La expresion de la aceleracion tangencial (que notaremos
a) en funciéon de la aceleraciéon angular se obtiene al derivar dos veces, con respecto

5El valor de la aceleracién gravitacional en la superficie de la tierra es de g = 9,81 m/s.
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F1aurA 3.15. Descomposicion de la fuerza gravitacional que actia
sobre un péndulo simple.

al tiempo, la expresion d = L0

d? d?
=3 d(t) = Ldt20(t).

Por otro lado, dado que la tensiéon de la cuerda actua sélo radialmente, y se anula
con la componente normal de la fuerza gravitacional, se tiene que la tnica fuerza
ejercida a considerar sobre el péndulo, es la que esté en sentido tangencial, la cual es
la componente tangencial de la fuerza gravitacional, cuyo médulo, en un angulo 6, es
mg sin f. La segunda ley de Newton nos dice que la fuerza que acttia tangencialmente
(que notaremos F') debe ser igual a la masa por la aceleracion tangencial (que notamos

a), es decir,
F =ma=—-mgsinf = a= —gsin6.

El signo menos corresponde al hecho de que el angulo 6 (medido con respecto a la
vertical: positivo hacia un lado y negativo hacia el otro) y la aceleracion tangencial a
tienen direcciones opuestas. Esto se puede asimilar si se piensa que cuando el péndulo
se mueve hacia un extremo, aumentando el moédulo del dngulo 6 con respecto a la
vertical, uno esperaria que su aceleraciéon tangencial tenga sentido contrario.
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Lo anterior da origen a la siguiente ecuacion diferencial

d? g\ .

Si las variables de estado a describir son (2(t),y(t)) = (6(t), £6(t)) se tiene que la
anterior ecuacion, se escribe de manera equivalente como el sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden

La(t) = y(t)
%y(t) = - (%) sin z(t).

Es directo verificar que (0,0) es un equilibrio, el cual representa al péndulo en la ver-
tical con velocidad angular nula. Si el péndulo en un inicio fue soltado (con velocidad
nula) en un angulo y €]0, /2] se podria probar que el angulo 0(t) = x(t) permanece
por siempre en | —7/2, /2] y, por lo tanto, el (0,0) sera el anico equilibrio del sistema
(3.32).

La matriz Jacobiana en el equilibrio (0,0) sera

(-t o)

la cual posee dos valores propios complejos de parte real nula, indicAindonos un com-
portamiento periédico en torno al equilibrio, que es precisamente lo que se observa
cuando uno realiza la experiencia.

La ecuacion que describira el diagrama de fase (ecuacion diferencial que satisface
y en funcion de x. Ver (3.22)) es

<y
dmy

(3.32)

x)=— sin z,

9
y(a)L
en la region donde y (la velocidad) no se anula. Resolviendo la anterior ecuacion, con la
metodologia introducida en el Capitulo 2, para la condicién inicial y(zg) = y(fy) =0
(la cual representa haber soltado el péndulo en un angulo 6y con velocidad nula), se
tiene que

y(z) = \/2 (%) (cosx — cosfp).

Asumamos ahora que el péndulo se solt6 en un angulo 6y muy pequenio (cercano
a cero) y por lo tanto describe angulos 6 pequetios en los cuales se puede realizar
la aproximacion (de primer orden) sinf ~ 6. En esta situacion, el sistema (3.32) se
escribe

La(t) =y(t)

(3.33)
Zut) =—(4) x(t).
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el cual es lineal. Si la primera ecuacion se multiplica por (%) z(t) v la segunda por

y(t), al sumar ambas se obtiene
d (22(t)\ _ d (y*()
)dt( > )+chf< ;) =0

P-4
]

(t)) = (0(t), £6(t)), se traduce en

Il
N
i<

(£ att) Satt) + y(0) o)

Esto implica

)2

ecuacion que al remplazar por (z(t),

(00) = (£) 6 -0,

cuya solucién® para la condicion inicial 6(0) = 6y, es

0(t) = 6y cos <t i) .

Observe que el periodo de la solucién serd T = 27‘('\/% y asi, para el caso de un

N S~
I

—~

lBS

~—

8

(V)

| =

[e=)

SN—
4
NS

péndulo simple con dngulos de oscilacién pequenos, algunas de las observaciones que
hiciera Galileo (las tres ultimas senaladas al comienzo de esta seccion) matemética-
mente se verifican a través de este modelo. La gracia que tuvo Galileo, es que él llegd
a estas conclusiones mediante la experimentacion (en ocasiones sucesivas), dado que
en su época, el calculo diferencial atn no se habia desarrollado como lo conocemos
hoy.

Ejercicio 3.16. Dibuje el diagrama de fase asociado al sistema diferencial lineal
(3.33).

Ejercicio 3.17. Si el péndulo es lanzado con velocidad tangencial vy (en el sentido
donde el modulo del d4ngulo 6 decrece), obtenga la ecuacion que describe el movimiento
del péndulo y resuelva asumiendo que se puede hacer la aproximaciéon de que el angulo
0 es pequeno. Si se lanza con velocidad inicial, ;cree usted valido hacer esta tltima
suposicion?

3.6 Relacion con contenidos de Educaciéon Media

= La definicién de derivada, en los cursos mas avanzados de Educacion Me-
dia, es posible motivar y contextualizar mediante el proceso de modelacion
realizado, por ejemplo, con el modelo presa-predador de Lotka-Volterra des-
crito en la introduccién del capitulo.

61a resolucién de sistemas diferenciales lineales de dimension dos, asi como la obtencion de sus
diagramas de fase se puede ver en la Seccion 3.3. En particular, para aquellos sistemas lineales a
valores propios complejos, como el descrito en (3.33).
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La descripcion de la caida libre de un objeto, es también un tema que
se propone tratar en aula ya que se puede complementar con el diseno de
una actividad que trate la experimentacién de dicho fenémeno, midiendo el
tiempo que demora un objeto en llegar al suelo cuando es lanzado desde dife-
rentes alturas. Por otro lado, al profesor de matematica le da la oportunidad
de hacer un desarrollo teérico, planteando las ecuaciones de movimiento y
resolviéndolas para verificar si lo observado en la actividad se comprueba a
través del modelo. Para estos fines es necesario que los alumnos ya hayan
visto en clases las definiciones de derivada de orden uno y dos, que asocien
estos conceptos (cuando se deriva con respecto al tiempo) a la velocidad y
aceleracion y por tltimo, que conozcan la ley de Newton F' = ma.

Un ejemplo complementario al anterior, que también puede ser imple-
mentado a través de una actividad que implique realizar experimentos y por
ende mediciones, es el modelo que describe la trayectoria de un proyectil. La
deduccién de dicho modelo esta basada en los mismos principios fisicos que
acttian sobre un objeto en caida libre. La generalizacion se hace al suponer
ahora, que el objeto, a partir de su posicién inicial, es lanzado con veloci-
dad que tiene componentes horizontal y vertical como se ilustra en la Figura
3.16. El movimiento del cuerpo se realizara en el plano al cual pertenece la
velocidad inicial y, haciendo la suposiciéon de que la tnica fuerza actuando
sobre el proyectil es la gravitacional, se deducen las ecuaciones que regiran el
movimiento horizontal y vertical del proyectil.

y A

Yo

Y

To T

FicurA 3.16. Esquema del lanzamiento de un proyectil.

Al denotar por (x(t),y(t)) la posicion del proyectil en el tiempo ¢, se
tendra que la aceleracion en la vertical (y(t)) es —mg y en la horizontal
es cero (pues no hay fuerza ejercida en esa direccion). De esta forma, las
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(3.34)

136

ecuaciones que regirdn el movimiento son:
d? —

2
4sy(t) = —myg.

Si el proyectil es lanzado con una velocidad de mddulo vy y dngulo 6, la com-
ponente horizontal estara dada por v§ = vg cos 0 y la vertical por v§ = vy sin 6.
Si la posicién inicial del proyectil es (zo,yo) entonces es posible resolver el
sistema (3.34) de la siguiente manera:
e Definir las variables z1 = x, 29 = %x, wy, = Y, weg = %y, obteniéndose
los sistemas

fia () = z(1) Ly (£) = wy(t)

%zg(t) =0 %wg(t) = —mg

e Considerando las condiciones iniciales de posiciéon y velocidad, se resuel-
ven los anteriores sistemas deduciendo que

z9(t) = wpcosd
z1(t) = «a(t) =z + tvg cos b
wa(t) = wosind —tmg
2
w1(t) = y(t) =yo +tvgsind — 25 mg.

Con las anteriores expresiones de z(t) e y(t) es posible dar como ejercicio;
determinar el tiempo que demora el proyectil en llegar al suelo (y(¢) = 0),
calcular la distancia horizontal recorrida en tal periodo y obtener el tiempo
y posicion donde se alcanza la altura maxima.

Por otro lado, despejando el tiempo en la expresion de z(t) y remplazan-
dolo en la de y(t) se obtiene

2
l‘wo) mg

= yo +tg0(z — o) —
Y = yo +tg0(x — x0) <v0c039 B)

ecuacion que representa una parabola (si 8 €]0,7/2[) en el plano x —y, lo que
en nuestro términos, corresponde al diagrama de fase asociado a las trayec-
torias (z(t), y(t)).

El anterior ejemplo, asi como el de caida libre son introducidos en la asig-
natura de Fisica en Educacion Media. El profesor de matemética podréa, junto
a sus alumnos, hacer el desarrollo matemético comenzando por la deduccion,
luego por la resoluciéon de las ecuaciones, para posteriormente preguntar por
algunas conclusiones que se pueden obtener (altura méaxima, alcance, etc.).
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» La resolucién de sistemas de ecuaciones no lineales (f(X) = 0) puede
ser motivada como el calculo de equilibrios de un fenémeno en evolucién,
el cual es descrito por varias variables. Si el modelo involucra parametros,
es posible plantear qué valores deben tener éstos para obtener un equilibrio
deseado (determinado a priori) como, por ejemplo, en el modelo de Lotka-
Volterra.

El ejemplo que trata la descontaminacion de aguas, entregado en la Sec-
cion 3.4, se presta para ello. Dado un flujo de entrada y una concentracion
deseada que se requiere del contaminante (en el equilibrio), se puede deter-
minar el volumen que debe tener el biorreactor para tal proceso.

= Analizar fendmenos luego que se ha determinado cémo ellos evolucionan,
es un tema que sin duda motivara a los alumnos en el aula. En vez de rea-
lizar procedimientos rigurosos para determinar las soluciones de un sistema
diferencial, se sugiere, realizar un trabajo tendiente a plantearlos, para luego
entregar sus soluciones, que pueden ser verificadas derivando y luego anali-
zar cOmo éstas varfan al modificar los parametros; todo lo anterior, debiera
interesar en mayor medida a sus alumnos.

En el ejemplo del péndulo, determinar el periodo que tendra, conocido
el largo de la cuerda, también es posible de calcular; incluso, usted puede
realizar actividades, como la que hiciera Galileo, para chequear si lo que dice
la matematica tiene relaciéon con lo observado.

s La modelaciéon de fenémenos que se representen por varias variables, por
complicada que sea (o uno imagine) la funciéon f de transicion, es un proce-
dimiento que se puede replicar en el aula. Para aquellos modelos (funciones
f) en que resulte atingente hacerlo, sera factible realizar el calculo de equi-
librios. Aunque la diferenciacién en varias variables no es un contenido de
Educacién Media, si al estudiante se le senala que las soluciones convergeran
al equilibrio, se le puede plantear, como se indica méas arriba, probleméticas
en que deban analizar qué valores paramétricos dan un equilibrio deseado.
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Capitulo 4: Evoluciones con aleatoriedad

Al estudiar un fenémeno, debiésemos preguntarnos si es mas apropiado realizar un
modelamiento de tipo determinista o aleatorio, que tome en cuenta la falta de certeza
del propio fenémeno o de los parametros que en €l influyen.

En los capitulos anteriores hemos privilegiado un modelamiento de tipo determi-
nista, esto quiere decir que, conocido el estado de un fenémeno, nosotros asumimos
que con certeza podemos determinar el estado de éste en el periodo siguiente. De
esta forma, construimos modelos que nos permitieran predecir el comportamiento en
el transcurso de su evolucion. Sin embargo, en muchas ocasiones la transiciéon de un
estado a otro es incierta, como ilustramos en el siguiente ejemplo.

Suponga' que en los tltimos cien afios se ha registrado la presencia del Feno-
meno del Nino en las costas de Chile, Ecuador y Pert, implicando un aumento en la
temperatura de las aguas superficiales. En las mediciones se ha registrado que:

= se observa la presencia del Fenémeno del Nifio en 26 anos;

= en los anos en que se ha registrado la presencia del fenémeno, en 12 ocasiones
al ano siguiente el fenémeno continia;

= en los anos que no se observa el fenémeno, en 10 ocasiones al afio siguiente
éste se ha manifestado.

Claramente, si en un determinado ano el fenémeno no se observa, no podemos decir
con certeza si el proximo afio se manifestara. En tal caso, es mas apropiado (haciendo
una simplificaciéon extrema de la realidad) decir que con una probabilidad 10/74 el
proximo ano si se presentara el fenémeno; dado que, de un total de 100 anos obser-
vados, en 74 no se registrd el fenémeno y en sélo 10 de ellos al ano siguiente éste
sf pudo ser observado. De igual manera, podemos decir que si en un ano en que el
Niflo no se aprecia, con probabilidad 64/74 el ano siguiente tampoco estara presente.
Analogamente, en presencia del fenomeno, con probabilidad 12/26 al ano siguiente
éste continuard y con probabilidad 14/26 al periodo siguiente éste no se registrara.
La informacion anterior puede ser recopilada en la siguiente matriz

p_ (64/74 14/26) _ (086 0,54
~\10/74 12/26) ~ \0,14 046

conocida como matriz de transicion. Esta da cuenta de la probabilidad de transicion
de un estado a otro, que en este ejemplo hemos asumido son sblo dos: presencia y
ausencia del Nifio. Asi, la coordenada (4, j) de la matriz P, que denotaremos P; ; con

1Los datos presentados no son reales.

139



i =1,2y 7 = 1,2, representa la probabilidad de pasar del estado j al estado ¢ notando
por 1 = presencia del Nino y 2= ausencia del Nino. Mas adelante veremos la utilidad
de escribir, de esta manera, la matriz P.

La Figura 4.1 esquematiza en un grafo (ver la monografia [17] que trata la teoria
relativa a este concepto) las transiciones entre estados con las probabilidades asocia-
das.

0,54

Presencia Ausencia

0,46 del fenémeno del fenémeno 0,86
del Nifio del Nifio

0,14

FiGUuraA 4.1. Grafo asociado a las transiciones del Fenémeno del Nifno.

La matriz de transicion serd de utilidad para describir a lo largo del tiempo la
evolucion del fenémeno en estudio. A diferencia de los capitulos anteriores, conocido el
estado actual, no podremos determinar cuél sera éste en, por ejemplo, 2 anos més. La
pregunta relevante en nuestro ejemplo es mas bien, conocido el estado del presente ano,
jcudl es la probabilidad de que en dos anos mas el Fenémeno del Nino se manifieste?
A lo largo de este capitulo justificaremos que la respuesta a la pregunta anterior se
obtiene conociendo los coeficientes de la matriz P2.

Ejercicio 4.1. Asuma que el fendomeno introducido anteriormente se puede clasificar
en tres estados: ausencia del Nino, presencia del Nino débil, presencia del Nino fuerte.
Durante los 100 anos de observacién se ha registrado lo siguiente:

= se observa la presencia del Nifno fuerte en 12 anos y en 14 el Nino débil;

= de los anos en que ha estado el Fenémeno del Nino débil, en 8 ocasiones al
ano siguiente ha habido el Nifio fuerte y en 2 el Nino débil;

= en los afios en que se registra la presencia del Nifo fuerte, en so6lo una ocasion
al ano siguiente éste ha continuado manifestandose fuertemente y en 6, al
periodo siguiente no se registra la presencia del fenémeno;

= en los anos en que ha habido ausencia del Nino, en 7 ocasiones al ano siguiente
se ha manifestado el fenémeno de manera débil y en 3 de manera fuerte.

Calcule las probabilidades de pasar de un estado a otro y construya la matriz de
transicion asociada con el grafo respectivo.

Veamos otro ejemplo, conceptualmente analogo al del Fenomeno del Nino, para
seguir ilustrando las ideas centrales que se desarrollaran en el capitulo.
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En una reserva silvestre (sin intervenciéon humana) es posible apreciar sélo dos
especies forestales: el pino y el eucaliptus, que supondremos? de similar periodo de
vida. Se observa que cuando un pino muere, en 62 de 100 ocasiones es remplazado
(naturalmente) por un eucaliptus y en 38 por un mismo pino. Por otro lado, cuando
un eucaliptus muere, la mitad de las veces es remplazado por un arbol de la misma
especie. El grafo que describe la informacion anterior se ilustra en la Figura 4.2.

0,62

&£

0,38 Eucaliptus 0,5

0,5

Ficura 4.2. Grafo asociado a las transiciones entre pino y eucaliptus.

Si denotamos los estados del bosque por 1 = pino y 2 = eucaliptus, la matriz de
transicion, cuyos coeficientes P; ; (¢,7 = 1,2) denotan la probabilidad de pasar del

estado 7 al estado i, sera
0,38 0,5
P= <O762 O,5> ’

Supongamos que hoy el bosque cuenta con 800 arboles de los cuales 300 son
eucaliptus y 500 son pino. Para describir la evolucion del bosque definiremos el vector
7 = (P, ex) que dé cuenta de la probabilidad de tener pinos en un determinado punto
del bosque en el periodo k (denotado por pi) y de ecualiptus en el mismo punto y
periodo (denotado por ey). Asi, las cantidades px y er pueden interpretarse como
las proporciones de pinos y eucaliptus que hay en un gran bosque con condiciones
(externas a las consideradas, e.g. clima, calidad de suelo, etc) homogéneas. En el
periodo inicial (k = 0), dichas proporciones seran py = 0,625 y ey = 0,375 (en virtud
de lo senialado al principio de este parrafo).

Calculemos la probabilidad de tener un pino en un determinado punto del bosque
al periodo siguiente. Esta puede ser determinada por

y probabilidad 5 probabilidad
proporcion de que un proporciéon de que un
» de pinos pino sea n de eucaliptus eucaliptus
= . .
on el remplazado n el sea
periodo 0 periodo 0 remplazado

por un pino .
por un pino

2Es s6lo un ejemplo ilustrativo que no dice relacién con la realidad.
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=0,625-0,38 +0,375- 0,5 = 0,425.

De igual manera, podemos calcular la probabilidad e; de que en el periodo uno, en
un determinado punto, haya un eucaliptus

probabilidad probabilidad

., de que un . de que un

proporciéon o proporcion cucaliptus

de pinos P de eucaliptus
e = . sea + . sea
en el remplazado en el remplazado
periodo 0 p periodo 0 p
por un por un
eucaliptus eucaliptus

=0,625-0,6240,375-0,5 = 0,575.

Los calculos anteriores pueden formularse como la multiplicacién de la matriz P y el
vector de proporciones iniciales T = (po, €9). De hecho,

C(p1) (038 05\ [0,625)
7“(61)(0,62 0.5) \0.375) = Fm0:

Mas adelante justificaremos que la probabilidad de tener en un punto, un pino o un
eucaliptus en el k-ésimo periodo, informacion que retne el vector m, = (p, ex), estara
dada por la relacion

T — Pk7T().

Durante este capitulo nos dedicaremos, entonces, a estudiar fenémenos de evolu-
cion donde el azar o la incertidumbre intervenga. No seré nuestro objetivo profundizar
en la justificacion de incluir el efecto aleatorio al modelar fené6menos que evolucionan.
Solo pretenderemos evidenciar la existencia de fenémenos en los cuales un enfoque
estocastico (dindmicas que incluyen aspectos aleatorios) parece mas apropiado que un
modelamiento determinista.

Hoja de ruta

El capitulo se concentra en modelos dindmicos aleatorios a tiempo discreto. Parti-
cularmente se estudia una sub-clase de estos modelos los cuales son las cadenas de
Markov. Estas modelan fen6menos que evolucionan aleatoriamente donde el estado en
un periodo (en k + 1) depende (aleatoriamente) solo del estado anterior (en k). Si los
estados posibles que puede tomar el fenémeno es un namero finito (a diferencia de los
capitulos anteriores en que el estado era una variable continua y, por lo tanto, tenia
una infinidad de valores posibles), no sera necesario hacer un desarrollo profundo de
la teoria en cadenas de Markov. Es por esta razén que abordaremos so6lo este caso. Sin
embargo, necesitaremos poder manipular conceptos de probabilidades que solamente
seran mencionados ya que éstos son presentados con mayor detalle en monografias
de esta misma colecciéon. Los conceptos con los cuales trabajaremos y que no pro-
fundizaremos mas alla de dar sus definiciones y propiedades béasicas son: eventos y
probabilidad, probabilidades condicionales e independencia, variables aleatorias.
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Dado que el concepto de probabilidad esté presente en el curriculo de Educacion
Media, la primera parte del texto, donde se pone en evidencia la naturaleza aleatoria
en las transiciones de un estado a otro, es posible tratar con alumnos de primer
ano de pedagogia, pues la intencién en la redacciéon ha sido introducir de manera
simple los conceptos que se vayan utilizando. En general, todo el capitulo, a excepcion
de la Seccion 4.3, puede ser visto en primer ano o en un curso introductorio de
probabilidades. Si se desea desarrollar méas los conceptos, haciendo utilizacion de las
herramientas de algebra lineal, serd necesario que los estudiantes hayan cursado o
estén haciendo, dicho curso.

Como referencia adicional a este capitulo recomendamos la monografia [4], orien-
tada a profesores y estudiantes de ensefianza media, la cual incluye interesantes ejem-
plos. Una gran cantidad de motivaciones y desarrollos de ejemplos, provenientes del
modelamiento, pueden ser encontrados también en los textos [6, 7] y en la monogra-
fia de esta misma coleccion [9], la cual desarrolla contenidos complementarios a este
capitulo.

Los siguientes contenidos, tratados acé, pueden ser complementados con lo ex-
puesto en las monografias de esta misma coleccion:

= Probabilidades condicionales, independencia, esperanza, variable aleatoria:
19, 15];

s Calculo de valores y vectores propios, potencias de una matriz, ejemplos de
Cadenas de Markov: [9];

= Principio de induccion, teoria de grafos: [17].

Los ejemplos tratados que abarcan el procedimiento de construcciéon del modelo
y se refieren a una parte del analisis de éstos, son los estudiados en la secciones
4.2.1, 4.2.2, 4.2.3 y 4.4. Estos pueden ser abordados separadamente sin necesidad
de profundizar en el desarrollo teérico necesario (secciones 4.1, 4.2 y 4.3), si es que
éste ya ha sido realizado en otras asignaturas. Sin embargo, a partir de los ejemplos
presentados en la introduccién, en las secciones donde se hace un desarrollo mas
tedrico éstos se siguen abordando, por lo que se recomienda considerar esas partes.

Al final del capitulo se intenta hacer una conexién de los contenidos abordados
con algunos de los tratados en Educacion Media, proponiendo al futuro profesor un
contexto diferente donde tratarlos.

4.1 Conceptos preliminares de probabilidades

En esta seccién mencionaremos los conceptos bésicos de probabilidades que requeri-
remos antes de estudiar fenémenos de evolucién con aleatoriedad.

Las situaciones que abordaremos serdn de naturaleza aleatoria y tendrén asocia-
da una probabilidad que denotaremos por P, la cual se podra evaluar en diversos
eventos (o conjuntos de éstos) relevantes. En el contexto de fenomenos de evolucion,
los eventos en cuestion serén, por ejemplo, que el estado del fenémeno tome un cier-
to valor. No explicitaremos las propiedades que se requieran para que una coleccion
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de eventos admita una probabilidad P ni realizaremos construcciones formales de tal
probabilidad.

El conjunto completo de eventos posibles se denomina espacio muestral, siendo la
probabilidad de éste igual a uno (algtin evento incluido en el espacio muestral ocurre).
Si dos eventos o conjuntos de eventos A y B son disjuntos (puede suceder solo uno de
los dos), entonces la probabilidad de que uno de los dos ocurra P[A U B] sera la suma
de las probabilidad de que ocurra cada uno, es decir,

P[AU B] = P[A] + P[B].

Como consecuencia de lo anterior, obtenemos que si consideramos un evento A y
su complemento A€ (los eventos del espacio muestral que no estan en A) entonces,

P[A°] = 1 — P[A]

va que A y A€ son disjuntos y la unién de ambos es todo el espacio muestral que tiene
probabilidad igual a uno.

En el ejemplo introductorio del Fenémeno del Nino, podemos considerar los even-
tos : el prérimo ano se presentard el Fendmeno del Nino, el prérimo anio no habrd
Fenomeno del Nino. Estos son disjuntos (solo uno de los dos ocurre) y su unioén cons-
tituye todas las posibilidades, teniéndose

el proximo afo el proximo ano
P se presentara el =1—TP | no se presentari el
Fenémeno del Nino Fenémeno del Nino

El evento imposible (que no ocurra nada), o el conjunto vacio que no contiene
eventos, tiene probabilidad cero. Si un conjunto de eventos A esta incluido en otro B
(A C B), es decir, un evento de A es a la vez un evento de B, entonces P[A] < P[B].

En el Ejercicio 4.1, podemos considerar los siguientes eventos: el prézimo ano se
tendrd el Fendmeno del Nino fuerte, débil o no se presentard el fenomeno. Al definir
el evento A = el prozimo ano se tendrd el Fendmeno del Nino fuerte y el conjunto
de eventos B = el prozimo ano se tendrd el Fenomeno del Nirio (que contiene a las
manifestaciones fuerte y débil), se deduce P[A] < P[B].

Si Ay B son eventos y P[B] # 0, la expresion usual para la probabilidad condi-
cional de que ocurra A dado que se sabe ocurrié6 B, denotada por P[A|B], es

P[AN B]
P[B]

Dos eventos A y B se dicen independientes, si la probabilidad de que ambos
eventos ocurran P[A N BJ es igual a P[A]P[B]. En este caso, si P[B] # 0, se obtiene
P[A|B] = P[A].

Una particion finita del espacio muestral sera una coleccion de conjuntos de even-

tos disjuntos cuya uniéon es el espacio muestral completo. Si Aq, As,..., A, es una
particion del espacio muestral, entonces

P[A;] + P[Ag] + -+ + P[A,] = 1.

P[A|B] =
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En el desarrollo del capitulo, sera necesario conocer el Teorema de las probabili-
dades totales el cual dice que si Ay, Ag, ..., A, constituyen una particion del espacio
muestral donde la probabilidad de cada A; no es nula, entonces, para cualquier evento
A, se tiene

(4.1) P[A] = P[A|A,P[A1] + P[A| As]P[As] + - - - + P[A]A,]P[4,].

Lo anterior se deduce del hecho que siendo Ay, A, ..., A, una particién , entonces
n n
A=AnJAi=JAnA4),
i=1 i=1
siendo la dltima una unién disjunta.

En el ejemplo de la reserva forestal, donde coexisten pinos y eucaliptus, utilizamos
el teorema de las probabilidades totales para calcular la probabilidad de que hubiese
una de las dos especies en un determinado punto al cabo del primer periodo. De
hecho, un evento al que le calculamos su probabilidad fue A =al cabo del primer
periodo habrd un pino y consideramos la siguiente particion del espacio muestral

Ay = hoy hay un pino;
Ay = hoy hay un eucaliptus.

De esta manera, P[A]|A;] es la probabilidad de que al cabo del primer periodo haya un
pino si hoy hay un pino, o dicho de otra forma, es la probabilidad de que un pino sea
remplazado por otro pino. Asi, el teorema de las probabilidades totales nos permitio
calcular el valor de P[A] a través de la expresion

P[A] = P[A|A1]P[A1] + P[A| A2 ]P[A2].

Un concepto fundamental en probabilidades es el de variable aleatoria, consistente
de una funcién que a cada evento del espacio muestral le asocia un valor. En el
transcurso del capitulo trabajaremos s6lo con variables aleatorias que tomen valores
en un conjunto finito o un conjunto numerable de elementos.

En la introduccion denotamos por 1 = ausencia del Nino y 2= presencia del Nino.
En este caso, podemos escribir la variable aleatoria, denotada por x, como

x(ausencia del Nino) = 1;
z(presencia del Nino) = 2,
observando que la variable aleatoria toma un valor en el conjunto finito {1, 2}.
En general, si x, y, z son variables aleatoria y «, (3, v son posibles valores de tales

funciones respectivamente, notaremos por [z = a,y = 8,z = 7] al evento x toma el
valor o, y el valor B, z el valor . Esto ultimo corresponde también a [z = a] N[y =

AIN[z =]
Si el conjunto finito de valores posibles para una variable aleatoria x estd dado por
{a1,a2,...,a,} vy A es un conjunto de eventos del espacio muestral, por el Teorema

de probabilidades totales, tendremos
PlA] = P[A|z = a1]Plx = o] + P[A|x = ao]Plz = o] + - - - + P[A]z = o |Plz = ).
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Para culminar con la introduccién de conceptos que utilizaremos a continuacion,
recordemos que el valor esperado o esperanza de una variable aleatoria x a valores en
el conjunto {aq,@a,...,a,}, es la ponderacion de los valores que ella pueda tomar
considerando las probabilidades de tomar estos valores. Es decir,

= zn:aiP[x = ).
i=1

De igual forma se define el valor esperado de la variable aleatoria x condicionada al
evento A por

E(z|A) : Zal [ = ;] 4].

Sila variable aleatoria toma valores en un conjunto numerable, por ejemplo {31, B2, ...},
el valor esperado es calculado como la ponderaciéon de los posibles valores que puede
tomar la variable aleatoria, multiplicada por la probabilidad de que éstas se realicen

i>1 i>1
ponderacion que resulta ser una serie infinita de términos.
En la siguiente seccion se introduciran las cadenas de Markov, concepto que uti-
lizaremos para modelar fen6menos que evolucionan con aleatoriedad.

4.2 Cadenas de Markov

Comencemos una vez mas con el ejemplo del Fendémeno del Nino y consideremos la
sucesion de variables aleatorias {zy }ren, donde x representa si en el afio k estara o
no presente el fenémeno. Estos dos eventos los hemos etiquetado con los valores 1y 2,
por lo tanto, para cada k, el valor de xj, esta en {1,2}. Si el fenomeno en estudio es la
ocurrencia a través del tiempo del Nifio, tendremos que la sucesion {zy }ren describe
dicho fenémeno. De la forma que hemos modelado este problema, hemos asumido que
la ocurrencia del fenémeno depende sélo de si éste se manifesté o no el ano anterior
(suposicion discutible). En tal caso, diremos que la sucesion {zx}ren es una cadena
de Markov.

En general, una sucesion de variables aleatorias {2y }ren, a valores en un mismo
conjunto, se denomina cadena de Markov si satisface la siguiente propiedad

Plxry1 = Brrilzo = Bo, 1= P12k = Br] = Plary1 = Bryilzr = Brl,
donde 3; son posibles valores que pueden tomar las variables aleatoria xj. Es decir,
la probabilidad que la variable aleatoria xy,1 tome el valor By1, dado que se conoce
el valor que las variables aleatorias xg, x1,...,z; han tenido, sélo depende de la
realizaciéon de la variable aleatoria zjp. Este nombre es honor al probabilista ruso
Andrei Markov (1856-1922), precursor de la teoria de procesos estocésticos®.

3Mas antecedentes histéricos sobre Andrei Markov y las repercusiones de su trabajo, pueden
encontrarse en [9].
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El concepto de cadena de Markov también existe para sucesiones de variables
aleatorias, cuyos valores estan en un conjunto continuo. Estas no serdn abordadas en
el texto.

Si pensamos que la variable aleatoria x; indica el estado de un fenémeno en
el periodo k, asumir que este fenémeno (representado por la sucesion de variables
aleatoria {zk}ren) es una cadena de Markov, se interpreta como el hecho de que el
estado en el tiempo k + 1 s6lo depende, aleatoriamente, del estado en el periodo k y
no de los estados en los periodos anteriores 0,1,...,k — 1.

La mayor parte de los modelos vistos en el primer capitulo consideraban evolucio-
nes en las cuales el estado del fenémeno depende, de manera determinista, del estado
en el que se encontraba en el periodo o instante anterior. Sin embargo, en ese mismo
capitulo, también se introdujo al modelamiento de fenémenos que podian depender
no so6lo del estado precedente, sino que de uno o varios anteriores.

A modo de seguir ilustrando este concepto, supongamos que un individuo se des-
plaza a través de cinco posiciones que conforman un circulo, realizando un movimiento
en cada periodo de tiempo sblo a una de las posiciones vecinas. Asumamos que el mo-
vimiento es aleatorio, por ejemplo, a cada instante, el individuo lanza una moneda. Si
sale cara (con probabilidad p), se mueve en un sentido y si sale sello (con probabilidad
1—p), en el otro. Considere asi la sucesion de variables aleatorias {zy }ren, donde z
describe la posiciéon del individuo en el periodo k, pudiendo ser ésta uno de los valores
en {1,2,3,4,5} (ver Figura 4.3). Para este fenémeno, conocido como paseo aleatorio,
es natural pensar que la sucesion {zy }ren es una cadena de Markov, pues la posicion
del individuo el k-ésimo periodo depende sblo de la posiciéon en el instante anterior y
no de las posiciones en las que ha estado durante los periodos 0,1,2,...,k—2,k — 1.

Ficura 4.3. Grafo asociado a las transiciones en un paseo aleatorio.
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Los paseos aleatorios también sirven para realizar una aproximaciéon discreta de
procesos fisicos que describen el movimiento en la difusiéon de particulas, como se
expone en la Seccién 4.2.1. Si una particula esté sujeta a colisiones o impulsos aleato-
rios, entonces su trayectoria fluctia estocasticamente. Al suponer que la posicion de
una particula en un instante posterior, depende solo de su posicién actual, entonces
el proceso puede ser modelado por una cadena de Markov. Una versién clésica es pro-
porcionada por el paseo aleatorio simétrico bidimensional. Suponga que una particula
se encuentra en una malla cuadriculada y en cada intervalo de tiempo toma una nueva
posiciéon vecina ubicada en la horizontal o vertical, como se indica en la Figura 4.4.
Por ejemplo, si en el periodo k la particula se encuentra en el vértice (4, j), entonces
en el periodo k + 1 ésta puede encontrarse solo en las siguientes cuatro posiciones:

(i"_ 17j)7 (Z - 17j)7 (Zvj + 1) o (27] - 1)

Ejercicio 4.2. En el ejemplo anterior, representado por la Figura 4.4, si cada posicion
del interior de la region tiene igual probabilidad de ser alcanzada, y las posiciones de la
frontera donde se produce el movimiento es refractaria, representandose por el hecho
de que la probabilidad de llegar a esas posiciones es cero, escriba la probabilidad para
pasar de una posicion (i1, j1) a otra (is, j2), para distintos estados (i1, 1) v (i2,j2)-

(4,5+1)
®

(i']-;j) (Z)j) (i+]‘lj)
L ®

(4,5-1)
L

FIGURA 4.4. Esquema de un paseo aleatorio en dos dimensiones.

Ejercicio 4.3. Suponga que la sucesion de variables aleatorias {zy } ren representa si
llueve o no en el dia k. La realizaciéon x; = 1 quiere decir que el dia k llueve y x = 0,
que el dia k no llueve. De esta forma, el conjunto de valores posibles para nuestras
variables aleatorias es finito (de cardinalidad 2).

. Cree usted razonable pensar que {zj}rey es una cadena de Markov? Dicho de
otra manera, jpiensa que la probabilidad de que llueva un dia s6lo depende de lo que
ocurri6 el dia anterior y no del historial completo hacia atras?
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La probabilidad de transicion asociada a una cadena de Markov {z}ren es de-
finida por el conjunto de probabilidades para pasar de un estado a otro. Si o y
son dos estados (valores) posibles que pueden tomar las variables aleatorias {zy }ren
entonces, si en el periodo k el estado de la variable es a (x = «), la probabilidades
de pasar en el periodo siguiente al estado § serda Plzi+1 = Blzk = af.

En general, la probabilidad anterior podria depender también del periodo en que
se esté analizando la transicion. Pasar de o a 8 podria no tener la misma probabilidad
ahora, que en periodos o realizaciones posteriores (jse le ocurre algtn ejemplo?). Si
la probabilidad de transicién de un estado a otro es independiente del periodo en el
que ocurre la transicién, diremos que se trata de una cadena de Markov homogénea.
Los ejemplos que veremos seran utilizando este tipo de cadenas.

Al denotar por {ay,as,...,a,} €l conjunto de posibles valores para la secuencia
{zk }ren de variables aleatorias, las probabilidades de transicién pueden ser escritas
agrupadamente en una matriz de dimension n x n, donde la coordenada (7, j) indique
la probabilidad de pasar del estado «; al estado o;. Esta matriz es la que hemos
llamado en la introduccion, matriz de transicion. Al escribir

P, ... .. P,
P271 P272 Pg,n

- . . . )
Poi Pna ... Pu,

s

se tendra, entonces
Pivj = P[$k+1 = Otz|lk = Oéj] = ]P[.Tl = O[i|1'0 = Oéj],
donde la dltima igualdad es debida a la independencia de las probabilidades con

respecto al periodo en que se evalian (al tratarse de una cadena homogénea).
Por otro lado, observe que

(4.2) YPy=1 Vje{L,2...n}
1=1

dado que la unién (disjunta) de los eventos [z1 = oy|zo = o] sobre i € {1,2,...,n}
cubre todas las posibilidades (del estado a; se pasa a algin estado a; que pertenece
a {ay,as,...,a,}). La igualdad (4.2) representa la suma de los elementos de la co-
lumna j de la matriz de transiciéon P. Es decir, si se tiene una matriz de transicion,
en cada columna, la suma de sus coeficientes debe ser igual a uno.

Ejercicio 4.4. Construya la matriz de transicién asociada al paseo aleatorio indi-
cado en la Figura 4.3 y al paseo aleatorio bidimensional de la la Figura 4.4, con las
condiciones senaladas en el Ejercicio 4.2.

Supongamos que la ocurrencia del Fenémeno del Nifio en el transcurso de los afios
es razonable modelarla con una cadena de Markov. Recuerde que hemos denotado por
1 = ausencia del Nino y 2= presencia del Nino. Si £k = 0 denota el presente ano, en
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donde no se ha apreciado el fenémeno, jcomo podriamos calcular Plzy = 2|zg = 1],
es decir, la probabilidad de que en dos anos mas tengamos el Fenémeno del Nino,
sabiendo que el presente éste no se ha manifestado?

Mas generalmente, conocida las probabilidades de transicion de una cadena de
Markov {zj}ren, dada por la matriz de transicion P con coordenadas P; j, jcomo
obtener la probabilidad de pasar de un estado a otro en dos, o mas etapas?.

Comencemos con el calculo de la probabilidad para pasar de un estado a; a un
estado «; en dos periodos, es decir, calculemos Plzs = ay]zg = «;]. Observe que
el evento [r2 = a;|zg = o] puede escribirse como la unién disjunta de los eventos
pasar de o a oy y luego de o a o; cuando se consideran todas las posibilidades .,
r=1,...,n para la variable aleatoria x.

Asi, la probabilidad de ir de a;; a o; en 2 etapas, sera

n
Plze = ailzo = o] = ZP[IIH = a,, T2 = a;|o = ).
r=1

De la formula de probabilidades condicionales
P[AN B]
PIB]
considerando A = [z3 = a;|9 = a;] y B = [x1 = ay|zo = o], se deduce que

]P[.’El = Qyp, Ty = Oti|l’0 = Oéj] = ]PJ[A N B] = ]P)[A|B]IP[B]

(4.3) P[A|B] =

=Plzy = a;|lz0 = o, 21 = @, |Plz1 = ar|zo = o).
Dado que estamos considerando a {xy}reny una cadena de Markov homogénea, se
tiene

Plze = oyl =, 11 = o] = Plzg = a4l = o] = Py = aylao = o] = Py,

y, por lo tanto,
n n
Plzy = aslzo = o) = Z]P’[xl = a;|zg = o, Pz = ar|zo = 0] = ZPMPW».
r=1 —
Se observa asi que la probabilidad de pasar del estado o al estado a; en dos etapas,
dado por Plze = |z = oy, es la componente (i,j) de la matriz de transicion P

elevada al cuadrado, dada por Z PP ;.

=
Demostremos por induccion (ver monografia [17] para una descripcion detallada

de esta metodologia) que la probabilidad de pasar del estado ¢ al estado a; en k > 1
etapas, viene dada por la coordenada (i, j) de la matriz P elevada a k, coeficiente que
notaremos P’C ;- El caso k =1 viene de la definicion de la matriz de transicion Py el
caso k = 2 es el que se ha probado recientemente. Supongamos que la probabilidad
de pasar de un estado «; a un estado o, en k etapas, es P, (hlpote81s de induccion)
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y demostremos que la probabilidad de pasar de un estado a; a un estado o; en k+1
etapas, es Pfjl

El evento al que deseamos calcular la probabilidad es [zx4+1 = a;]zo = o], el cual
puede ser descompuesto en la siguiente union disjunta: pasar de a; a «, en k etapas
y luego de «, a a; en una etapa, considerando todos los posibles estados «,., lo cual
escribimos

n
[Tr41 = qi]zo = o] = U [T = o, Tpt1 = a;|To = ;).
r=1

Utilizando la férmula de probabilidades condicionales, tal como se hizo anterior-

mente, se obtiene

n

Plzrs1 = aulzo = o] = Z]P)[l'k_i'_l = a;lzg = a|Pleg = arlzo = oy

r=1

n

= ZIP’[xl = a;lzo = o |Plag = aplze = o] = Z P, ;Plxy = ar|zo = ;).

r=1 r=1

Debido a que hemos asumido (hipétesis de induccion) Plzy, = a,|zo = aj] = P¥ | se

T
concluye
n
Plot = ailen = as] = 3 Pir P,
Th41 = O LL’()—OZ] - ,rdr g
r=1

que corresponde exactamente a la coordenada (i,7) de la matriz P**1, que es lo que
se deseaba demostrar.

Dado que cada coordenada de la matriz P* indica la probabilidad de pasar desde
un estado a otro (en k etapas), se tiene que la suma por columna de los coeficiente
debe ser igual a uno, es decir,

ijfj:1 VE>1,Yje{l,2,...,n},
=1

lo cual usted puede verificar en los ejemplos vistos hasta el momento.
Ejercicio 4.5. Demuestre por induccién que la probabilidad de pasar desde un estado
a; a un estado o en k + k' etapas es

k+k : 6!
(4.4) Plopiw = ai | o = ;] = PEY = PFPF.
r=1

Ejercicio 4.6. En el ejemplo del Fenémeno del Nino, si el presente ano no se ha
observado el fenémeno, calcule la probabilidad de que en 4 anos més éste se manifieste.
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Dada una cadena de Markov a valores en un conjunto finito de estados {aq, aa, ..., ay },
se denomina ley inicial al vector

a1
q2
o= | .
an
cuya i-ésima coordenada indica la probabilidad de que al inicio (en tiempo k = 0) el
estado, dado por xg, tome el valor «;, es decir,
Plzg = ;] = ¢ 1=1,2,...,n.

Como la union disjunta

2o = ai]

i=1
abarca todas las posibilidades para el valor de xg, se tiene que

n n n
1=P [U[xo = Ckl}‘| = ZP[(EO = ai] = qu,
i=1 i=1 i=1

es decir, la suma de los coeficientes de una ley inicial o méas generalmente, de un vector
de probabilidad, es igual a uno.

En el ejemplo de la reserva forestal presentado en la introduccion, tomabamos
como ley inicial el vector (de dos componentes) que contenia la proporcion de ambas
especies (pinos y eucaliptus) en el bosque al inicio. Esta informacion la considera-
bamos como la probabilidad de que en un punto del bosque hubiese un pino o un
eucaliptus al comienzo.

En general, dada la ley inicial y la matriz de transicion de una cadena de Markov,
podremos obtener la probabilidad de que en la etapa k& > 0 el estado sea «;, es decir,
calcular Pz = «;]. Esta se calcula observando que el evento [z = «;] puede ser
escrito como la union disjunta siguiente

n
[z = a;] = U[Jck = o, To = Q.
r=1

Asi, teniendo siempre en cuenta que
Plag = ay, 20 = o] = Plag = aj|zo = ar]Plzg = oy,

se deduce
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lo cual corresponde a la componente i del vector dado por P*my. Si denotamos por
7. el vector que retine las probabilidades de que en la etapa k se esté en cada uno de
los estados

Plag = aq]
Pl = as]
T = . ;
Plar = ay]
por lo anterior, se tendra la relaciéon
(4.5) mx = PPy,

Ejercicio 4.7. En el ejemplo de la reserva forestal, con la ayuda de una planilla de
calculo o un programa matemético, calcule la probabilidad de tener un pino en un
determinado punto del bosque al cabo de 5, 10 y 15 periodos.

El concepto de equilibrio, para una matriz de transiciéon P, el cual corresponde a
un vector de distribucién de probabilidades 7 tal que

(4.6) Pr=m,

al igual que en el Capitulo 1, representara el estado, que en este contexto indica
una distribucién de probabilidad, tal que si se comienza con ella, se permaneceré
por siempre con dicha distribucion, en virtud de la relacion (4.6). Es decir, si la
distribucién de probabilidad inicial my es una distribucion equilibrio de P, entonces
7 = Pkrg = g para todo k > 0.

Si bien el vector cuyas coordenadas son todas igual a cero satisface la ecuaciéon
(4.6), éste no sera valido en este contexto, pues el vector m debe representar una
distribucién de probabilidad lo que implica que la suma de todas sus coordenadas
debe ser igual a uno. La ecuacion (4.6) estd mas bien relacionada con que el nimero
A = 1 sea un valor propio de la matriz P y exista un vector propio de coordenadas
positivas cuya suma sea igual a uno, propiedad que es posible demostrar. Para ello,
veamos so6lo el caso en que la matriz de transiciéon es de dimensién dos:

a b
r=(0a)

donde a,b,c,d son mayores o iguales a ceroy a+c¢ = b+d = 1 (por ser P de
transicion). Verifiquemos que A = 1 es un valor propio lo cual se prueba al calcular el
determinante de la matriz

a—1 b —c b
P_I_< c d—1>_<c —b)’
resultando ser cero. Un vector m = (q1,¢1) serd un vector propio asociado al valor

propio uno, si cq; = bga, ecuacidon que tiene infinitas soluciones, pero sélo una que
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satisface nuestros propositos (coordenadas mayores o iguales a cero cuya suma de
uno), la cual esta dada por el vector

b
71- B < b—é_c ) .
b+c
El anterior resultado se puede demostrar para el caso general en que la dimensién

de P es n, probandose que existe una tnica distribuciéon de equilibrio para cada matriz
de transicion P. Ademas, se tiene el siguiente resultado de convergencia.

Teorema 4.1. Si P es una matriz de transicion cuyos coeficientes son todos positi-
vos, entonces, existe una unica distribucion de probabilidad 7 (coordenadas mayores
o iguales a cero, cuya suma es uno) tal que a partir de cualquier distribucion de
probabilidad inicial y, se tiene PFmy — m*.

La condicion de positividad para las coordenadas de la matriz P es suficiente, es
decir, pueden haber matrices de transiciéon con algunas coordenadas igual a cero, pero
satisfacen la propiedad indicada en el teorema anterior.

Ejercicio 4.8. Calcule la distribucion de equilibrio en el ejemplo de la reserva forestal.

La demostracion del Teorema 4.1, asi como el anélisis de la convergencia o no
a una distribucién de equilibrio (cuando la matriz de transicion tiene coeficientes
nulos), son abordados en la monografia [9]. Para ello, la herramienta fundamental,
propia al algebra lineal, que se utiliza en el mencionado texto, es la de obtener la
descomposicién de Jordan de una matriz para calcular sus potencias. De hecho, dada
una matriz de transiciéon P, existird una matriz invertible C' y una matriz D tal que

P=CDC™ !,

teniéndose que

PF =cCDFCL.
La idea de realizar esta descomposicién es que calcular las potencias de la matriz D
resultara mas facil que calcular las potencias de P.

Ejercicio 4.9. Asuma que la ocurrencia de un dia lluvioso o no lluvioso s6lo depende
de lo que sucedi6 el dia anterior, independientemente del periodo del ano en el cual
uno se encuentra.

Si un dia llueve, la probabilidad de que al dia siguiente siga lloviendo es p €]0, 1]
y, si un dia no ha llovido, la probabilidad de que no llueva al dia siguiente es ¢ €]0, 1].
Considerando lo anterior, se le pide:

1. Escribir la matriz de transicion P, etiquetando como estado a; si llueve y
como estado as el que no llueva;

Calcule la unica distribucion de equilibrio asociada a la matriz P;

3. Muestre que la matriz de transiciéon P se puede escribir como

B 1 0 .
wn poc(} 0 e

o
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donde la matriz C' viene dada por

(1 1-p
O_<1 q—1>

4. Calcular la probabilidad de que llueva en cinco dias sabiendo que hoy no ha
llovido;

5. Utilizando (4.7), obtenga la expresion de P* y calcule Plzy = ag | 9 = a4
(la probabilidad de que no llueva en k dias si hoy ha llovido).

6. Si la probabilidad de que hoy llueva es igual a 0, 5, calcule la probabilidad de
que no llueva en k dias mas.

7. Verifique lo estipulado por el Teorema 4.1 calculando, para una distribuciéon
inicial g, el limite 7, = P*my cuando k — +oo.

Con la finalidad de ilustrar los conceptos introducidos hasta ahora, veamos tres
nuevos ejemplos que pueden ser modelados utilizando cadenas de Markov.

4.2.1 Modelo de difusion de particulas

Consideremos una caja en cuyo interior hay un gas que supondremos compuesto de
N moléculas. La caja estard dividida en dos compartimentos que llamaremos A y
B, habiendo una pequena abertura entre ambas partes por la cual las moléculas de
gas pueden pasar de un compartimento a otro. Asumiremos que en cada instante
de tiempo s6lo una molécula, tomada aleatoriamente de las N disponible, pasa a
través de la abertura. Si denotamos por xj el nimero de particulas que hay en el
compartimento A después de k periodos de tiempo, donde z; puede tomar valores
en el conjunto {0,1,2..., N}, claramente, con las suposiciones realizadas se concluye
que {zy }ren es una cadena de Markov.

Las probabilidades de transicién se calculan a partir de lo ya estipulado. La pro-
babilidad de pasar del estado i (representando ¢ moléculas en el compartimento A) al
estado i — 1, es la probabilidad de que de las N moléculas disponible, se haya tomado
justo una del compartimento A para pasar al otro lado, es decir,

-
N )
y, por lo tanto, la probabilidad de pasar del estado ¢ al estado i + 1 sera

Pi_1;=

i

PH—Lz =1 PL—I,'L =1 N

Todas las otras probabilidades de transicién serén cero, pues a cada instante sélo una
molécula se traslada de un compartimento a otro.

Si el gas al interior de la caja esta compuesto de solo tres moléculas, la matriz de

transicion sera

0 1/3 0 0
1 0 23 0
P=19 93 0 1

0 0 1/3 0



Ejercicio 4.10. En el caso anterior, si se comienza con las tres moléculas en el
compartimento B de la caja, con la ayuda de un programa matematico, calcule la
probabilidad de que al cabo de 10 periodos todas las moléculas hayan pasado al
compartimento A.

El anterior modelo se le atribuye al fisico matematico austriaco Paul Ehrenfest
(1880 - 1933) y a su senora Tatyana Alexeyevna Afanasyeva (1876 - 1964), matemética
rusa. Sus principales contribuciones se produjeron en el campo de la Fisica estadistica
y su relacion con la mecanica cuéntica.

Calculemos la distribucién de equilibrio asociado a este modelo. Para ello, debe-
mos resolver la ecuacion

Pr=m,

donde P es la matriz de transiciéon cuyas coordenadas ya se han calculado.
Si denotamos por m = (qo, g1, - - - ,qn) al vector de equilibrio, la coordenada i del
vector Pm estard dada por

N
Z P 5q5,
=0

la cual debe ser igual a ¢;. Como la gran mayoria de las probabilidades de transicion
son cero, en la suma anterior solamente tendremos

Y i—1 it1
ZPz‘,qu‘ =P i-1Gi-1+ Piit+1Gi+1 = | 1 - R i v K

§=0
y, por lo tanto, la ecuaciéon
i—1 1+ 1
(48) Pi,iflfhfl —+ Pi,i+1Qi+1 = (1 - N) qi—1 + <N> qi+1 = Gi-

Para resolver el anterior sistema de ecuaciones, haremos la razonable suposicién de
que en un modelo de difusién como éste, se debiera tener la propiedad de reversibilidad
al equilibrio. Esto quiere decir, que al equilibrio, la probabilidad de estar en un estado
i y luego en un estado j, debiera ser la misma que estar al comienzo en j y luego en
i. Lo anterior lo escribimos como

Plor=i; 29 =j]=Plr1=3; zo =1,
lo que, utilizando la expresién de la probabilidad condicional, se traduce en

Plzy =4 ; zo = j] = Plz1 =i | 20 = j] Plwo = j] = P, jq;

Plzy =37 ; xzo=1] =Play =5 | ®o =] Plzg =] = Pj.q;,
teniéndose
P jq; = Pjiqi-
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Si remplazamos P; ;_1¢;—1 por P;_1 ;¢; en la ecuacion (4.8), se tendra

7 1+ 1
Pi_1:¢+Piit1¢i11 = <N> q; + (N) Gi+1 = i,

concluyéndose

N —i
1= —— )@ i €{0,1,...,N —1}.
qit1 (Hl)q i €{0,1, }

De esta forma, todas las coordenadas del vector distribucién al equilibrio pueden ser
determinadas en funcién de la primera coordenada gy como sigue

@1 = Ngo

N -1 N -1

v (e ()
N —2 N -1 N —2

o = (5 (55 (55)s

oo () () (D

determinédndose que
_ (N
q; = i q0,

donde ( ]j ) es el llamado coeficiente binomial N sobre i que vale

(V)=

y se asume la convencién de que 0! = 1. Para finalizar el calculo de las coordenadas
N

gq; del equilibrio, imponemos que Y ¢; = 1 por tratarse de un vector de probabilidad,
i=0

obteniéndose

N Ny
122%’:(]02( ; ) = 2"qo,
=0 i=0

donde la ultima igualdad es debido al Teorema del binomio de Newton. Asi, concluimos
que

1 N .
q’i21v< ; > i€{0,1,...,N}.

Ejercicio 4.11. Si en la caja hay una cantidad par de moléculas, determine el estado
que tiene asociada una mayor probabilidad en el equilibrio.
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4.2.2 Evolucién en un juego de tenis

En el siguiente ejemplo, se desea modelar la evolucién de un juego de tenis entre dos
tenistas que notaremos A y B. El objetivo es poder calcular la probabilidad de que
uno de los dos gane el juego si éste se encuentra igualado 40-40. Esta pregunta podra
ser respondida en la Seccion 4.3 pero comencemos estableciendo el modelo a analizar.
Este ejemplo ha sido obtenido de los textos [2, 4].

Si el juego esta igualado, estado que denotaremos por I, sabemos que en la eta-
pa siguiente s6lo hay dos posibilidades: el jugador A queda en ventaja, estado que
llamaremos V4 o bien, el jugador B queda en ventaja, estado que notaremos Vp. Si
el juego se encuentra en ventaja para uno de los dos jugadores, supongamos para el
jugador A, existen solo dos posibilidades para la etapa siguiente: el jugador A gana el
juego, estado que denotaremos por G4, o el juego queda en iguales, es decir, se pasa
al estado I. Una vez que uno de los dos jugadores ha ganado el juego, éste termina,
por lo que en la etapa siguiente el estado sera el mismo (uno de los dos ha ganado).

Al modelar de manera simple el problema, se puede pensar que la relacion entre las
habilidades para el juego de cada uno de los jugadores no cambia con el transcurso del
tiempo y que, en cada punto, la diferencia entre estas habilidades hace que el jugador
A tenga una probabilidad p €]0, 1] de ganar y el jugador B tenga una probabilidad
qg=1-—p.

Los cinco estados posibles son, entonces, {G 4, Va, I, Vg, Gp}. Consideremos las
variables aleatorias {x}ren, que representaran el estado en el que se encuentra el
juego en cada etapa k. El valor que pueda tomar la variable aleatoria x; depende s6lo
del valor que ésta ha tomado en la etapa (punto) anterior. Por lo tanto, se tratara
de una cadena de Markov y, al no variar las probabilidades durante el transcurso del
tiempo, serd una cadena homogénea, cuyas transiciones se esquematizan en el grafo
de la Figura 4.5.

Ficura 4.5. Grafo asociado a las transiciones en un juego de tenis.
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Si etiquetamos los estados por

a1 = GA
as = Vy
a3 = I
ay = VB
as = G,

tendremos que la matriz de transicién es

1 p 0 0 0

00 p 00
P=| 0 g 0 p 0 |,

00 g 0O

0 00 g1

donde el elemento de la fila ¢ columna j, indica la probabilidad de pasar del estado
al estado «;. Por ejemplo, el cero de la fila 4 columna 4, representa el hecho de que si
el juego se encuentra en ventaja para el jugador B, entonces, en la etapa siguiente, el
juego no puede seguir en ventaja para el mismo jugador. O bien el juego pasa a estar
igualado con probabilidad p, ya que ésta es la probabilidad de que el jugador A gane
el punto, o, el juego es ganado por B con probabilidad q.

Observe que la suma por columnas de la matriz P debe ser igual a uno. Ademas,
los estados G 4 y G son lo que denominaremos mas adelante estados absorbentes, ya
que una vez que el juego se encuentra en uno de esos dos estados, se permanecera ahi.

Recuerde que si calculamos las potencias P* de la matriz de transicion P, el
elemento de la fila i columna j de P, es la probabilidad de ir del estado j al estado
i en exactamente k etapas. Calculemos la matriz P?:

1 p p> 0 0
0 pg 0 p> 0
(4.9) P2=| 0 0 2p¢ 0 O
0 ¢ 0 pg O
0 0 ¢ q 1
El valor 2pq de la fila 3 columna 3 en la matriz P2, indica que la probabilidad de que
el juego quede igualado al cabo de dos puntos, después de estar igualados, es 2pq.
Calculando esta probabilidad de manera alternativa, se tiene

P[l‘gZI‘xO:I]:P[.Il:VA, $2:I|l‘0:[]
+P[J]1:VB, .’L'QZI‘.’,UO:I],
debido a que
[:L‘QZI‘LL'():I]:[LLj:VA, £C2:I|330:I]
U[SL'1:VB, Z2:I|$0:I],
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donde la tltima es una unién disjunta, ya que si el estado al principio es I, entonces
solo hay dos posibilidades para x1: ya sea V4 o V. Al seguir desarrollando la anterior
expresion, se tiene

P[$2=I|{E0:ﬂ
=Plaa=1|zo=1, 21 =Va] Plz1 =Va | 20 =]

+]P>[£C2:I | 1’0:[, x1:VB] ]P[xl:VB | IEOZH
lo cual, por tratarse de una cadena de Markov, se llega a

P[$2:I|l’OZI]:P[l'Q:I|.’£1:VA]P[£B1:VA|£L'0:ﬂ

+Plaa =121 =Vg|Pla1 =Vg | 20 = I] = qp + pqg = 2pq,

obteniendo, por cierto, el mismo valor que se indica en la matriz P? calculada en
(4.9).

Se deja propuesto mostrar que la suma por filas de la matriz P? en (4.9) es
constante e igual a uno.

Ejercicio 4.12. Considerando el ejemplo anterior, responda las siguientes preguntas:

1. Si el juego se encuentra igualado, jcudl es la probabilidad de que el jugador
A gane en dos puntos consecutivos?

2. Si el juego se encuentra en ventaja para el jugador B, ;jcuél es la probabilidad
de que el jugador A gane en cuatro puntos consecutivos?.

4.2.3 Juego de apuestas

Suponga que usted va a un Casino a apostar en su juego preferido. La apuesta en
cada momento consiste en mil pesos, teniendo una probabilidad p €]0, 1] de ganar mil
pesos mas y una probabilidad ¢ = 1 — p de perder los mil pesos apostados. Asuma
que si usted llega a la cantidad de 5 mil pesos usted se retira y, por cierto, si llega a
perderlo todo, no puede continuar jugando. Si usted lleg6 al Casino con 2 mil pesos,
jcudl es la probabilidad de perderlo todo en 6 jugadas? o jcual es la probabilidad de
llegar a la suma de 5 mil pesos? (esta ultima pregunta podra ser respondida en la
Seccion 4.3).

Dado los supuestos, es posible modelar la evolucién de su dinero por una cadena
de Markov, ya que la cantidad que usted tenga en la jugada k solo dependera (aleato-
riamente) del dinero con el que cuente en la etapa anterior. Asi, los estados posibles
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seran
a; = tener 0 peso
az = tener 1000 pesos
as = tener 2000 pesos
ay = tener 3000 pesos
as = tener 4000 pesos
ag = tener 5000 pesos

y la matriz de transicion estara dada por

1 ¢ 00 00

00 g 00O

_ 0O p 0 g 0O
P= 0 0 p 0 g0
000 p 0O
000 0 p 1

El coeficiente de la primera fila, primera columna, indica que si usted llegb a perderlo
todo, entonces con probabilidad igual a 1, se queda en el mismo estado (pues es forzado
a retirarse). De igual manera, en la dltima fila, altima columna, hemos representado
el hecho que si usted gana 5 mil pesos, entonces se retira (implicando que no puede
pasar a otro estado).

Se deja como ejercicio calcular la probabilidad, si se comenz6 con 2 mil pesos, de
perderlo todo en exactamente 6 jugadas. En la préxima seccién introduciremos los
conceptos para poder calcular la probabilidad de obtener los 5 mil pesos y retirarse o
la probabilidad de perderlo todo.

4.3 Clasificacién de estados

Considere una cadena de Markov {zj }ren v @ un estado de los posibles a tomar por
las variables aleatorias xj. Este estado se dice que es absorbente si para cualquier otro
estado [ se tiene

Pagt1 =8|z =a]=Plzy =8|z =0a] =0,
lo que equivale a
Py =a|zg=0a]=1.
El tiempo de retorno al estado « sera la variable aleatoria

T, :=min{k > 1 : z; = a},

la cual indica el tiempo minimo que demora la cadena para caer en el estado a. Por
convencion, diremos que si la variable aleatoria no alcanza jamas el estado «, entonces
T, = +o0.
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Si el conjunto de estados es {a1,aq,...,a,}, dado un estado «; al inicio, la
probabilidad de que en el futuro la cadena esté en un estado «; la expresaremos por

pij = P[Ta, < +o0 | 2o = o],
y notaremos
Yi = P[To, < +o0 | 20 = ] = piis
la probabilidad de volver al estado «; si se ha comenzado en «;.
En caso de que «; sea un estado absorbente, entonces para todo estado 7 distinto
de j se tiene p; ; = 0 ya que a partir de «; la probabilidad de pasar a otro estado es
nula. Por otro lado, si se estd en un estado absorbente «;, la probabilidad de que en

la, etapa siguiente se esté en el mismo estado es uno, y por lo tanto, v; = 1.
Un estado «; se dice recurrente si

v =1

lo que nos dice que casi seguramente a partir de «; se vuelve a «; en tiempo finito. De
esta forma, hemos visto que todo estado absorbente es recurrente, ya que a partir de
un estado absorbente se vuelve a él en una etapa con probabilidad uno. Si un estado
«; no es recurrente, se dice que es transiente, es decir, si 0 < y; < 1.

Si llegase a existir un estado absorbente «;, no es dificil probar que si la proba-
bilidad de ir, en una etapa, de otro estado «; a «; es positiva (iie. Plzy =, | 20 =
a;] = P, ; > 0), entonces, a; es un estado transiente. Esto proviene del hecho que al
ser «; absorbente, se tiene la siguiente inclusion de eventos

1 = | 20 = 0] C [T, = +o0 | 70 = ay,

puesto que si se llega al estado «;, nos quedaremos siempre ahi y, por lo tanto, el
tiempo de retorno a o es infinito. Dada la anterior inclusiéon, obtendremos

Plxy = a; | 20 = ay] = P, j < P[T,, = +00 | 20 = ay]
y utilizando F; ; > 0, concluimos
v =PTa, <40 |zg=0a;]=1-PT,, =40 |zg=0;] <1 -F;; <1
probando que «; es transiente.

Ejercicio 4.13. Demuestre que un estado «; es transiente, si la probabilidad de ir a
un estado absorbente «; en una cantidad k de etapas es positiva. Es decir,

«; absorbente
(4.10) Pfi>0 p = <L
para algin k£ > 1
Para ello, considere la inclusion de eventos
[Th = oy | 20 = o] C [Ty, = +00 | 20 = o]
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Volvamos al ejemplo del juego de tenis introducido en la Seccion 4.2.2. Si el juego
se encuentra igualado, calculemos la probabilidad de que cada uno de los jugadores
lo gane.

A partir, entonces, de g = I, calculemos la probabilidad de que el jugador A
gane. Segun la notacién que ya hemos introducido, esto se reduce a calcular

PlTg, < +oo | 2o = 1],

donde T¢ , es la variable aleatoria que representa la primera etapa en la cual se caera
en el estado G 4.

Si llamamos p{* a la probabilidad del evento [T, < 400 | T9 = a;], se obtiene
directamente que pi! = 1, pues el estado a; = G es absorbente. Por la misma
razén, pi = 0 (el estado a5 = G es absorbente). Calculemos ahora p3', p5 y p4,
comenzando con

Py =P[Tg, < +oo |z = Val.
Dado que xg = V4, hay sélo dos posibilidades para x;. Estas son G4 6 I, por lo tanto,
Py =P[Tg, <400, 11 =Ga | 39 =Va] +P[Tg, < +oo, x1 =1 | z9 = V4,
y asi
p‘24 =P[Tg, <+ | xg=Va, 1 =Ga| Play = Ga | 0 = V4]
+P[TG, <400 | xg=Va, 1 =1 Play =1 | g = V4.
Ya que se trata de una cadena de Markov, se tiene
PTg, <+oo | xg=Va, 21 =G4 =
P[Tg, < +oo | 21 = G4) =P[Tg, < +o0o | 29 = Ga] = pi;
PTg, <+oo | xg=Va, 21 =1] =
PTG, < +oo |z =11 =P[Tg, < +oo | zo = I] = p,

y por lo tanto, dado que p{' = 1, se llega a

ps =p+pip.
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Siguiendo un procedimiento analogo, se tendra

Py =P[Ta, < +o0 | o =1I]
=P[Tg, < +oo | x1=Va] Plzy =Va | zo=1]
+PTG, < +oo | 1 =Vg] Plzy =Vp | g = I
=P[Tg, < +oo | xg=Va] Plzy =Va | xo=1]

+PTe, < +o00 | 2o =Vp]| Play =V | 2 =] prp—ﬁ-pfq.

Por tltimo, se deja propuesto obtener, utilizando igual razonamiento, que pj =
P[Tg, < +oo | zg = Gg] viene dado por

P = pip.

De esta forma, para los valores p3', p‘34 y py tenemos el siguiente sistema lineal de
ecuaciones

Py = p+api
Py = pip+piq
i = pip,
que tiene por solucién
o = p—pd)
2 1 —2pq
R
3 1 —2pq
pd = P’
4 1—-2pq’

Se deja como ejercicio mostrar que los valores anteriores son positivos y menores
estrictos que uno. Esto se obtendré al utilizar la igualdad p =1 — q.

Si llamamos p? a la probabilidad del evento [Tg, < +oo | o = a4], lo que
representa que el jugador B gane si el juego se encuentra en el estado «a;, se obtiene,
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replicando los célculos anteriores,

P = 0
3
B _ q
b2 = 1—2pq
2
B _ q
Il )
4 1 —2pq
p5B = 1.

Ahora podemos responder la pregunta: jcuél es la probabilidad de que uno de los
dos jugadores gane el juego si éste se encuentra igualado?. De hecho, si el juego se
encuentra igualado (i.e. xg = I = a3) se tiene que la probabilidad de que el jugador
A gane es p{ = p?/(1 —2pq). Por otro lado, la probabilidad de que el jugador B gane
es p?’? = ¢*/(1—2pq). Asi, la probabilidad de que uno de los jugadores gane, dado que
el juego se encuentra igualado, es

Pl[Tg, < 4o | xo=I1U[Tg, < 400 | 2o = I]].
Ya que los eventos [Tg, < +o0 | zg = I] vy [Te, < +o0 | zg = I] son disjuntos, se
tiene
P[Tg, <4oo|xzg=IU[Tg, < 400 | 29 = I]]
=P[Tg, <400 | 20 =I] +P[Tg, < 400 | mg = I] = pj +p¥,
lo que resulta

v’ ¢ _ P H2a+a® =2 _ (p+a)’—2pg

1—2pq+1—2pq_ 1 —2pq 1—2pq
Es decir, si el juego se encuentra igualado, con probabilidad igual a uno, éste va a
finalizar, independiente del valor de la probabilidad p (y por ende q).

ps +pf =

Ejercicio 4.14. Si el juego se encuentra en ventaja para uno de los dos jugadores,
muestre que la probabilidad de que éste finalice es igual a uno.

Ejercicio 4.15. Muestre que los estados I, V4 y Vp, son estados transientes.

Ejercicio 4.16. Aplique el mismo procedimiento para, en el ejemplo de las apuestas
introducido en la Seccion 4.2.3, calcular la probabilidad de perderlo todo (llegar al
estado absorbente a; en tiempo finito) si se llego al casino con dos mil pesos (zg = as).
Es decir, si se define p; = P[T,, < +o0|zo = o], establezca el sistema de ecuaciones,
de incognitas p1, p2, P3, P4, Ps YV D6, ¥ Pruebe que ps esta dado por

q2

- 1—2pq’

b3

donde p €]0, 1] es la probabilidad de ganar una mano y ¢ =1 — p, de perderla.



Para un estado «;, definamos ahora una nueva variable aleatoria dada por
Nai = E ]Izk:oc,”
k>0
donde

1 . 1 si zp =05
Te=% L 0 st ox # .

La variable aleatoria N,, nos indica la cantidad de veces (un nimero aleatorio) que
la cadena cae en el estado «; y, por lo tanto,

P[Na, 2 1] zo = o] =P[To, < 400 | 20 = ;] = pi ;-

Obtengamos una expresion para la probabilidad, dado dos estados o y ay, de
que a partir de o; la cadena esté en el estado o; al menos dos veces. Tal evento es
[No;, > 2| xo = @] el cual es equivalente al evento: comenzando del estado o ir al
estado a; en una cantidad finita de etapas vy, a partir del estado «;, volver al estado
a; en una cantidad finita de instantes, lo que escribimos

BE >k>1 tal que xp =2 = o | 29 = ay]

=[Ta, <400 | o =a;]N [Ty, <+00 | xo= 0y
Como se trata de una cadena de Markov, los dos eventos escritos son independientes,
obteniéndose
P[Na, > 2 | o = o] = pi ;-
Inductivamente, podemos probar que
P[Na, >k | 20 = o] = pijyi™t  VE>1,

es decir, la probabilidad de estar en el estado «;, al menos k veces a partir del estado
aj, es igual a la probabilidad de ir a «o; a partir de «; al menos una vez, por la
probabilidad de ir de a; a «; una cantidad de al menos k — 1 veces.

Con lo anterior, podemos calcular la probabilidad de estar exactamente k veces
en un estado o, a partir de un estado «;. Esto es el evento [N,, = k | 29 = a;|. De
hecho, dado que

[No, > k+1]|20=0a;]U[Ny, =k | 20 =0a;j] =[Na, >k | z0 = ]
y, observando que la primera es una unién disjunta, se tiene
P[No, =k | o = oj] =P[Ng, >k | o = oj] = P[Ng, > k+1 | 20 = ]
(4.11)
= pie = Pt = P (1= ).
Para un estado transiente ¢; (i.e. 0 <+; < 1) y un estado «;, calculemos la esperanza
de la variable aleatoria N,,, dado que xg = «y; es decir, el valor esperado del nimero

de veces que la cadena {xj}ren estara en el estado a;, sabiendo que comenzé en el
estado a;. Dicha expresion es la que se da en el siguiente teorema
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Teorema 4.2. Si el estado «; es transiente, entonces

Pi,j .
E(N,, — 1,2,....,n}.
(N L Vel n}

Demostracion. Este resultado es una aplicaciéon del célculo de series. Primero, mos-
tremos que si p € [0, 1], entonces
p
kpt = ———.
Dkt =

k>0

.’E():O[j) =

Definamos por Sy la serie anterior hasta N, es decir,

N
Sy = Z kp*
k=0

N
y recordemos que la serie geométrica E p¥ tiene por valor
k=0

N
K 1— pN+1
Zp  1-p
k=0
Si denotamos por G a la serie geométrica anterior, observe que
Gy +pSy =1+ Sy +NpN+1,
y, por lo tanto,
GN—l—NpN+1 _ 1_pN+1 1 NpN+l
1-p (l-p3? 1-p 1-p
N+1

(4.12) Sy =

Como p € [0, 1] se tiene que pV 1 y Np tienden a cero cuando N — +oo. Pasando

al limite en (4.12) para obtener la expresion de la serie Z kp* se obtiene, entonces
k>0

1 1 p
kp* = - = .
kzzo (1-p? 1-p (1-p)?

Utilicemos el resultado anterior para calcular la esperanza de N,, dado zg = ;. Esta,
por definicion, sera

E(Na, | 20 = aj) = > kP[Na, =k | 20 = aj].
k>0
De la expresion (4.11) se obtiene

E(Na, | 20 =0a;) =Y kpijyi ™ (1 =) = pij(1—7) Y kyf™
k>0 k>0

11— ,
= pz‘,jg > kAt

v k>0
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y puesto que 7; € [0, 1] se tendra
Vi
U
>0 (1 =)
concluyendo
E(Na,

O

El resultado anterior nos dice que a partir de cualquier estado «;, la cadena de
Markov tiene una esperanza de pasar por un estado transiente un ntmero finito de
veces.

En el ejemplo del juego de tenis, se podria haber establecido que el juego va a
terminar (lo gana uno de los jugadores) si éste se encuentra igualado, utilizando el
Teorema 4.2 . De hecho, éste establece que la esperanza del nimero de pasadas por
un estado transiente es un nimero finito de veces. Utilizando la condicién (4.10) es
posible probar que los estados s, a3 y a4 (que uno de los jugadores esté en ventaja
o que el juego se encuentre igualado) son estados transientes y, por lo tanto, lo dicho
anteriormente se puede interpretar como que el juego, en algiin momento, debiera
terminar. De igual manera, en el ejemplo de las apuestas, se puede deducir que se
espera terminar el juego en algiin momento, demostrando que los estados «; con
i =2,3,4,5 (los que representan estar atn en condiciones de jugar) son transientes y,
por lo tanto, se espera pasar por ellos s6lo en un niamero finito de ocasiones.

Ejercicio 4.17. Calcule la esperanza E(N,, |xg = as) en el juego de las apuestas, es
5

decir, la esperanza del nimero de veces que se tendra cuatro mil pesos si se comenz6

con mil.

4.4 Evolucién genética

Para culminar el capitulo aplicando los conceptos y resultados ya introducidos, estu-
diemos un modelo genético de reproducciéon aleatoria de una poblaciéon aislada, en el
transcurso del tiempo. El componente genético de la poblacién se supondra constante
e igual a 2NN genes, donde N es un numero natural mayor a uno. Estos genes son s6lo
de dos tipos que denominaremos A y a.

En la primera generacion (en el instante k = 0) la cantidad de genes de tipo a es
xg € {1,2,...,2N — 1}, por lo que al comienzo hay coexistencia de ambos tipos de
genes, ya que habra xg > 0 genes de tipo a y 2N — xy > 0 genes de tipo A.

Definiremos la variable aleatoria xj; como el numero de genes de tipo a en la
generacion k-ésima?.

Supongamos que la evolucion de genes de tipo a de una generacion a la siguiente
seguird una ley binomial (ver [15, 22| para una descripcion/deduccion de tal ley).

40Observe que el namero de genes de tipo A en la generacion k-ésima se representa por la variable
aleatoria yi 1= 2N — xj.
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Esto es, para i,j € {0,1,...,2N}, la probabilidad de que el nimero de genes de tipo a
de la poblacion en la generacion (k4 1)-ésima sea igual a i, dado que en la generacion
k-ésima hay j genes del mismo tipo viene dada por

- L /oN i\ /2N - 2N7i_. -
(4.13) IP’[kaLazkj]( ; )(2N> < 5N =: P, ;,

donde ( 25\[ > es el coeficiente binomial 2N sobre i que vale

y se asume la convencion de que el cero a la potencia nula es igual a uno.

Asi, la sucesion de variables aleatorias {2y }ren es una cadena de Markov homogé-
nea, cuya matriz de transicion viene dada por la ley binomial (4.13). Esta descripcion
de evolucién genética es conocida como el modelo de Wright-Fisher en honor al ge-
netista norteamericano Sewall Wright (1889-1988) y al bitlogo inglés Ronald Fisher
(1809-1962), quienes propusieron el modelo al comienzo de los anos 30. También esta
representaciéon recibe el nombre de modelo haploide de reproduccién donde no hay
mutacion, ni seleccién, ni inmigracion. Cabe hacer notar que hemos supuesto el hecho
de que los descendientes reemplazan inmediatamente a sus padres en el paso de una
generacion a otra. Un desarrollo mas profundo de este ejemplo se puede encontrar en
[13].

Ejercicio 4.18. Considere N = 2 y escriba la matriz de transicion (de dimension
5% 5). Luego, si se sabe que z¢ = 2, es decir, al inicio hay dos genes de tipo a, calcule,
con ayuda de una planilla de calculo o un programa matematico, la probabilidad de
que al cabo de cuatro generaciones, existan solo genes de tipo A.

Para el desarrollo que se desea realizar utilizaremos una propiedad de niimeros
combinatoriales, la cual se pide demostrar en el préximo ejercicio.

Ejercicio 4.19. Demuestre que para todo n > 1 y para todo j € {0,1,...,n} se
tiene

n - n ] i n—j n—i ‘
4.14 . = =j.
(20 () ) () =
i=0
Para probar lo anterior, puede utilizar la siguiente propiedad
(" Y=p( " 1
i ) i—1 )

Utilicemos (4.14) para calcular el valor esperado o esperanza de las variable alea-
toria xg.
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De la definicién de esperanza se tiene que
2N

E({,Ck+1) = Zﬁp[karl = i]7
=0

y gracias al Teorema de las probabilidades totales (4.1), escribimos

2N
Plxg+1 = 1] ZIP’ Tp1 = tlag = J]P ZPJ xp = 7]
7=0
TR 2N 2N '

o= $s8omm = () () (252)
S () ()

De la expresion (4.14), obtenemos

2 i 2N N =

concluyendo, entonces

E(zk+1) Z]P!Bk—J E(zy).

Lo anterior nos dice que la esperanza de nuestra cadena de Markov es constante en
el transcurso del tiempo. Si se conoce la realizacién del primer evento, es decir, se
conoce la composicion genética de la poblacion al principio y es zg (nimero de genes
de tipo a), entonces se tendra que

E(zi) = zo Vk>1,

lo que equivale a decir que la esperanza de la composiciéon genética a lo largo del
tiempo queda determinada por la composicion al inicio. Lo anterior se conoce como la
ley de Hardy- Weinberg en honor al matemético inglés Godfrey Hardy (1877-1947) y
al fisico aleman Wilhelm Weinberg (1862-1937). Esta ley o principio establece que la
composiciéon genética de una poblacién permanece en equilibrio, mientras no actte la
selecciéon natural ni ningtin otro factor y, ademas, no se produzca ninguna mutacion.

Al calcular la esperanza de nuestra cadena de Markov, se podria deducir que una
poblacion aislada (que es el caso en cuestion) no evoluciona desde el punto de vista
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genético (ya que la esperanza de la composiciéon genética es siempre la misma). Sin
embargo, veremos que tal deduccién es errénea.

Considere un estado j (niimero de genes de tipo a) en el conjunto {1,2,...,2N —
1}. Esto indica que los genes de tipo a y A coexisten. Para i € {0,1,...,2N}, dado
que la probabilidad de pasar de j a a es estrictamente positiva (ver (4.13)), se tiene
que a partir de un estado donde hay coexistencia se puede pasar a cualquier otro
estado en una sola etapa.

Esto no sucede si en una etapa se tiene que la cantidad de genes tipo a es 0 6
2N. En tales situaciones no hay coexistencia de genes, es decir, uno de los dos tipos
ha desaparecido. Ademés, si j =0 6 j = 2N, se tiene que la probabilidad para pasar
de j a cualquier otro estado ¢ es cero, pues de la expresion (4.13) se observa

Plagt1 =i |z =0 =Plegy1 =4 | 2, =2N] =0 vie{0,1,...,2N}.

Estos estados son entonces, absorbentes y, por la relacion (4.10), se tiene que los
estados {1,2,...,2N — 1} son transientes.

En general, requerir la existencia de un estado absorbente para probar que un
estado es transiente en ocasiones no es necesario. En nuestro ejemplo de evolucién
genética esto nos bastara, ya que sabemos existen dos estados absorbentes (i = 0 e
i = 2N) y dado que en los estados j € {1,2,...,2N —1} hay una probabilidad positiva
de ir a los estados absorbentes, concluimos que los elementos del conjunto anterior son
transientes. Asi, el Teorema 4.2 nos dice que se pasara (en valor esperado) por estos
estados s6lo un nimero finito de veces. Dado que los estados 0 y 2N son absorbentes,
una vez que se cae en ellos, con probabilidad igual a uno, el estado seguiré siendo el
mismo.

En resumen, dada una composicion genética zo € {1,2,...,2N — 1} de la po-
blacién al principio, como conclusién del Teorema 4.2, obtenemos que al cabo de un
namero finito de generaciones se estara en el estado 0 6 2V, lo que significa que algin
tipo de gen, ya sea el de tipo a 0o A, habra desaparecido.

Este simple modelo nos muestra, entonces, que una poblaciéon aislada termina
por perder su variabilidad genética, ya que casi seguramente en un nimero finito de
generaciones todos los genes seran del mismo tipo.

4.5 Relaciéon con contenidos de Educacién Media

La definicion de probabilidad, en los cursos més avanzados de Educacion Media,
es por si un contendido que debe ser entregado de manera contextualizada a los alum-
nos. En la monografia de esta misma coleccion [19] se proveen diversas herramientas
para este efecto. Complementariamente, serd posible motivar la introduccién de este
concepto mediante el proceso de modelacién realizado, por ejemplo, con el modelo que
trata la evolucion del Fenoémeno del Nifio o de la reserva forestal descritos al principio
del capitulo.

La introduccién de cadenas de Markov simples, servira también para contextuali-
zar el calculo de probabilidades condicionales. Para ello es posible tratar en el aula el
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ejemplo de la evoluciéon de un juego de tenis. Este, ha sido tomado de la monografia
[4], la cual esta orientada precisamente a estudiantes de Ensenanza Media y donde es
posible encontrar muchos otros ejemplos.

En general, los paseo aleatorios seran un fenémeno en los cuales los estudiantes
comprenderan la naturaleza no determinista, sin necesidad de profundizar en la teoria
de probabilidades. Observe que los ejemplos de la difusion de gases, juego de tenis y
de apuestas, son fenémenos que entran en la clase de paseos aleatorios.

La resoluciéon de sistemas de ecuaciones lineales (Pr = 7), sin la escritura
matricial, puede ser motivada como el célculo de equilibrios de un fenémeno en evo-
lucion aleatorio. En el ejemplo de la reserva forestal con dos o més especies, o de la
difusiéon de gases, si se supone que la cantidad de estados posibles no es muy grande,
la deduccion de los modelos, asi como el calculo de equilibrios, es un procedimiento
que es factible de realizar con sus alumnos.

La modelacién de fenémenos que evolucionan aleatoriamente, haciendo algunas (en
ocasiones muchas) suposiciones, se puede presentar como una cadena de Markov. Para
la construcciéon de las matrices de transicion, se puede proceder como se hizo al inicio
del capitulo. Es decir, a partir de datos que dan cuenta de la transiciéon de un estado
a otro, como en el Fenomeno del Nino, calcular las probabilidades de transicion. El
ejemplo de la lluvia (mostrado en el Ejercicio 4.9), o de algtin otro fendmeno natural, se
presta para ello, pues es facil encontrar informacion estadistica sobre sus ocurrencias.
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