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MARTIN CHUAQUI Y GONZALO RIERA

Presentacién de la Coleccion

La coleccién de monografias que presentamos es el resultado del generoso esfuerzo de
los autores, quienes han dedicado su tiempo y conocimiento a la tarea de escribir un
texto de matematica. Pero este esfuerzo y generosidad no se encuentra plenamente
representado en esta labor, sino que también en la enorme capacidad de aprendizaje
que debieron mostrar, para entender y comprender las motivaciones y necesidades de
los lectores: Futuros profesores de matematica.

Los autores, encantados una y otra vez por la matemaética, sus abstracciones y
aplicaciones, enfrentaron la tarea de buscar la mejor manera de traspasar ese encanto
a un futuro profesor de matematica. Este también se encanta y vibra con la matemati-
ca, pero ademas se apasiona con la posibilidad de explicarla, ensenarla y entregarla
a los jovenes estudiantes secundarios. Si la tarea parecia facil en un comienzo, esta
segunda dimensién puso al autor, matemético de profesién, un tremendo desafio. Tu-
vo que salir de su oficina a escuchar a los estudiantes de pedagogia, a los profesores,
a los formadores de profesores y a sus pares. Tuvo que recibir criticas, someterse a
la opinién de otros y reescribir una y otra vez su texto. Capitulos enteros resulta-
ban inadecuados, el orden de los contenidos y de los ejemplos era inapropiado, se
hacia necesario escribir una nueva versién y otra mas. Conversaron con otros autores,
escucharon sus opiniones, sostuvieron reuniones con los editores. Escuchar a los es-
tudiantes de pedagogia significd, en muchos casos, realizar eventos de acercamiento,
desarrollar cursos en base a la monografia, o formar parte de cursos ya establecidos.
Es asi que estas monografias recogen la experiencia de los autores y del equipo del
proyecto, y también de formadores de profesores y estudiantes de pedagogia. Ellas
son el fruto de un esfuerzo consciente y deliberado de acercamiento, de apertura de
caminos, de despliegue de puentes entre mundos, muchas veces, separados por falta
de comunicacién y cuya union es vital para el progreso de nuestra educacion.

La coleccién de monografias que presentamos comprende una porciéon importante
de los temas que usualmente encontramos en los curriculos de formacién de profeso-
res de matematica de ensenanza media, pero en ningin caso pretende ser exhaustiva.
Del mismo modo, se incorporan temas que sugieren nuevas formas de abordar los
contenidos, con énfasis en una matematica mas pertinente para el futuro profesor, la
que difiere en su enfoque de la matematica para un ingeniero o para un licenciado en
matematica, por ejemplo. El formato de monografia, que aborda temas especiificos



con extensién moderada, les da flexibilidad para que sean usadas de muy diversas
maneras, ya sea como texto de un curso, material complementario, documento bésico
de un seminario, tema de memoria y también como lectura personal. Su utilidad cier-
tamente va mas alla de las aulas universitarias, pues esta coleccién puede convertirse
en la base de una biblioteca personal del futuro profesor o profesora, puede ser usa-
da como material de consulta por profesores en ejercicio y como texto en cursos de
especializacién y post-titulos. Esta coleccion de monografias puede ser usada en con-
cepciones curriculares muy distintas. Es, en suma, una herramienta nueva y valiosa,
que a partir de ahora estara a disposicién de estudiantes de pedagogia en matematica,
formadores de profesores y profesores en ejercicio.

El momento en que esta coleccién de monografias fue concebida, hace cuatro anos,
no es casual. Nuestro interés por la creaciéon de herramientas que contribuyan a la
formacion de profesores de matemaética coincide con un acercamiento entre matemati-
cos y formadores de profesores que ha estado ocurriendo en Chile y en otros lugares
del mundo. Nuestra motivacién nace a partir de una creciente preocupacién en todos
los niveles de la sociedad, que ha ido abriendo paso a una demanda social y a un in-
terés nacional por la calidad de la educacion, expresada de muy diversas formas. Esta
preocupacion y nuestro interés encontré eco inmediato en un grupo de matematicos,
inicialmente de la Universidad de Chile, pero que muy rapidamente fue involucrando
a matemdticos de la Pontificia Universidad Catdlica de Chile, de la Universidad de
Concepcion, de la Universidad Andrés Bello, de la Universidad Federico Santa Maria,
de la Universidad Adolfo Ibanez, de la Universidad de La Serena y también de la
Universidad de la Reptblica de Uruguay y de la Universidad de Colorado de Estados
Unidos.

La matematica ha adquirido un rol central en la sociedad actual, siendo un pilar
fundamental que sustenta el desarrollo en sus diversas expresiones. Constituye el ci-
miento creciente de todas las disciplinas cientificas, de sus aplicaciones en la tecnologia
y es clave en las habilidades basicas para la vida. Es asi que la matemética actual-
mente se encuentra en el corazén del curriculo escolar en el mundo y en particular
en Chile. No es posible que un pais que pretenda lograr un desarrollo que involucre
a toda la sociedad, descuide el cultivo de la matemdtica o la formacién de quienes
tienen la misién de traspasar de generacion en generacién los conocimientos que la
sociedad ha acumulado a lo largo de su historia.
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Nuestro pais vive cambios importantes en educacién. Se ha llegado a la convic-
cién que la formacién de profesores es la base que nos permitird generar los cambios
cualitativos en calidad que nuestra sociedad ha impuesto. Conscientes de que la tarea
formativa de los profesores de matematica y de las futuras generaciones de jévenes
es extremadamente compleja, debido a que confluyen un sinntimero de factores y dis-
ciplinas, a través de esta colecciéon de monografias, sus editores, autores y todos los
que han participado del proyecto en cada una de sus etapas, contribuyen a esta tarea,
poniendo a disposicién una herramienta adicional que ahora debe tomar vida propia
en los formadores, estudiantes, futuros profesores y jovenes de nuestro pais.

Patricio Felmer y Salomé Martinez
Editores
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Prefacio

La geometria ha jugado, desde el comienzo de la matematica, un rol fundamental.
Se distingue de otras areas de esta disciplina por su estrecho vinculo con una intui-
cién basada en la visualizacién, y por la posibilidad de formular problemas que son
muchas veces faciles de entender. El estudio de la geometria fomenta un tipo de ra-
zonamiento dificil de replicar con el dlgebra o el analisis. En el desarrollo moderno de
la matematica, donde las areas especificas se han ido mezclando para formar nuevas
subareas, y subareas de subareas, la geometria, en su totalidad, permanece como una
de las columnas fundamentales. Sus rudimentos euclideos siguen teniendo validez y su
importancia no debe ser dejada de lado, ni en la formacion de las personas en general,
ni en la de los profesores en particular. El estudio de las propiedades de las distintas
figuras geométricas, la construccién de triangulos, sus alturas, transversales y bisec-
trices, y luego la geometria analitica y vectorial, juegan un rol clave en el desarrollo
de la capacidad de anélisis de los alumnos.

Esta monografia se asienta en temas de la geometria que son posteriores a los
iniciales de figuras y construcciones geométricas. Hemos incluido la mayoria de las
demostraciones en detalle, dejando algunas al lector. Se ha tratado de que la mono-
grafia pueda ser leida por un estudiante avanzado en la carrera de pedagogia sin ayuda
de un profesor. Los dos primeros capitulos resultaran mas llanos, mientras que en el
tercero y cuarto se estudian temas que contienen ideas a las que alumnos de pedagogia
probablemente no han sido expuestos. En un curso de un semestre deberian poder
abordarse en su totalidad los tres primeros capitulos, quedando el cuarto, presentado
a manera de un apéndice, eventualmente para un seminario posterior.

El capitulo primero esta dedicado a los rudimentos de la Geometria de Euclides
en el plano, vistos desde el punto de vista del grupo de trasnformaciones que le son
relevantes. Aparecen los movimientos rigidos o isometrias, y las colineaciones que pre-
servan angulos, a saber, las homotecias y las inversiones en circunferencias. Hacemos
énfasis en la descripcion de los objetos geométricos mediante ecuaciones algebraicas,
un hecho de la causa en la geometria analitica. En este juego gana la geometria, por
ser muchas veces el manejo algebraico un mecanismo mas sencillo para demostrar
un teorema o una propiedad, y gana el dlgebra, porque se realza la interpretacion
geométrica en las manipulaciones de las variables.
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El segundo capitulo estd dedicado a los niimeros complejos. Se hace una revisién
del algebra de este cuerpo numérico, para pasar porteriormente a una reformulacion
en este nuevo lenguaje de las trasnformaciones vistas en el capitulo anterior. Las ecua-
ciones adoptan formas més concisas e incluso mas sencillas y se refuerza el principio
anterior del vinculo entre objetos geométricos y un algebra adecuada para su descrip-
cién. En este capitulo se presenta la importante nocién de proyeccién estereografica,
esencial para visualizar el punto al infinito que aparece inevitablemente al estudiar
las inversiones. Se introduce también el grupo de las transformaciones de Md&bius, las
que jugaran un rol preponderante en el modelo de la geometria no euclidiana.

En el tercer capitulo presentamos un modelo para la geometria no euclidiana, el
cual usa en buena parte aspectos desarrollados en el capitulo anterior. El universo
estard constituido por los puntos dentro del circulo unitario del plano complejo, y el
nuevo grupo de isometrias o movimientos rigidos serd un subgrupo del grupo completo
de las tranformaciones de Mobius. Se explica cémo se logra cambiar de una geometria
a otra, simplemente por la manera de medir la distancia entre puntos. Se ha incluido
en este capitulo bastante material relativo al manejo del programa computacional
Cinderella.

Finalmente, en el cuarto capitulo, abordamos el estudio comparativo de las tres
geometrias fundamentales, la plana o euclidiana, la esférica y la hiperbdlica. Esta com-
paracién usard como eje las respectivas leyes trigonométricas, las cuales comparten
muchos elementos comunes. Veremos también cémo teoremas clasicos de la geometria
euclidiana pueden ser reformulados en estas geometrias.

Los autores desean agradecer en primer lugar a los directores del proyecto, Patricio
Felmer y Salomé Martinez por llevar a cabo esta iniciativa, por invitarnos a participar
y por el enorme esfuerzo y dedicacién hacia el proyecto. Agradecemos también a todos
los evaluadores que nos aportaron con criticas constructivas.

18
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Capitulo 1: Transformaciones en el Plano Euclideo

Un concepto fundamental en la geometria de Euclides es el de congruencia: dos poligo-
nos se dicen congruentes si tienen lados y angulos respectivos iguales. En forma mas
intuitiva, se dice que dos figuras geométricas son congruentes si se puede superponer
exactamente una figura sobre la otra. En otras palabras, si al calcar una figura se pue-
de llevar sin distorsionarla hasta hacerla coincidir con otra. Esto requiere de la nocién
de llevar una sobre otra, que en este capitulo se precisa con los conceptos de trasladar,
rotar y reflejar. Estas acciones o transformaciones se denominan movimentos rigidos,
los cuales en su conjunto seran clasificados en el Teorema 1.12.

A lo largo de esta monografia, y en particular durante el primer capitulo, haremos
uso extensivo de la idea algebraica de grupo, la cual se habré estudiado en un curso
previo de estructuras algebraicas. Hacemos referecia a la monografia de esta serie,
Algebm, donde se explica en detalle este importante concepto y donde se presentan
algunos aspectos de la relaciéon entre grupos y la geometria euclidiana. En nuestra
monografia, consideraremos conjuntos de transformaciones del plano como grupo con
la operacién de composicién. A manera de ejemplo, podemos decir que las rotaciones
del plano en torno a un punto comun forman un subgrupo del grupo de movimientos
rigidos. A medida que se vayan introduciendo los distintos tipos de trasnformaciones,
iremos destacando la relacién estructural entre ellas.

El segundo concepto fundamental en Euclides es aquel de semejanza: dos poligo-
nos se dicen semejantes si tienen angulos iguales y lados respectivos proporcionales.
Esto nos llevard en la Seccion 1.2 a extender el grupo de isometrias o movimientos
rigidos para incluir las homotecias, que son transformaciones que preservan la forma o
proporciones de las figuras pero no el tamanio. Completaremos el estudio de los movi-
mientos del plano con la inversién en circunferencias, una transformacion clave tanto
por sus propiedades geométricas (preservan el d&ngulo en que se cortan rectas o circun-
ferencias) como por su relacién con las transformaciones de Mobius fundamentales en
los Capitulos 2 y 3.

1.1 Movimientos Rigidos
1.1.1 Preliminares

Una transformacién del plano es una biyeccién del plano en si mismo. Si f es una tal
transformacion, entonces para cada punto P hay una tinica imagen P’,

fp)y=r,
19



y reciprocamente para cada punto P’ hay una tnica preimagen P. Las rectas juegan
un papel destacado dentro de la geometria euclidiana y veremos que lo mismo sucede
para las transformaciones que las preservan. Definimos una colineacion como una
transformacién que lleva toda linea recta I en una linea recta f(1).

Teorema 1.1. El conjunto de transformaciones del plano forma un grupo. El con-
junto de colineaciones del plano forma un subgrupo de este grupo.

Demostracion. La ley de grupo es la composicion de funciones, esto es,

(feg)(P) = fg(P)).

En otras palabras, un punto P se transforma primero en P’ (por g) y luego este a su
vez se transforma en P” (por f). Demostremos que f o g es sobreyectiva. Si R es un
punto cualquiera, existird un punto @ tal que f(Q) = R pues f es sobreyectiva; a su
vez existe un punto P tal que g(P) = @ pues g es sobreyectiva. Luego (f o g)(P) =
f(g(P)) = f(Q) = R. Demostremos que f o g es inyectiva. Si f o g(A) = f o g(B)
entonces f(g(A)) = f(g(B)) de donde, siendo f inyectiva, g(A) = g(B). Luego A = B
pues g es inyectiva. Entonces f o g es una transformacién del plano.

El elemento neutro es la transformacién identidad definida por id(P) = P para
todo punto P. El inverso es la funcién inversa f~! también biyectiva definida por

Y PHY=P si P =f(P).

Si pensamos que f toma un punto P y lo mueve a una nueva posicién P’ entonces
£~ trae de vuelta el punto P’ a su posicién inicial.

Sean a y B ahora dos colineaciones. Si [ es una recta, entonces 5(l) es una recta
y luego (a0 B)(1) = a(5(1)) es una recta; se deduce que oo 5 es una colineacién. Sea
munarectay P',Q" € m.Si a(P) =P, a(Q) = @', entonces la recta | que pasa por
Py @ tiene como imagen la recta n por P’ y Q’. Se deduce que a~!(m) = [ y, por lo
tanto, o~ ! es una colineacién. O

Como se vera en el Teorema 1.17, las colineaciones del plano que preservan angulo
(concepto a definir en forma precisa mas adelante) son las traslaciones, simetrias,
reflexiones, rotaciones y homotecias. Estudiaremos cada una en detalle pues son el
fundamento de la geometria de Euclides. Un hecho que no demostraremos, es que una
colineacién general (que no preserva dngulos necesariamente) es una transformacién
afin, es decir, una transformacién lineal (invertible) seguida de una traslacién. El
lector interesado podré tratar de probar esto.

1.1.2 Traslaciones

Un método ttil para la comprobacién o la demostracién de hechos geométricos, es
hacer la traduccién a ecuaciones donde podemos descansar en manejos algebraicos.
Debemos pensar en términos geométricos, pero al mismo tiempo ser capaces de tradu-
cir la intuicién a ecuaciones que podamos resolver o interpretar. Un tema subyacente

20
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en toda esta monografia es justamente esa dualidad entre la geometria y sus descrip-
ci6n mediante ecuaciones. Fijemos un sistema de coordenadas cartesianas en el plano.
Una traslacién de vector @ = (a, b) es aquella transformacién del plano que lleva cada
punto P a un punto @ en a unidades més alla en la horizontal y en b unidades en la
vertical. En términos informales, una hoja de papel transparente se desliza sin arru-
garse sobre una mesa, moviéndose cada uno de sus puntos en una misma direccién y
magnitud prescrita. Representamos este movimiento T en términos de las coordena-
das originales (z,y) del punto P sobre la mesa y las nuevas coordenadas (z/,y’) del
punto @ sobre la hoja de papel:

Ts(x,y) = (2',y/)
si
¥=x+4+a , y=y+b.
Teorema 1.2. Para cada pareja de puntos P y Q existe una unica traslacion tal que
T3(P) = Q.
Demostraciéon. El vector ¢ debe satisfacer
q=p1+ta , g@=p+b.

Luego a = ¢1 — p1, b = g2 — p2. Se denota por 1@ a ese vector determinado por Py
Q@ y se tiene

Tsg(P)=Q.
Geométricamente, una traslacion se representa por flechas, todas paralelas y de igual
magnitud y sentido. |

B D Q Y
A c P X

FiGura 1.1. Vectores equivalentes

Notacién. Denotaremos por PQ a la recta por los puntos P, @, por |PQ)| a la distancia
entre ellos, y por PQ al segmento de recta entre ellos.

Teorema 1.3. Toda traslacion es una colineacion. La imagen de una recta l es una
recta Ty (1) paralela a l. Las rectas paralelas al vector U son llevadas en st mismas por
la traslacion.
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Demostraciéon. Sea [ una recta de ecuacion
axr+by+c=0,
y U= (h,k) de tal forma que 2’ = x + h, vy = y + k. Entonces
a(z’ —h)+b(y —k)+c=0,

ar’ + by’ + (c—ah —bk) =0,

lo cual efectivamente corresponde a la ecuacién de una recta paralela a [.
Una recta por el origen que contiene el punto (h, k) tendréd ecuacién

kx —hy =0,
y una recta paralela sera entonces
kx—hy+c=0.

Es inmediato verificar que esta recta es llevada sobre si misma por la traslacién en
por cierto, cada punto de la recta se mueve pero permanece en ella. O

Teorema 1.4. Las traslaciones forman un subgrupo abeliano de las colineaciones.
Demostracion. Por la definicién de suma y resta de vectores es claro que
Ty o T3(P) = Ta(T5(P)) = Tars(P) = Tora(P),
y, ademds, T;'(P) = T_4(P), T5 = id. En términos de coordenadas, si @ =
(a,b), ¥ = (c,d) entonces Tz, tiene expresion
' =x+a+c , Yy =y+b+d,

y Tﬁ_1 se expresa por

¥=x—a , y =y—b.

1.1.3 Simetrias

Para este tipo de transformaciones pensamos simplemente en rotar nuestra hoja de
papel transparente en 180 grados, girando sobre un punto fijo, el origen. Asi, esta
simetria S lleva cada punto P a un punto @, que fue rotado hasta llegar a la posiciéon
opuesta respecto del punto fijo. En términos de coodenadas centradas en el punto fijo
tenemos
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Para definir una simetria respecto a un punto A = (a1, as) cualquiera, utilizamos la
operacion de conjugacion. Esto es, traemos el punto A al origen por To;jﬁ’ aplicamos
la simetria S, y volvemos al punto A por T55 - En total
_ —1
Sa = TO—A> oSo T(ﬂ ,

y obtenemos las ecuaciones de S4 por

T r—a > —r+a = —v+2a =

Yy > y—az = —y+ax = —y+2a =y .

La transformacion S4 toma un punto y lo rota en 180° respecto al centro A.

Teorema 1.5. Toda simetria es una colineacion. La imagen de una recta | es una
recta Sa(l) paralela a l.

Demostracion. La demostraciéon es muy sencilla si apelamos a la representacion
mediante ecuaciones. Si ax + by + ¢ = 0 es la ecuaciéon de una recta, los puntos
simétricos satisfacen

a(—z' + 2a1) + b(—y + 2a2) + ¢ = ax’ — by’ + 2aay + 2baz +c =0,
lo que representa una recta paralela a la primera. (I
El siguiente teorema muestra la aparicién de otro subgrupo del grupo de co-

lineaciones en este capitulo. Se trata de una clase de transformaciones cerrada bajo
la composicién.

Teorema 1.6. La compuesta de una simetria y una traslacion es una simetria. La
compuesta de dos simetrias es una traslacion. Una simetria es igual a su inversa

Sa=Sy"
Demostracién. Las ecuaciones para S o Ty son
¥ =(—x+2a)+a=—x+2(a; +a/2),
Y = (-y+2a2) +b=—y+2(az +b/2),
que corresponden a una simetria respecto al punto
A= (a1 +a/2, az +b/2).
Las ecuaciones para S4 o Sp son
¥ =—(—x+2a1) +2by =z +2(by —ay),
Y = —(—y+2a2) + 2by = y + 2(bs + as),

y, por lo tanto,
SA o SB = TQE .
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Verificamos finalmente que S o S4 = id:

¥ =—(—z+2a1) +2a; =z,

/

Yy =—(—y+2a)+2a=1y.
O

Corolario 1.1.1. La union de las traslaciones y las simetrias forman un subgrupo
no abeliano de las colineaciones.

Demostracién. Sélo falta ver que no es abeliano. Por ejemplo, para A # B

SAOSBZTE , SBOSAZTQZT%#TB-A.

Ejercicios 1.7.

1. Demuestre que T3 = T=p si y solo si ABDC' es un paralelégramo.
2. Sea S4 una simetria. Demuestre que el punto medio entre Py S4(P) es A.
3. Sea M el punto medio del segmento AB. Entonces
a) SmoSa=T;
b) SB o SM = Tﬁ .
4. Demuestre que el producto de tres simetrias es una simetria.
5. Establezca la féormula

SAOSBOSC ZSCOSBOSA.
6. Sean A, B, C tres puntos no colineales y ABC'D un paralelégramo. Probar que
SCOSBOSAZSD.

7. Sean E, F,G tres puntos no colineales. Construya un triangulo AABC tal que
E, F,G sean los puntos medios de los lados.
8. Establezca la férmula

SpoTyp0Sp :Tm.
9. Calcule la imagen de la recta

z—2y+5=0

por

a) la traslacién T3 si A(1,3), B(2, -2);
b) la simetria Sp si P(—4,5).
10. Demuestre que la aplicacién f : Z — (T';3) (el grupo ciclico generado por T'3)

dada por

fn) =T, 13

es un isomorfismo de grupos. ;Cudles son los subgrupos de < T3 >7
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11. En el grupo de las traslaciones y simetrias, jexiste un subgrupo finito con 3 o mas
elementos?
12. a) Escriba una matriz 3 x 3 de modo que la imagen del punto (z,y, 1) sea (x +
a,y +b,1).
b) Escriba una matriz 3 x 3 de modo que la imagen del punto (z,y,1) sea (—z+
2&1, -y + 2b1, 1)
¢) Verifique matricialmente que la compuesta de una simetria y una traslacién
es una simetria y que la compuesta de dos simetrias es una traslacién.

1.1.4 Reflexiones

La representacion del siguiente tipo de transformaciones mediante una hoja de papel
sobre la mesa, exigirda que levantemos la hoja. Se dibuja una recta [ sobre la hoja, se
levanta la hoja y se vuelve a poner de modo que la recta vuelva a su lugar tras haber
invertido la hoja de papel, quedando la cara de abajo del papel, ahora arriba. La recta
[ quedd fija, sin embargo, abajo y arriba fueron intercambiados. Este proceso cambia
el lado respecto de [ del cual estaban los puntos de la hoja. En términos precisos,
sea [ una recta en el plano. La reflexion R; con respecto a la recta [ lleva un punto
P a un punto P’ tal que [ es la simetral del segmento PP’. Esto es, si trazamos la
perpendicular P desde P a la recta [, entonces P’'Q es también perpendicular a [ y
|PQ| = |QP’|. Los puntos @ en la recta | quedan fijos: R;(Q) = Q.

P L

R(P)=P"

R P’
FI1GURA 1.2. Puntos reflejados

Teorema 1.8. Toda reflexion es una colineacion. Toda reflexion es involutiva, esto
€s Rl o] Rl =id.

Demostracion. Primero veremos que toda reflexién es una colineacion. Sea m una
recta que intersecta [ en A. Sea m' la recta que intersecta [ en A tal que [ sea la bisectriz
del dngulo formado por m y m/. Si P es un punto en m, entonces la perpendicular PQ
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intersecta m’ en un punto P’. Se forman alli dos tridngulos con dngulos iguales y un
lado comun; son, por lo tanto, congruentes y entonces |PQ| = |QP’'| y R;(P) = P’.
Luego R;(m)=m'.

Si m es paralela a [ entonces m’ es la recta paralela a igual distancia del otro lado
de ly Rp(m)=m'. De la definicién de reflexién, R;(P’') = P, y luego

RlORl(P):Rl(P/):P.

Ficura 1.3. Tridngulos congruentes

1.1.5 Rotaciones

Nuestra hoja de papel ahora debe rotar en torno a un punto fijo en un angulo de-
terminado, ya sea en sentido horario o antihorario. Sea O un punto del plano y 6 un
angulo orientado. La rotacién Up g de centro O y angulo 6 lleva todo punto P a un
punto P’ tal que LPOP’ = 0 y la distancia de P a O es igual a la de P’ a O.

El siguiente teorema muestra que las rotaciones que fijan un punto, forman un
subgrupo del grupo de colineaciones. El teorema que le sigue describe qué sucede
cuando se componen rotaciones con reflexiones. Se ve que las reflexiones no forman
un subgrupo, ya que la composicién (de dos ellas) puede no resultar una rotacién sino,
una traslacién.

Teorema 1.9. Toda rotacion es una colineacion. La inversa de una rotacion es una
., -1
rotacion UO,O =Uo, —¢.

Demostracién. Sea m una recta que no pasa por O y tracemos la perpendicular
OB desde O a la recta m. Giramos B para obtener B’ y construimos la recta m’
perpendicular a OB’ por B’. Si P es un punto cualquiera en m, construimos P’ en m/
de tal forma que AOBP sea congruente a AOB’P’. Es inmediato que si L BOB’' = 6
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PI

@)

FIGURA 1.4. Una rotacién

entonces £ POP’ = §; se sigue que Rp ¢(P) = P’ y luego Rop, o(m) = m’. Si m es una
recta que pasa por O, m’ es la recta por O que hace un dngulo 6 alli.

@)

FiGuraA 1.5. Rotaciones

Teorema 1.10. La composicion de dos reflexiones Ry y R, es

i) una traslacion sil y m son paralelas;
i) una rotacion sil intersecta m.

Reciprocamente, toda traslacion es la compuesta de dos reflexiones y toda rotacion es
la compuesta de dos reflexiones.

Demostracion. Sean [ y m dos rectas paralelas, A y B dos puntos respectivamente
en [ y m tal que AB es perpendicular a ambas rectas. Afirmamos que R,,,0R; = T3
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FiGura 1.6. Traslacién

En efecto, si P es un punto cualquiera, entonces |PQ| = |QP'| y |P'Q'| = |Q'P”|
implica que |PP"| = 2|ﬁ| (el largo del vector), y puesto que PP es perpendicular

a ambas rectas, PP” = 2AB, demostrando la afirmacién.

Sean ahora [ y m dos rectas que se intersectan en O y forman un angulo « de [
a m.
Afirmamos que

R,oR = UO,2a~

Si P es un punto cualquiera, los tridngulos AOPQ y AOP’'Q son congruentes y
también lo serdén AOP'Q’, AOQ’P”. De la igualdad de los dngulos al centro se obtiene
£LPOP" = 2a, y de la igualdad de los lados sigue OP = OP”, demostrando la

afirmacion.

PII

QI

PI

PAE

Ficura 1.7. La compuesta

O

El siguiente teorema puede sorprender por el hecho de que la composicién de dos
rotaciones de centro distinto puede, en algunos casos, resultar en una traslacién.
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Teorema 1.11. Sean Uo, o,, Vo, 0, dos rotaciones de centros distintos.

i) Si 01 + 02 = 2km con k entero, entonces Up, o, © Vo,, 9, €s una traslacion.
ii) Si 6y + 02 # 2km, entonces Up, o, © Vo, 0, €5 un rotacion de dngulo 01 + 0s.

Demostracion. Sea d la recta que une los centros O1 y Oy y di,ds las rectas que
hacen dngulos 6, /2,605 /2 respectivamente con d en los puntos O1, O3. Denotamos por
R, Ry y Ry las reflexiones en esas rectas. Entonces Up,, 9, = RoR; y Up,, 9, = R20R.
Componiendo se obtiene (abreviando notacién) VoU = (RyoR)o(RoRy) = Reo Ry
pues R? = id. Si 0; + 0, = 2k, las rectas d; y dy son paralelas y, por lo tanto, Ry o R,
es una traslacion. Si 61 4 05 # 2k, las rectas dy y d2 no son paralelas y, por lo tanto,
R5 o R, es una rotacién con centro en el punto de interseccién de ellas; el dngulo que
se forma alli es 7 — (A1 + 02)/2, con dngulo suplementario (6; + 62)/2. La compuesta
de las reflexiones es una rotacion de angulo 61 + 65.

@) @)

1 2

1/2 2/2

FI1Gura 1.8. Centros distintos

O

Definicién 1.12. Una isometria o movimiento rigido es una trasformacion del plano
que preserva distancias, esto es

|PQ| = |T(P)T(Q)]-

Teorema 1.13. Toda isometria es una colineacion. Las isometrias forman un sub-
grupo de las colineaciones.

Demostracién. Sea [ una recta y A, B dos puntos en ella. Entonces, un punto M
pertenece al segmento AB si y solo si

|AM|+ |MB| =|AB]|.
Si A’, B, M son las imdgenes por la isometria, se tiene
|[A'M'| +|M'B'| = |A'B],
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y luego M’ pertenece al segmento A’B’. De igual forma se obtendra que B’ pertenece
al segmento A’M si M estuviera a la derecha de B. La imagen de [ es entonces la
recta I’ que pasa por A’, B'.

Si Ty y T son dos isometrias entonces

[(T1 0o T2)(P) (T1 0 T2)(Q)| = |T1(T2(P)) T1(T2(Q))| = |T2(P) T2(Q)| = | PQ,

y
T (P) T H Q)| = [T (T 1(P) T (T (@) = [PQ) .-
Luego, forman un subgrupo de las colineaciones.
a

Teorema 1.14. Toda isometria estd determinada en forma unica por la imagen de
tres puntos distintos no alineados. Toda isometria es la composicion de a lo mds tres
reflexiones.

Demostracién. Sean A y B dos puntos dados y A’ y B’ sus imdgenes respectivas
por la isometria. Si M es un punto cualquiera del plano, pertenece a la interseccién
de la circunferencia de centro A y radio |[AM| con la circunferencia centro B y radio
|BM|. (Esas circunferencias seran tangentes si M pertenece a AB.)

C
M )

FI1GUuraA 1.9. Isometrias

La imagen M’ pertenecerd a la interseccién de las dos circunferencias de radios
respectivos iguales centradas en A’ y B’. Hay dos posibles posiciones para M’. La
posicién tinica de M’ quedard determinada por la posicién en que se encuentre la
imagen C’; ambas imdgenes estardan del mismo lado de la recta I’, o en lados opuestos
si M y C lo estan.

Sea T ahora una isometria cualquiera y

TO)=0".
Consideramos la reflexién en la simetral del segmento OO’, R(O’) = O, y luego
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AI

FiGuraA 1.10. Bisectriz

Sea A un punto y A’ su imagen por RoT.
Sea S la reflexién en la bisectriz del &ngulo AOA’. Entonces

(SoRoT)(O)=0 , (SoToT)(A)=A.

Sea B un punto tal que el tridngulo OAB sea equildtero. Puesto que So RoT es
una isometria, su imagen B’ serd tal que OAB’ es un tridngulo equildtero.

FiGura 1.11. Puntos imagenes

Hay sélo dos posibilidades:
i) B = B’. Entonces So RoT fija tres puntos y serd, por lo tanto, la identidad:
SoRoT=id , T=RolS.

ii) B # B’. Entonces si U es la reflexién en la recta OA, Uo So RoT(B) =B
y fija ademas O y A. Luego

UoSoRoT=4id , T=RoSoU.
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Ejercicios 1.15.

1.

Demuestre que la simetria en el centro O es la compuesta de dos reflexiones.

2. Sea AABC un triangulo equilatero e I su centro de gravedad. Demuestre que la

N

12.

13.

14.

27

rotacién U(I, —=) es la compuesta de dos reflexiones en las alturas del tridngulo.
Sea ABCD un cuadrado. Si h = g o f, construya h(ABCD) en cada caso
a) f es la reflexién en AB,g es la reflexién en AC;
b) f es la reflexién en AC, g es la reflexién en AB;
¢) f eslarotacién de centro B y dngulo /2, g es la rotacién de centro A dngulo
7/2;
d) f eslarotacién de centro By dngulo 7/2, g es la rotacién de centro D dngulo
/25
e) f esla rotacién de centro A y angulo 7/2, g es la reflexién en AB.

. Sea U una rotacién de angulo 6 y T una traslacién. Sabiendo que U o T' es una

rotacion de angulo 6, construya su centro.

En un tridngulo AABC se sabe que las simetrales Sy, .S3,.S3 de los lados se in-
tersectan en un punto O (el centro de la circunferencia circunscrita). Si se toman
tres rectas S1,S2 y S3 que pasan por un mismo punto O, ;son ellas las simetrales
de algun tridngulo AABC?

Sea U una rotacién que lleva A en A’ y B en B’. Encuentre el centro de la rotacion.
Sea R una reflexién que lleva A en A’. Encuentre la recta de reflexién.

Sea Up, ¢ una rotacién dada y d > 0 un nimero real. Determine el lugar geométri-
co de los puntos A con imagen A’ tales que |[AA’| = d.

. Sea f una isometria que fija un solo punto. Demuestre que f es una rotacion.
10.
11.

Sea f una isometria que no fija punto alguno. Demuestre que f es una traslacién.
Sea f una isometria que fija dos puntos. Demuestre que f es una reflexién o la
identidad.

Demuestre que 2/ = wcosf —ysenf , y' = xsend + ycosf son las ecuaciones
para una rotacién de centro O = (0,0).

Sea T una traslacién que lleva O en A y U una rotacién de centro O. Considerando
T oU o T~! encuentre las ecuaciones para una rotacién de centro A.

Sea [ una recta por O con pendiente tan = m. Considerando U o Ro U~!
encuentre las ecuaciones de la reflexién en .

1.2 Homotecias e Inversiones en Circunferencias

1.2.1 Homotecias

Para la representacion de las homotecias ya no nos sirve la hoja de papel rigido, ya
que debemos estirar manteniendo un punto fijo O en el proceso. Cada punto de la hoja
eldstica ha de alejarse de O o acercarse a O en una misma proporcién, manteniendo las
posiciones relativas. Es como haber tomado una lupa de alejamiento o acercamiento
en torno a un punto fijo. Para la descripcién formal, sea O un punto en el plano y k un
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nimero real. Se llama homotecia de centro O y razén k a la transformacién h(O, k)
que lleva cada punto P a un punto P’ tal que O?’ =kO0

Ql

Q k>0

k <0

Q' P

FiGuraA 1.12. Homotecias

Una homotecia lleva un punto P a un punto P’ en la misma linea recta por O.
Las rectas por O van a sf mismas, y la homotecia inversa es h=1(O, k) = h(O,k™1).
Una homotecia lleva una recta PQ a una recta P'Q’ paralela a ella, pues si estas
rectas se intersectaren habria un punto que va a dar a s{ mismo y luego k£ = 1. Toda
homotecia es una colineacién.

Preservar Angulos. Un concepto importante que aparecerd en esta seccion es el
de transformacion que preserva dngulos, que requiere ser precisado. Es claro lo que
se entiende por el dngulo entre lineas rectas. Cuando dos curvas se cruzan también
forman un angulo, a saber, el dngulo que forman las rectas tangentes en el punto de
cruce. Se dird que una transformacion preserva dngulos, si el angulo entre dos curvas
cualesquiera que se cruzan en el plano, es igual al angulo en que se cruzan la curvas
transformadas.

Teorema 1.16. Una homotecia estd determinada por la tmagen de un sélo punto
distinto del origen.

Demostracion. En efecto, la imagen P’ determina el valor de k. La construccién
geométrica de la imagen de todo otro punto ) consiste en construir la interseccion de
la recta OQ con la paralela a PQ por el punto P’.

Por otra parte, la construccion geométrica de la compuesta de dos homotecias
de mismo centro O, denotadas por h, = h(O,a) y hy = h(O,b) con razones a y b,
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nos lleva a una configuraciéon geométrica muy importante llamada la configuracién de
Pappus. En una recta dibujamos P y h,(P), lo que determina h, completamente, y

en otra Q y hy(Q).

Ficura 1.13. Proporcionalidad

Para construir geométricamente la imagen h,(hy(Q)), trazamos la paralela a
P hy(Q) por lo indicado en el teorema anterior. En cambio, para construir geométrica-
mente la imagen hy(h,(P)), trazamos la recta paralela a Q h,(P). Ahora bien, puesto
que hgohy = hgp (si la distancia se multiplica por by luego por a, en total se multiplica
por ab) se obtiene que

hgohy = hyohg,

y la imagen de la recta PQ serd la recta hqp(P) hap(Q) (si las dos rectas diagonales
son paralelas, lo serdn también PQ y hap(P) hap(Q)). O

Teorema 1.17. La imagen de una circunferencia C por una homotecia h es una
circunferencia C'. Dadas dos circunferencias C' y C' de radios distintos existen dos
homotecias que llevan C en C'.

Demostracion. Por el Teorema de Thales si |OP'| = k|OP| y |0Q’| = k|OQ)| enton-
ces |P'Q’'| = k|PQ)|. Las distancias entre dos puntos se multiplican por k. La imagen
de una circunferencia de centro A y radio r serd entonces una circunferencia de centro
A’ y radio kr.

Puesto que una homotecia preserva el dngulo que existe entre rectas (Thales,
ejercicio para el lector), la homotecia lleva una recta tangente a una circunferencia
por O a la misma recta tangente a la otra. Dadas C'y €’ construimos entonces el
punto O como la interseccién de la linea de los centros con una tangente comun. Hay
una segunda homotecia de razén negativa que se construye tomando las otras dos
rectas tangentes. Si estas circunferencias se intersectan, construimos el centro de la
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Ficura 1.14. Thales

homotecia como aquel punto O’ tal que

<

_ / —
O'A =— A

= |

O

Teorema 1.18. Las ecuaciones de una homotecia h(0, k) de centro O = (a,b) y razdn
k son

¥=kx—a)+a=kr+(1—-k)a , vV =kly—0b+b=ky+ (1—k)b.

Demostracién. Puesto que ﬁ% = (z—a, y—0»), ﬁ’ = (¢’ —a, ¥y —b), de la
definicién de homotecia concluimos que

¥ —a=k(xr—a) , ¥y -b=k(zx-0),
de donde se deduce el teorema. O
El teorema siguiente muestra, entre otras cosas, que las homotecias no forman un
subrgrupo.

Teorema 1.19. La compuesta de dos homotecias de razones k1 y ko es

i) una traslacion si kiks = 1;
ii) una homotecia si kiks # 1.

Demostraciéon. Usamos las ecuaciones para la composicién (x,y) — (2/,y') —
(z",y"), dadas por

(E// = kg(x'—a2)+a2 = kg [kl (1’—@1)+(a1—a2)]+a2 = k2k1x+(—k2k1a1+k2(a1—a2)+a2) s
y" = k‘g(@/—bg)—‘-l& = kg[kl (y—b1)+(b1—b2)}+b2 = k2k1y+(—k2k1b1+k2(b1—b2)+b2) .

i) Si k1ks = 1 la compuesta es una traslacion.
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ii) Si k1k2 # 1 se definen entonces (ag, bg) por
(1 — k‘lkg)ag = ]{?2(1 — k‘1)a1 + (1 — /{32)0,2 s
(]. — klkg)bg = ]Cg(l — kl)al + (1 — kQ)bQ s

y se obtienen las ecuaciones de una homotecia de centro (ag,bs) y razon kiks.
Observemos ademds que, en ambos casos, i) o ii), las homotecias no conmutan en
general.

O

En el siguiente teorema, la exigencia de preservar angulos distingue a las isome-
trias y homotecias de una colineacién cualquiera (transformacién afin).

Teorema 1.20. Toda colineacion del plano que preserva dngulos es la compuesta
de una isometria con una homotecia. Las isometrias son compuestas de refleriones,
rotaciones y traslaciones.

Demostracién. Sea f una colineacién que preserva dngulos y f(A) = A’. Com-
poniendo con T;_}V obtenemos la colineaciéon g = T ;_/1;, o f que fija A. Una recta [
por A ird a una recta g(I) = I’ por A. Componiendo con R, ' obtenemos la colinea-
cién h = R;l o T;_}V o f que fija A y la recta l. Sea B un punto en [ con imagen
h(B) = B’. Componiendo con h;' con k = |AB’|/|AB| obtenemos la colineacién
U = h;l o R;lTﬁ/ o f que fija la recta por A y B y fija, ademads, esos dos puntos.
Si u fija la magnitud pero invierte el sentido de los dngulos, podemos componer por
la reflexién S en la recta AB de modo a tener una colineacién que fija los dngulos en
magnitud y sentido. Si C' es un punto cualquiera fuera de [, las rectas AC' y BC' irdn
a rectas AC’, BC' con angulos iguales £C'AB = {CAB,£C'BA = £CBA. Por lo
tanto, C' debe quedar fijo. Puesto que eso sucede para todo punto C, u = id. Si

h;loRe_loTIZ_:i/of:id,
finalmente
f:TA /OReohk

(eventualmente seguida de la reflexién S si invierte la orientacion). g

Ejercicios 1.21.

1. Sean C'y C’ dos circunferencias de centros A y A’, radios r = 10,7’ = 5 respec-
tivamente. Construya en cada caso el centro de la(s) homotecia(s) que lleva(n) C
en C si la distancia entre A y A’ es igual a d

a) d=4;
b) d = 10;
c) d=18.
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. Sea C una circunferencia, [ y I’ dos rectas que se intersectan en un punto I al

interior de la circunferencia. Encontrar puntos en P € [, Q € C de modo que I

sea la mediatriz (simetral) del segmento PQ.

. Sea C una circunferencia de centro O y A un punto en C. Sea B el punto tal que

0B = %OA v [ la recta perpendicular a OB por el punto B. Encontrar puntos M

enly N en C tales que OAM N sea un paralelogramo.

. Sean [ y m dos rectas secantes y O un punto que no esté en ninguna de ellas.

Encontrar dos puntos A en [, B en m tales que O sea el punto medio de AB.

. En un tridngulo ABC se escogen A’ en AC, B’ en BC con A'B’|AB. Las rectas

AB’ y BA’ se intersectan en I.

a) Demuestre que hay una homotecia h de razén k que lleva Ay Ben A’ y B’
respectivamente.

b) Demuestre que la homotecia h tiene centro I.

. (La circunferencia de los nueve puntos y la recta de Euler.) En un tridngulo

ANABC el centro de gravedad es G, el ortocentro es H y los puntos medios de los

lados BC, CAy AB son A’, B’ y C’ respectivamente. La circunferencia circuns-

crita a AABC se denota por C; y tienen centro O. La circunferencia circunscrita

a AA'B'C" se denota por C] y tiene centro O'. Considere las homotecias que

llevan C; en C/.

a) Demuestre que los puntos G, H, O, O’ estan en linea recta, que Cﬁ = 7%@
y que O’ es el punto medio de OH.

b) La circunferencia C] pasa por los pies de las tres alturas de AABC'y por los
puntos medios de AH, BH y CH.

¢) Los puntos simétricos de H con respecto a los lados de AABC estdn en la
circunferencia C;.

FicurA 1.15. Nueve puntos
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1.2.2 Inversiones en Circunferencias

Recordemos que las reflexiones llevan a puntos simétricos con respecto a una recta
dada. Lo sorprendente es que el concepto de simétrico con respecto a una recta, se
puede extender a simétrico con respecto a una circunferencia. Decimos extender ya
que se puede pensar que una recta es un caso particular de circunferencia, a saber,
una de radio infinito. Para la reflexién en una circunferencia, o asi llamada inversion,
los puntos simétricos estaran a distinto lado de la circunferencia, es decir, uno adentro
y el otro afuera. Un punto P y su imagen @ estaran sobre el mismo radio siempre,
la clave serd la relacién entre sus distancias al centro de la circunferencia: mientras
mas cerca de este centro esté el punto interior més lejos sobre el mismo rayo estara su
simétrico, y vice versa. Las dos situaciones extremas se producirdn cuando el punto
interior coincida con el centro de la circunferencia, y cuando el punto esté sobre el
borde. En el primer caso, su simétrico se escapard al infinito (concepto a precisar més
adelante cuando se vea la proyeccién estereogrifica en el Capitulo 2), mientras que
en el segundo caso, el punto simétrico quedara fijo tal como quedan fijos los puntos
sobre la recta [ cuando consideramos una simetria.

Dada una circunferencia de centro O y radio r la imagen por una inversién en
ella de un punto P es un punto P’ en la recta OP tal que

OP'||OP| = 2.

Tal como es el caso para la reflexion en una recta, se trata de una transformacion
involutiva, es decir, una transformacién que es igual a su inversa. Todos los puntos de
la circunferencia dada son puntos fijos y el centro mismo de la circunferencia no tiene
imagen; veremos mas adelante que se puede considerar su imagen como un punto al
infinito.

Para un punto P interior a la circunferencia, construimos su imagen considerando
la cuerda QR perpendicular a OP. Las dos tangentes a la circunferencia intersectan
la recta OP en el punto P’. Para demostrar lo justo de esta construccién, observemos
que los tridngulos rectdngulos AOPQ y AOQP’ son semejantes y que, por lo tanto,
la razén cateto correspondiente a hipotenusa es igual

0P| _ |0Q,
0Q| ~ 0P|’

por lo cual
|OP||OP'| = |OQ|* = 2.

Si el punto P estd al exterior de la circunferencia, construimos la circunferencia
de didmetro OP que intersecta a la circunferencia primera en Q y R. La cuerda QR
intersecta OP en el punto P’.

Para un punto P exterior a la circunferencia, hay una segunda construccién po-
sible. La circunferencia de centro P que pasa por O intersecta a la primera en puntos
Ay B. Las circunferencias de sendos centros A y B que pasan por O se intersectan
en P’
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AN
s

FIiGura 1.16. Inversién

A

FIGURA 1.17. Inversién con compés

Se justifica esta construccién observando que los tridngulos isésceles AAPO y
AOAP’ son semejantes, pues tienen el dngulo basal LAOP comin. La razén ba-
se/lado implica la conclusién. Si el punto P estd al interior de la circunferencia, esta
construccién solo serd posible si |[OP| > r/2 pues en caso contrario no habra dos
intersecciones distintas A y B.

Teorema 1.22. Sea [ una recta y C' una circunferencia de centro O.

i) Si la recta pasa por el centro O, su imagen bajo la inversion en C' es la misma
recta [.

il) Si la recta no pasa por el centro, su imagen bajo la inversion en C es una
circunferencia que pasa por el centro O.
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FicUrA 1.18. Recta imagen

Demostracion.

40

i)

if)

Esto es claro para cualquiera de las dos construcciones anteriores. Los puntos
en la recta al exterior corresponden a los puntos de la recta al interior de la
circunferencia.

Trazamos, en el caso de la recta [ completamente externa a la circunferencia, la
perpendicular OA a esa recta; sea A’ el punto correspondiente por la inversion.
Afirmamos que la circunferencia de didmetro OA’ es la imagen de [. Sea P
en efecto un punto en [ y P’ la interseccién de OP con esa circunferencia de
didmetro OA’ (Figura 1.18). Los tridngulos rectdngulos AOP’A’ y APAO
tienen un angulo agudo comun y seran, por tanto, semejantes. Luego

|OP'|  |OP'|
oA oA’

por lo cual
|OP'||OP| = |OA||OA’| = 2.

Si la recta [ intersecta a la circunferencia en @ y R consideramos como
imagen la circunferencia que pasa por O, Q y R. Sea P un punto en ! y P’ la
interseccién de OP con esa segunda circunferencia (Figura 1.19) puesto que
los angulos £OQP y £OP’Q subtienden arcos iguales, son iguales. Se sigue
que los tridngulos AOQP y AOP'(Q son semejantes. Asi entonces

OP"] _ 10Q)]

joQl — |oP']’

luego
|OP||OP'| = |OQ|* = 2.
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F1GUrA 1.19. Otra recta imagen

Corolario 1.2.1. Sea C una circunferencia de centro O. La imagen bajo la inversion
en C de una circunferencia C' que pasa por el centro O es una recta.

Teorema 1.23. Sea C una circunferencia de centro O y C' una circunferencia que
no pasa O. Entonces la imagen de C' bajo la inversidn en C es una circunferencia.

Demostracién. Supongamos primero que la circunferencia C no intersecta a la cir-
cunferencia de centro O. Sea A y B los puntos de intersecciéon de la recta por los
centros con C. Construimos las imdgenes A’ y B’ y la circunferencia C" de didmetro
A’B’. Sean Q', P', P y Q las intersecciones de una recta por O con las dos circunfe-
rencias. Observe el orden en que estdn. Afirmamos que la imagen de P es P’ y la de
Q, Q. Para ello consideramos la homotecia de centro O que lleva A’ en B. Su razén

debe ser
_ |0B| _ |OB||OA| _ |OA]

oA r2 - OB’

Esa homotecia lleva entonces b’ en A y la circunferencia entrera IV en I'. Ahora
bien, si desde un punto se trazan secantes a una recta, el producto de los segmentos
es constante. En este caso

k

[0Q'||OP'| = |OB'|0A],

|0Q[|OP| = |OB||OA].
Efectuando el producto queda |0Q||OQ’||OP||OP’| = r*. Pero, puesto que los
puntos se corresponden por la homotecia, se tiene

1
0QII0Q'| = (K|OP')(|OP]) = |OF||OP].

Un instante de reflexién permite ver que la demostracién serd la misma en el caso
que las circunferencias se intersecten. (Il
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F1icuraA 1.20. Configuracién imagen

Teorema 1.24. Toda inversion en una circunferencia preserva angulos.

Demostracion. Recordemos que el dngulo entre dos circunferencias que se cortan,
es igual al angulo entre sus dos rectas tangentes en el punto de interseccién. Sea [ una
recta y m una recta que pasa por O que forma un dngulo . Vamos a demostrar que la
imagen de [, una circunferencia que pasa por O, tiene un dngulo igual a « con la recta
m. Esto bastard, pues un dngulo entre dos rectas cualquiera [ y I’ puede escribirse
como la suma o diferencia de dos dngulos o y o’ con m. Consideramos como antes
la perpendicular OA a la recta [ y la circunferencia correspondiente OA’ de didmetro
OA’. Sean Py P’ las intersecciones respectivas de m con la recta y la circunferencia.

L

Ficura 1.21. Angulos iguales

En la figura, o/ = LOA’P’. Pero los tridngulos rectangulos AOP'A’ y APAO
tienen el dngulo agudo comun, y entonces

LOA'P' = KOPA = a.
42



MARTIN CHUAQUI Y GONZALO RIERA

O

Un haz de circunferencias por dos puntos A, B es el conjunto de todas las cir-
cunferencias que pasan por dichos puntos, un caso degenerado siendo la recta por A, B.

Corolario 1.2.2. Por un par de puntos inversos (simétricos) con respecto a una
circunferencia C pasa un haz de circunferencias ortogonales a C.

)
S

Ficura 1.22. Haz de circunferencias

Demostracién. Sea C’ una circunferencia del haz de circunferencias por dos puntos
inversos Py P’. La circunferencia C’ intersecta a C' en un punto @ fijo por la inversion.
La imagen de C’ bajo la inversién en C es una circunferencia que pasa por @, P y
P’, por lo que debe coincidir con C’; los puntos del arco interior se corresponden con
aquellos al exterior. Un dngulo entre C’ y la circunferencia C' corresponde al dngulo
suplementario, siendo por tanto de 90°. (]

Ejercicios 1.25.

1. Demuestre que la inversién en la circunferencia de centro O y radio r se expresa
en coordenadas cartesianas por la férmula

2 2
rex rTy
F(z,y) = <x2+y2 : x2+y2> :

2. Sea [ la recta definida por la ecuacién

ax+by+c=0, c#0.
Encuentre la ecuacién de la imagen F(I).
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. Sea C la circunferencia definida por la ecuacién

22+ y% 4+ 2ax+2by+c=0.

Encuentre la ecuacién de la imagen F(C).
Demuestre que la inversiéon de una circunferencia que pasa por el centro de inver-
sidn, es una recta paralela a la tangente a ella en el centro de inversion.

. Demuestre que la compuesta de dos inversiones en circunferencias concéntricas, de

centro O, es una homotecia de mismo centro. Reciprocamente, toda homotecia de
centro O es igual a la compuesta de dos inversiones.

. Tres tangentes a una circunferencia de centro I se intersectan en puntos A, B, C.

Demuestre que Al pasa por el circuncentro del tridngulo ABCI. Dibuje la figura
que se obtiene al invertir el tridngulo en ese circuncentro.

Sea ABC'D un rombo y O un punto equidistante de A y C'. Demuestre que O, D, B
son colineales y que |OB||OD| = |OA|?>—|AB|?. Deduzca que si las lineas rectas son
barras rigidas, O esta fijo y los puntos restantes se mueven libremente, los puntos
B y D describen figuras inversas con respecto a una circunferencia de centro O.
Si D se mueve en una circunferencia por O, B se movera en linea recta (Aparato
de Peaucellier).

C

FiGURA 1.23. Aparato de Peaucellier
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Capitulo 2: Transformaciones de Mobius

Los ntmeros complejos fueron por largo tiempo sospechosos en Matematica, pues
si bien se podia pensar en una soluciéon abstracta, puramente algebraica, de una
ecuacién 2 + 1 = 0, no se asociaba una cantidad tal a alguna magnitud fisica como
la longitud de un segmento, un area o volumen. Sélo fue a comienzos del siglo XIX
cuando adquirieron respetabilidad, pues permitieron entender resultados que, vistos
solo con numeros reales, eran misteriosos.

Un hecho clave fue la representacién de los niimeros complejos como puntos del
plano, permitiendo establecer un puente extraordinariamente fructifero entre el alge-
bra y la geometria analitica. Las transformaciones del capitulo anterior aparecen de
manera natural y su descripcién resulta muy sencilla en términos del algebra de los
niumeros complejos. Asi, el Teorema 2.12 clasifica todas las colineaciones que preservan
angulos usando una formulacién algebraica sencilla y concisa. Agregando la inversién
en circunferencias obtendremos las transformaciones de Mdbius en la Seccién 2.2. Es-
tas transformaciones tienen importancia en si mismas, pero a la vez, permitiran luego
estudiar otra geometria, distinta a la de Euclides. Esta geometria no euclidenana con-
lleva el estudio del subgrupo de las transformaciones de M&bius que transforman el
disco unitario como conjunto en si mismo.

Hoy en dia, los nimeros complejos aparecen por doquier en la matematica. El
analisis complejo es el centro de muchas areas fundamentales de la matematica mo-
derna, donde se relacionan ideas que provienen de la geometria, el analisis y el dlgebra.

La primera seccién de este capitulo estara dedicada al dlgebra de los nimeros
complejos y su visualizacion geométrica. En las secciones posteriores se hara la co-
nexién con el primer capitulo, analizando las transformaciones alli vistas desde la
perspectiva de los niimeros complejos.

2.1 Numeros Complejos

2.1.1 El cuerpo de los numeros complejos
Un numero complejo se representa de la forma
z=a+1b,
donde a, b son dos numeros reales. Decimos que a es la parte real de z y se escribe
a = Re(2),
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mientras que b es la parte imaginaria y se escribe
b =Im(z).

En particular, por ejemplo, Re(i) = 0,Im(i) = 1. Cada ntiimero complejo se representa
por un punto en el plano cartesiano, el punto de coordenadas (a,b).

z = a+1b

(o)

Y

Ficura 2.1. Un complejo

Al punto de coordenadas P = (a, b) le corresponde el vector ﬁ de iguales componen-
tes y asi z determina un unico vector en el plano. El eje real es el eje X, son aquellos
nimeros complejos con Im(z) = 0. El eje imaginario es el eje Y, son aquellos nimeros
complejos con Re(z) = 0.

Suma: Si z =a+1iby 2’ = a’ 4+ ib’ son dos ntimeros complejos, se define
242 =(a+ad)+i(b+ V).

El niimero complejo 0 = 0 + ¢0 es el elemento neutro para la suma y el opuesto es
—z = —a — tb. Los nimeros complejos tienen una estructura de grupo abeliano para
la suma. Asi, el dlgebra de la suma de complejos se corresponde con el dlgebra de los
vectores del plano. Existe, sin embargo, una operacién adicional para los complejos,
a saber, el producto.

Producto: Si z = a +iby 2/ = a’ + b’ se define el producto por distributividad,
usando la convencién 2 = —1:

22 = (a+1ib)(a' +ib") = ad’ + iab’ + iba’ 4 i*bb' = (aa’ — bb') + i(ab’ + a'b).
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El ntimero complejo 1 = 1 + 40 es el elemento neutro para el producto y el inverso

multiplicativo de z es
-1 a271b2 , 2 #0.
a’*+b
En efecto, usando suma por diferencia es inmediato ver que z -z~ = 1. Los ntimeros
complejos no nulos tienen una estructura de grupo abeliano para el producto. Si
denotamos por C al conjunto de los niimeros complejos con esas operaciones de suma

y producto, se tiene:
Proposicion 2.1. C es un cuerpo conmutativo.

Demostraciéon. Se deja al lector. |

Observacion 2.1. A diferencia del cuerpo R de los nimeros reales, no existe en C
un orden que sea compatible con las operaciones algebraicas. En efecto, si asi fuese, 4
debiera ser positivo o negativo. Si i > 0 entonces i2 = —1 > 0 imposible pues 1 > 0.
Si i < 0 entonces —i > 0, luego (—i)? = —1, imposible.

Definicién 2.2. Si z = a + ib se llama ndmero complejo conjugado al niimero
Z=a—1b.
Geométricamente Z es el reflejado de z en el eje real (el eje x).

Proposicién 2.3. Se tienen las identidades siguientes:

1 1
i) Re(z) = §(z +z), Im(z) = 2—(z —-Z);
i
i) (z+2)=2z+7;
i) z-2/ =z7'.
Demostracion. Se deja nuevamente como ejercicio al lector. (Il

Definicién 2.4. Si z = a + ib se llama mddulo del nimero complejo al niimero real

positivo
|z| = Va% + b2.

Nétese que |z| corresponde al largo del vector del plano asociado al ntimero z, o
también a su distancia al origen.

Teorema 2.5. Se cumplen las propiedades siguientes:

i) |2] >0y |z| =0 siy solo siz=0;

i) |2|* =27% y [z = |2|;
iii) |22| = |z|#/|.
Demostracion. Otro ejercicio al lector. O
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Teorema 2.6. Se tienen las desigualdades siguientes:
i) [Re(z)[ < |z[, [Tm(z)] < |z];
il) |24 2| < |z| + |2'| (desigualdad triangular).

Demostracion.

i) Tenemos que Va2 +b2 > Va2 = |a| , Va2 + b2 > Vb = [b).

ii) Asi mismo,
2+ 2P =(2+2)Z+7) =22+ 27 + 22 + 27 = |2]® + 2Re(27) + |#)?
< e + 2027 + 127 = |2 + 22012 | + |22 = (2] + |2])2.

Interpretaciéon Geométrica: Dado que la suma de los nimeros complejos coincide
con la suma vectorial, la desigualdad triangular expresa que la suma de las longitudes
dos lados de un triangulo es mayor que el tercero.

A zZ+ 2z A z-Z

FIiGURA 2.2. La suma y resta

En cambio, la distancia de z a 2’ es igual a

|z—z/|:\/(a—a’)2+(bfb’)2.

Forma Polar de un Nimero Complejo: Llamaremos argumento de un nimero
complejo z

Arg(z) =146
al dngulo entre el vector z y el vector (1,0). Este dngulo no estd inicamente determi-
nado ya que se puede cambiar en cualquier miltiplo entero de 27. Esta indefinicién en
la determinacién del argumento de un niimero complejo, mas alld de ser una dificultad,
es origen de importantes conceptos matemaéticos en el andlisis complejo.
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D
m R

Y

FicurA 2.3. Representacion polar

Si r = |z| entonces se obtiene del tridngulo rectangulo definido por z y el eje real
que
a=rcosf, b=rsen 0, z=r(cosf+isen8).
Definicién 2.7. Se define

¢ =cosf+isenf, OcR.

La férmula
z=re? | r=|z|, 6= Arg(z)
se llama la forma polar del niimero complejo z.
Esta definicién de exponencial es consistente o se puede comprobar usando el
desarrollo en serie de la funcién y = e® con x = 6. Separamos en la serie las po-

tencias pares de i6 (que dardn términos puramente reales) y las impares (que darén
términos puramente imaginarios) para llegar a la definicién dada.

Proposicién 2.8. La funcién €' tiene las propiedades siquientes:
i) et0+p) — oifgiv 7 ei(0—v) — eie/ew_
ii) eif =e ", || =1;
iii) ¢ =1 siy solo si 0 = 21k con'k en 7 , etH0+2km) — it
Demostracion.
i) Tenemos
¢0+9) — cos(0 + ) + isen(d + @)
= (cos @ cos p — senfsen ) + i(sen f cos ¢ + sen p cos
0 cos p Oseny) + i 0 pcosl
= (cos @ + isen @) (cos ¢ + sinp) = e .
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La segunda afirmacién sigue de
eiapei(Ofap) _ ew ]
ii) Ahora
€if = (cosf + isenf) = (cos @ — isenf) = cos(—0) + isen(—0) = e'=9)
La segunda afirmacién sigue de
i0)2 = ¢if . 510 —

|€ 10'6_102610:1.

iii) Tenemos que e*’ = 1 si y solo si senf = 0y cosf = 1.
O

Corolario 2.9. La aplicacion § — € es un homomorfismo sobreyectivo del grupo

aditivo de los numeros reales en el grupo multiplicativo de los nimeros complejos de
modulo 1.

Algunas consecuencias de la forma polar son las siguientes:

Formulas de Euler:

1 . 4 1 . ,
cosf = 5(6’9 +e7 ), senf = 2—1,(6“9 — e,

Estas férmulas se deducen del teorema anterior pues cos @ = Re(e'?) y sen 6 = Im(e®?).

Producto Geométrico: El producto 2z’ de dos niimeros complejos tiene por médulo
el producto de los médulos y por argumento la suma de los argumentos

. ’
22 =y 010

Es preciso observar que si —m < 6 < 7, —7 < 6’ < 7 la suma no tiene por qué estar
en el mismo intervalo, pero bastard sumar o restar 27 a 6 + 6’ para quedar en ese
. . 7 y / .

intervalo; ello no cambiarg el valor de ¢!(?t9) . Es decir,

Arg(z2') = Arg(z) + Arg(2') + 2k
con k=0,10—1.

Férmula de Moivre (1722): Para todo n € Z y todo 6 € R se tiene

(cos @ + isen )™ = cos(nf) + isen(nd).

En efecto, esto equivale a (¢?)" = ¢™? férmula vélida pues esa funcién es un homo-
morfismo de grupos. Como consecuencia obtenemos el siguiente teorema acerca de las
raices de la unidad.
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Teorema 2.10. La ecuacion z™ =1 tiene n soluciones en C y son las siguientes:

2kmi

Zp =€ n , k=0,1,...,n—1.

Estas n raices de la unidad forman un grupo ciclico de orden n y
n—1
Z ZE = 0.
k=0

Demostracién. Sea z, como dado en la férmula. Entonces

(Zk)n _ (62"”7”)71 — p2kmi _

Esto implica que
2P=1=(z—20)(z—21) (2 — 20n-1),

donde 7y = 1. Igualando los coeficientes de 2"~ ! se obtiene el resultado para la suma

de las raices. O

Corolario 2.11. La ecuacion 2™ = w = re? tiene n soluciones en C y son
0
2k = we "2k
donde z;, es una raiz n-ésima de la unidad.

El caso de las raices cuadradas merece una mencién especial. Las dos raices cua-
dradas 21,22 de w = a + ib = re'? son

2 =re?? | o =—\r, e?2.

Usando las férmulas para cos(6/2), sen(6/2) obtenemos cuando b > 0

r+a L jr—a
\/E—ﬂ:\/Q +Z\/2

con 7 = va? + b2. Observemos finalmente que, en general,

Vaw # V2w,

aunque difieren a lo més en el signo. Ello se observa con z = —1,w = —1 pues

V—1=1i1=1.

Ecuaciones de Rectas y Circunferencias: Como primera aproximacién, para tra-
ducir el lenguaje de la geometria euclidiana del primer capitulo a nlimeros complejos,
veremos cémo se reformulan las ecuaciones de rectas. En la ecuacién de una recta

ax+by+2x=0,
observamos que la expresién ax + by es la parte real del producto
(a+b)(x — iy).
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Con las notaciones a = a + @b, z = x + iy, la ecuacién de la recta se escribe entonces
como
Re(az)+¢=0,
0 sea,
az+az+ =0,
con 8 = 2c¢ (un numero real). El vector a es ortogonal a la recta.
En cuanto a una circunferencia, utilizamos su definicién como el lugar geométrico
de los puntos z tales que su distancia a un centro z es igual al radio R. En férmula,

|z — 20| =R,
o bien elevando al cuadrado
|z — 202 = (z — 20)(z — z0) = R?,
zZZ4+az4+az+ =0,

con a = —zg, 3 = |20/ — R2. El hecho de que estas dos ecuaciones sean similares no
es coincidencia y su importancia se vera luego.

Ejercicios 2.12.

1. Calcule el resultado de las siguientes operaciones:
a) (34+59)(2i+1)(3i —4);
3-2i | A4 .
b) $=5 + 24J-r3z' )
c) (144)3(3+ 7).
2. Resuelva el sistema de ecuaciones

z — 2iw = 51,
22— (1+1)w=1+3i.
3. Demuestre la desigualdad
[[21] = [22]] <21 — 22].

4. Demuestre que
2+ w| = [z] + |w]
si y solo si existe t < real, t > 0 tal que w = tz.
>

5. Demuestre que
n
<D Ll
k=1 k=1

6. Encuentre el lugar geométrico de los puntos z tales que

n

|z 4+ 141 = |z —2i4|.
7. Demuestre que si |a| =1y a # b entonces
a—>b
1—ab

=1.
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. Establezca la férmula
|2+ wl* + |z — w]? = 2[2] + 2|w|?,

y enuncie el resultado geométricamente.

. Encuentre el lugar geométrico de los puntos z tales que

z—4

=2.
z+ 21

. Escriba los siguientes nimeros en la forma polar:
a) —2+42i ;

b) (—1+i)e3mi/4;

¢) (-1+V31i)°.

. Calcule las raices indicadas:

a) raices cuadradas de i;

b) raices ctbicas de —1;

¢) raices quintas de 1.

. Resuelva las siguientes ecuaciones:
a) 22+22+1—i=0;

b) 224 —3224+4=0.

. Escriba en forma polar los niimeros

V6 —iv2

=" VS =1—i.

2

Deduzca la forma polar de z1/z2 y obtenga el valor de cos(w/12), sen(w/12).
. Utilice las formulas de Euler para obtener las férmulas

2cosacosb = cos(a + b) + cos(a —b),
2senasenb = cos(a — b) — cos(a — b),
2senacosb = sen(a + b) + sen(a — b).

. Demuestre que

cos(56) = cos® § — 10 cos® fsen?d + 5 cos fsen’d .

. Utilice las identidades
1 1 1 1
cosf==-(u+—-]), senf = — u— —
2 U 21 u
con u = ¢ para obtener

1
cos® 0 + sen®f = a(cos 860 + 28 cos 46 + 35) .

. A partir de la suma geométrica

n
Zn+1

1_
2 A=
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obtenga la identidad

m ‘ 1 sen((n— %)0)
D cos(kt) = 5 — =5 T

k=0
18. Sean z1, 22, 23 tres puntos tales que |z;| = 1. Demostrar que z; + 23 + 23 =0si y
solo si los puntos son los vértices de un triangulo equilatero.
19. Considere el conjunto M de matrices
A_< Ty ), z,y € R.
—y =z
Demuestre que la biyeccion
r+iy<+— A

es un isomorfismo para la suma y el producto.
20. Encuentre todos los nimeros complejos de médulo 1 tales que

21+ 20+ 23 = 212923 = 1.
2.1.2 Transformaciones del Plano y Nimeros Complejos

Una transformacién del plano es una biyecciéon del plano en si mismo. Puesto que
cada punto del plano corresponde a un nimero complejo z en C resulta que toda
transformacion es una biyeccién

de C en C. Cada una de las transformaciones consideradas en el primer capitulo
tendrd una representacién sencilla en el lenguaje de los niimeros complejos.

Traslacién: Sea « un vector dado, que se corresponde con el nimero complejo zy por
OP, = 4. Acd hemos identificado los nimeros complejos 0, zyg con los puntos O, Py.
Entonces la traslacién en 4 se escribe

T(z)=z+2z.

Si se consideran las partes reales e imaginarias, el lector podra comprobar de inmediato
que esta ecuacion coincide con las férmulas de traslacién vistas en el primer capitulo.
Observe como una sola ecuacién compleja comprende las dos ecuaciones reales que
definen una traslacién. El grupo de las traslaciones es entonces isomorfo al grupo
aditivo de los nimeros complejos pues

(T'oT)(2) =T (T(2)) =T(2) + 25 =2+ (20 +25) , T 2) =2 — 2.

Rotacién: Sea 6y un angulo fijado. Si escribimos un nimero complejo en su forma
polar z = re* entonces

00z — pei(0+bo)

54



MARTIN CHUAQUI Y GONZALO RIERA

La rotacién de angulo 6 y centro en el origen se escribe como

R(z) =%z,
Observamos que, en coordenadas cartesianas, esto dard las mismas férmulas para una
rotacién que vimos en el primer capitulo. Por otra parte, si consideramos la traslacién

T de vector zg entonces
R 0, = ToRoT™ !

es una rotacién con centro zy (llevamos zg al origen con T~! rotamos con R, y
volvemos al punto original con T). Explicitamente
i i0) i)
Rzo,%(z) = [eZ O(Z - ZO)] +2z0 = ez + Zo(l — e 0) .
Una rotacién se expresa entonces como
R(z) =€z + b,

en la que el centro de la rotacién (o punto fijo) es b/(1 — €*%). La compuesta de dos
rotaciones se obtiene por

R o R(z) = €% (e%z + b) +
= ¢!0+00) 5 4 (1 + ¢%0b) .
Si 0 + 6y = 27 es una traslacién, una rotacién si no; el centro de esta rotacién serd
b+ e
1 — ¢il65+00) °

Si 0y = 27 /n, dejamos como ejercicio al lector comprobar que los puntos

2k 2k7

RF(zo4+1)=e"n (20+1) +20(1 —e™n)
seran los vértices de un poligono regular de n lados con centro zy. Las rotaciones
{id, R, R*,--- ,R"'}

son un grupo ciclico de orden n.

Simetria: Recordemos la definicién de simetria como aquella trasnformacion que fija
el origen y manda cada punto a su simétrico con respecto a este punto. Asi, una
simetria con centro en el origen se escribe

S(z) = —z.

Para determinar la simetria con centro zy debemos primero trasladar zy al origen,
realizar alli la simetria ya vista, y luego trasladar de vuelta a zy. La representacion
estd dada entonces por la composiciéon de estas operaciones, como

ToSoT !,
lo que entrega en férmula
Si(2) =—=(2—20)+20=—2+22.
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Una simetria es un caso particular de una rotacién, es una rotacién de angulo 6y = .

Reflexion: Sabemos que la reflexién en el eje real cambia de signo la coordenada y
del punto. En lenguaje de niimeros complejos, esto estard dado simplemente por

Uiz)=z%.

Si L es una recta por el origen que hace un angulo 6y con el eje real, debemos hacer un
juego similar al hecho para definir rotaciones en torno a un punto zy. Ahora rotamos
primero de modo que la recta [ quede horizontal, hacemos la reflexién, y volvemos a
rotar la recta a su posicién original. Asi, la reflexion en [ es la composicién

RoUoR™!,

lo que da en férmula
Ui(z) = €% (z e=i00) = 207
Si, mas generalmente, [ es una recta por zy que hace un adngulo 6y con el eje real,
entonces la reflexién en [ es
TolUoT !,
obteniéndose la férmula general de una reflexién
U(z) =e*z 4 ¢,

donde ¢ = zy — €2 z,. Podremos recobrar en forma compleja el siguiente teorema.

Teorema 2.13. Las traslaciones, rotaciones y reflexiones conforman el grupo de
isometrias del plano complejo.

Demostracién. Observamos que todas ellas se escriben T'(z) = Az +b con [A| =10
bien T(z) = AZ 4+ b en el caso de una reflexién. Luego

T(2) = T()| = [(Az +b) = (A2 + b)| = [Mz = 2')[ = |2 = 2],

y para una reflexién

IT(z) - T()| =z — 2| =]z — &
Ademaés, es inmediato verificar que la compuesta de dos tales transformaciones es
de la misma forma y que la inversa también lo es. Las isometrias que preservan la
orientacién son un subgrupo formado por las transformaciones T'(z) = Az + b. O

Observe lo sencillo que ha sido representar los movimientos rigidos del plano en
en lenguaje de los nimeros complejos. Agregamos ahora las homotecias.

Homotecia: Una homotecia de centro O y razén k se escribe
H(z)=kz , keR,
y si estd centrada en zg se escribe

ToHoT 1},
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H, (2)=kz+ (1—-k)zp.

Recordando el Teorema 1.17 sobre colineaciones obtenemos:

lo que entrega la férmula

Teorema 2.14. Toda colineacion del plano que preserva dngulos se escribe
T(z)=az+b
para dos numeros complejos a y b.
Demostracién. Si escribimos a en su forma polar a = rge’® entonces
T(z) = e (roz) + b

es la compuesta de una hometecia de razén rg con una rotacién de angulo 6y. Sia =1
es una traslacion sin punto fijo. Si a # 1 el unico punto fijo satisface

azop+ b=z,

es decir,

O

Podemos verificar directamente que T'(z) = az + b lleva una recta en una recta y
una circunferencia en una circunferencia. En efecto si

zZ+az+az+ =0
es la ecuacion de una circunferencia, entonces w = az + b satisface la ecuacién

—bw-—-1> —b —b
w w_ +dw +aw& L B=0,

a a a
es decir,
wWw _ _
— +az+dz2+5 =0,
2
|al
o)

wi + |al*@’z + |a]?d’Z + |a]*B =0,
con |a|?f’ real (que se puede calcular).

Inversiones en Circunferencias: Si consideramos la inversién en la circunferencia
de centro O y radio r = 1 se debe tener

Z=kz , k>0
y |2]|7’| = 1. Luego k = 1/|z|%,2' = 2/|z|? y, por lo tanto,
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representa la inversién en la circunferencia unitaria. Si C' es una circunferencia de
radio r y centro O, consideramos la homotecia H que lleva la circunferencia unitaria
en la dada, y repetimos el proceso ya hecho anteriormente: llevar C' a la circunferencia
unitaria, invertir, y luego volver a C. Con esto, la inversién en C' es

HoloH™ !,
con expresion
r2
I.(2)=—.
() =2

Si C' tiene centro en zy debemos trasladar al origen, invertir, y luego volver. La férmula
se obtendra de
Tol,oT !,
siendo T la traslacion en cuestion. Esto resulta
! T2
Z=——+%.
Z— 20

Las propiedades de una inversion se obtienen facilmente usando niimeros comple-

jos. Por ejemplo, si consideramos una recta

az+az+p=0 , BER,

su imagen bajo la inversién en una circunferencia de centro O y radio r debe cumplir
wZ = r2, es decir,

ar? ar?

—+—+4+5=0,
w w
(@r®)w + (ar®)w + pww = 0.
Si B = 0, esto es si la recta inicial pasa por el origen, su imagen es ella misma. Si
B # 0, esto es si la recta inicial no pasa por el origen, su imagen es la circunferencia
de ecuacion

Ejercicios 2.15.

1. Escriba en cada caso la férmula f(z) para la transformacién indicada:
a) f es la traslacién de vector (—1,3);
b) f es la homotecia de centro 2 —i y razén —3;
c¢) f es la homotecia de centro 1+ ¢ y razén 1/2
d) f es la rotacién de centro 2 + 4 y dngulo 7/2;
e) f esla rotacién de dngulo —7/3 y centro 1 — 3i;
f) f eslareflexién en la recta y =z + 1;
g) f esla inversién en la circunferencia de centro i, radio 2.
2. Identifique en cada caso la transformacién, cuya férmula se da:
a) 2/ =—z+1;
b) 2/ =2z —1;
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c) 2 =iz+2;

d) 2 = —1-;i\/§z i
r_ 14i g

e) z =54
! z

f) 2/ = Z5.

3. Demuestre que la compuesta de dos homotecias de razones k1 y ko es una traslacién
o una homotecia.

4. Demuestre que la compuesta de dos reflexiones es una traslaciéon o una rotacion.

Determine una condicién necesaria y suficiente para que dos rotaciones conmuten.

> o

a) Demuestre que si =% = 1%‘/5 entonces los niimeros a, b, ¢ son vértices de un
tridngulo equilatero.
b) Demuestre que a, b, ¢ son vértices de un tridngulo equildtero si y solo si

a?+ >+ =ab+bc+ ca.

7. Sobre los lados BC,C A y AB de un tridangulo se construyen en su exterior tridngu-
los is6celes BCA',CAB’ y ABC' rectdngulos en A, B'y C’; I, J, K son los medios
de los lados BC,CA y AB. Consideramos un sistema de coordenadas tales que
I=0,ByC sonreales B=—b,C =by A es un nimero complejo a.

8. a) Calcule los puntos J y K y luego A’, B',C’ como nimeros complejos.

b) Demuestre que existe una rotacién de éngulo /2 que transforma A’ en C'y
B’ en C'.

c¢) ;Qué representa la recta CC’ en el tridngulo A’B’C’? Deduzca que las rectas
AA’, BB',CC’ se intersectan en el ortocentro de AA’B'C".

2.1.3 La Proyeccién Estereografica

Es conveniente y nos serd muy util en la préxima seccion, agregar al conjunto C de
los nimeros complejos un punto ideal que represente un punto al infinito denotado
por oco. Cualquier camino o curva en el plano complejo que se aleje cada vez mas del
origen (o de un punto fijo determinado) es una camino que lleva al punto del infinito,
independiente de la direccién de la curva. Se puede imaginar en envolver el plano
sobre una esfera, quedando todo lo que esté infinitamente lejos sobre el polo norte.
Este procedimiento se puede visualizar a través de la proyeccion estereografica, en
la que identificamos este nuevo plano complejo extendido con la esfera unitaria en
tres dimensiones. Esta ltima es la llamada esfera de Riemann. Desde el punto de vis-
ta operatorio, las leyes algebraicas se pueden extender con las siguientes convenciones:

i) a+ 00 =00+ a= oo para todo a € C;

ii) b-oo=00-b=o00 paratodo b#0,beC,;

iii) 00 - 00 = 00,a/0 = oco(a # 0) = 0,b/co = 0 para todo b € C.
Sin embargo, no se pueden definir co 4+ 00, 000, 0/0, co/cc.
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Para visualizar el punto del infinito, consideramos la esfera unitaria
2 2 2
S ={(z1,72,73) €R® : 23 + 23 + 25 =1}.

Desde el polo norte N = (0,0, 1) consideramos la linea recta por N y P que intersecta
al plano x3 = 0 en un punto z. Identificamos el plano z3 = 0 con C (ver Figura 2.4).
Los puntos de la recta por N y P son

(1—t)P+tN = ((1—t)zy, (1 —t)za, (1 —t)zs +1).

Esta recta intersecta el plano horizontal si
T3

1-1¢ t=0 t=
( Jxs + ; I

y obtenemos la proyeccion

T1 + 122

7=
1—{,63
N

N
N
FIGURA 2.4. Proyeccién estereografica

De esto podemos calcular a su vez
2 2 2
122 = xi+ay;  1—x3  l4uag

o (1—3;‘3)2 o (1—3?3)2 o 1—33‘37

y encontrar asi las féormulas inversas

IRERE! z4+Zz z2—Z

SECE R

TIHRP TR
Con esta correspondencia P <— z todo punto del plano complejo corresponde biyec-
tivamente a un punto de S\ {N}. Se puede entonces asociar oo con el polo norte N,
con lo cual

CU{o0}=S.

Los puntos del hemisferio inferior corresponden al interior del disco unitario,
|z| < 1,y los puntos del hemisferio superior corresponden al exterior del disco unitario,
|z| > 1. Geométricamente se puede ver que las rectas en C corresponden a circulos en
S, circulos que pasan por NN, mientras que circunferencias en C corresponden a circulos
en S que no pasan por el polo N. Para lo primero, considere el plano inclinado que pasa
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por N y que contiene a una recta [ en C. La interseccion de este plano con la esfera
unitaria dard precisamente el subconjunto en la esfera que le corresponde a la recta [
bajo la proyeccion estereografica. Esta interseccién es justamente un circulo que pasa
por N. La segunda afirmacién también se puede visualizar de manera similar, aunque
no tan directamente. Para demostrar analiticamente estas proposiciones consideramos
un circulo en S como la interseccién de un plano con S:

2 2 2
11 + aoxe + azxrs = 3, ]ty +a3=1.

El plano pasa por N siy solo si ag = . Si reemplazamos en la ecuacién del plano las
expresiones en términos de z obtenemos

on(z+2) +az(z — 2) + sz — 1) = B(l= +1),

(s — B)|2)* + (a1 —iag)z + (1 +ia)z —az — B =0.
Si a3 = f3, esto es la ecuacién de una recta en C; si g — 8 # 0, es la ecuacién de una
circunferencia.
Recordemos las coordenadas esféricas de un punto (z1,z2,x3) en el espacio, ex-
presadas en términos del d&ngulo polar 6 y del dngulo ¢ que el vector (21, o, 23) forma
con el eje Z positivo. Tenemos que

1 = sen y cos 6, To = senpsenb, T3 = COSp,

donde podemos tomar — 7 <6 <7, 0 < <.
Puesto que el tridngulo OPN es isosceles se obtiene L{ONP = (m — ¢)/2 y luego en
el tridngulo NOZ, tan(m — ¢)/2 = |z|. Obtenemos entonces la forma polar de z:

. 1 .
z = [tan(m — ) /2)e? = ———— ¥
tan(¢/2)
La rotacion en el espacio en el eje x con un angulo igual a 7, que intercambia el
hemisferio superior con el hemisferio inferior, se expresa en coordenada esférica por

P(G,(,D) _>P/(_977T_<P)a

lo que da la transformacién

Esta rotacién es involutiva en el espacio e intercambia el polo norte con el polo
sur. Esto se refleja en el plano complejo por esa transformacion que intercambia 0 con
00. Si queremos ver qué sucede con el dngulo de interseccién o con la convergencia
de una sucesién en oo, hacemos el reemplazo z/ = 1/z y miramos qué sucede en el
origen. Con esta transformacién el punto al oo no se distingue de otro punto de C, lo
que es evidente en la esfera S, llamada la esfera de Riemann.
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Ejercicios 2.16.

1. Demuestre que P y P’ son dos puntos diametralmente opuestos en S si y solo
sf z2/ = —1.

2. Un cubo tiene sus vértices en S y aristas paralelas a los ejes de coordenadas.
Encuentre las proyecciones estereograficas de los vértices en C.

3. Sean P, P’ puntos sobre la esfera S y z,z’ sus imagenes bajo la proyeccion este-
reogréfica. Muestre que la distancia esférica (distancia medida sobre S) es

2|z — 2/

VO+EP) A+

d(P,P) =

Obtenga d(z,00).

4. Encuentre los circulos en s que corresponden a
a) las rectas y =x +ben C;
b) las rectas y = kx en C.

2.2 Transformaciones de Mo6bius
2.2.1 Definicién y Propiedades Basicas

La transformacién de C U {oo} en C U {oo} definida por

_az+b
fe) =2
con a, b, ¢, d constantes tales que ad — bc # 0 se llama una transformaciéon de Mobius.
Estas transformaciones llevan el nombre del matematico y astrénomo tedrico aleméan
August Ferdinand Mobius (1790-1868). Es conocido también por la banda de Mobius,
una superficie no orientable, es decir, una en la cual arriba y abajo se confunden, y
por su trabajo en geometria proyectiva. También dedicé sus estudios a la teoria de
nimeros, donde introdujo una cierta funciéon de conteo que lleva su nombre.

Veremos que, con estas transformaciones, podemos recuperar todas las antes con-
sideradas, incluyendo las inversiones en circulos. Convendremos que f(c0) = a/c y
f(=d/c) =00 sic#0, f(co) =00 si c=0. Observamos que la condicién ad — be # 0
es necesaria y suficiente para que la transformacién no sea constante. Para muchos
efectos resulta conveniente usar matrices de 2 por 2 para representar estas transfor-
maciones: a cada f(z) de la forma anterior le asociamos la matriz

(ca)

El conjunto de estas matrices con determinante no nulo forman un grupo (es un
conjunto cerrado bajo la multiplicacién de matrices, y cada una de ellas posee una
matriz inversa del mismo tipo). Este grupo de matrices se denota por GL(2,C), y
aparecera mas adelante.
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Si el determinante es 0, existe una constante A tal que a = Ac,b = Ad (o al revés)
y luego
Acz + Ab
=— =
==

Reciprocamente, si esa transformaciéon es constante
az+b=(Ac)z + (Ad),
de donde a = Ae,b = Ad y ad — bc = 0.

Teorema 2.17. Las transformaciones de Mdbius forman un grupo de biyecciones de
CU {0} en CU {0} denotado por Mob.

Demostracién. Con a = d =1, b = ¢ = 0 obtenemos la identidad

U(z) ==z,
que pertenece al grupo. Si f(z) = Zjidb y g(z) = az Jr? entonces
ag(z)+b  alaz+ [3) b(yz +9)
(Fog)(=) = cg(z) +d  claz+B)+d(yz+46)
_ (aac+by)z + (aff + bo)
"~ (ca+dy)z+ (cB+dS)

Ademas
(ac + by)(cf + db) — (aff + bd)(ca + dvy) = (ad — be)(ad — By) # 0

La transformacién inversa de f es

dz—b
-1
z) = ,
o)==
pues es inmediato que f o f~! = U. El que exista la transformacién inversa implica
que son biyecciones. O

Este grupo no es abeliano, por ejemplo, si f(z) =z+1, g(z) = % entonces

(fo@)=1+1="0 | (rofe)= 5.

Veremos més adelante que rara vez conmutan dos transformaciones de Md&bius. Los
calculos recién efectuados se clarifican mejor si consideramos matrices 2 x 2.

a b _>az—|—b
"\ c d cz+d

es un homomorfismo sobreyectivo de G1(2,C) en Mob.

Teorema 2.18. La aplicacion
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Demostracién. Que ¢ transforme el producto de matrices en la composiciéon de
funciones, es el cédlculo efectuado en el teorema anterior. Es mucho maés sencillo, sin
embargo, multiplicar matrices que componer funciones.

Por otra parte, una matriz 2 x 2 es invertible si y solo si su determinante no es

cero y
a b\ ' 1 d —b
c d Cad—bc\ —¢ a )~

Esto concuerda con la férmula para f~! pues dos matrices tienen igual imagen

bajo ¢ si y solo si
a v\ g @b
d d o c d

az+b  az+b

dz+d ~ cz+d

para k # 0. En efecto, si

entonces
(a'c)z® + (d'd+bc)z+Vd = (ac')2* + (ad' +bc')z + bd' .

Luego
dc=ac , dd+bc=ad +b , bd=0bd.

La primera y tercera igualdades dicen que @’ = ka, ¢/ = ke, b’ = k'b, d' = k'd para
constantes k y k', y la segunda igualdad dice que (k'k’)(ad — bc) = 0, luego k = k'.
Esta tltima observacién implica, salvo multiplicar la matriz por k = (ad — bc)~/?
(cualquiera de las dos raices), que en una transformacién de Mobius se puede suponer

ad —bc=1.
O

Teorema 2.19. Una transformacion de Mébius es la compuesta de

i) traslaciones T(z) = z+ a;

ii) rotaciones con centro 0, R(z) = ez ;

)
iii) homotecias con centro 0, H(z) = rz,r > 0;
)

v L

la funcion I(z) = - .

Demostracién. Si ¢ = 0, f(z) = (a/d)z + (b/d). Escribimos a/d en su forma polar
a/d = re? y entonces
f(z)=roH(z)+ (b/d) =Ty/g0 Ro H(z).
Si ¢ # 0, resulta al efectuar la divisién de un polinomio por otro
a bc—ad 1
+ .
c ¢ cz+d
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La transformacion cz + d es, como antes, una compuesta de i), ii) iii) y componiendo
con iv) se obtiene

1/(cz+d).
Nuevamente una compuesta de i), ii) y iii) dard el resultado. O

Con esta descomposicién de f(z) en tranformaciones geométricas mds sencillas es
posible demostrar el teorema siguiente.

Teorema 2.20. La imagen de una recta o circunferencia es una recta o circunferencia
(se entiende que no respectivamente).

Demostracion. Recordamos que una recta tiene ecuacion L : oz + az + 8 = 0 con
[ real mientras que una circunferencia tiene ecuacién C': 2Z + oz + az + = 0 con
5 real.
Para una traslacién z’ = z + a, la imagen satisface
L':az—a)+a(z —a)+B=az +a'+ (8 —aa—aa) =0,

es decir,

C': (2 —a)Z —a)+a(z —a)+a(z —a)+ 3
=22+ (a—a) +(@—a)z' + (8 —aa—aa+aa)=0,

que son, respectivamente, una recta y una circunferencia. Lo mismo puede hacerse
para rotaciones y homotecias. Por tltimo, si 2z’ = 1/z entonces la imagen de L serd

1 1

a—+a-+B=az+az+ p2zz2=0.

z z

Si 8 = 0 esto es una recta, si 8 # 0 es la circunferencia
224+ (a/B)z + (a/B)z = 0.

La imagen de C produce, de forma similar,

1 1 1 __ _
— t+a= +a*+ﬂ:1+&2+a2+62220’
2z z z
que es una recta si 8 = 0, una circunferencia si 5 # 0. O

En este contexto geométrico es mas sencillo interpretar una recta como una cir-
cunferencia que pasa por co; asi, por ejemplo, la imagen de una circunferencia serd una
recta si y solo si —d/c pertenece a la circunferencia pues f(—d/c) = cc.

zZ—1

z+1

Ejemplo 2.21. La transformacién f(z) =
unidad.

lleva el eje real en la circunferencia
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Demostracion. Podriamos hacer el cdlculo de la transformacién de la ecuacién
z—2z=0,

pero preferimos la idea siguiente: tres puntos determinan una tdnica circunferencia, o
una recta si estdn en linea recta. Consideramos entonces tres puntos en el eje real;
sus imédgenes determinan la circunferencia o recta que pasa por ellos:

fO)=-1, f(1)=-i, f(oo)=1.

La circunferencia unidad pasa por esos tres puntos y es, por lo tanto, la imagen del
eje real. Por otra parte, para t real

t—i  (t—d)? t2—i =2t
+ i ,
1+12

t+i 1412 1412

y con t = tan(6/2) recobramos la parametrizacién (cos 6, —sen 6) de la circunferencia
unidad.
La imagen del eje imaginario {iy | y > 0} es el segmento —1 < z < 1 pues

iy—i  y—1

iy+i oy+1°
La imagen de una recta horizontal z — zZ = 2ik , k > 0 es una circunferencia ortogonal
al eje real, tangente a la circunferencia unidad en el punto 1, con centro en kL_H, radio

%ﬂ, que pasa por Z—H Con todo esto, la biyeccion es geométricamente clara:

1,

.

O

FiguraA 2.5. Traslaciéon compleja

Ejemplo 2.22. Consideramos el grupo de orden seis

1 1 z—1 z
G: 7771_ 9 ) ) .
{Z z 1 z 2—1}
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Como grupo es isomorfo al grupo S3 de permutaciones de tres elementos, corres-
pondiendo dos trasposiciones a 1/z y 1 — z. Vamos a considerar una configuracién
geométrica en CU {oo} asociada a ese grupo. La circunferencia unidad queda fija por
1/z pero es llevada a la circunferencia de centro 1 y radio 1 por 1 — z. El eje real
estd fijo por 1/z y por 1 — z, luego por todo el grupo G. La recta por los puntos
1/2, 1/2 + z§ y 1/2 — L@ queda fija también por todo el grupo. Resulta que la
configuracion siguiente de dos circunferencias y dos rectas estd fija por G.

L3

1,43
2 2

f(z)
FicUurA 2.6. Configuraciéon de un grupo

Hay alli en total doce tridngulos cuyos lados son rectas o arcos de circulo. Un par
de ellos, por ejemplo, los dos con vértices en 0, 1, % + i@, uno achurado y el otro no,
forman lo que se llama una regiéon fundamental F'. Las seis imagenes de F' por los
elementos del grupo completan C U {oo}. Por ejemplo, la imagen de F por 1 — z es
la regién limitada por 0,1, —% + z@ mientras que por 1/z es la regién con vértices
1+1 — i3 o

Esta conﬁgura\cfién puede dibujarse en la esfera de Riemann S observando que

en el punto % + 173 concurren tres circunferencias (una de ellas es una recta) que

también concurren en el punto % - z@ Estas tres son ortogonales al eje real. La
figura se vera entonces en la esfera.

Teorema 2.23. Toda transformacion de Mébius preserva dngulos de dos curvas en
el plano, tanto en sentido como en magnitud.

Demostracion. Recordemos que el dngulo entre dos curvas que se cruzan, esta defini-
do como el angulo entre sus vectores tangentes en el punto de interseccién. Un ejercicio
fundamental del célculo en varias variables nos dice que los vectores tangentes a las
curvas en la imagen estardn dados por la matriz jacobiana (o matriz diferencial) apli-
cada a los vectores tangentes a las curvas en el dominio. Por lo tanto, es claro que
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FIiGura 2.7. Rotacion en la esfera

tanto las traslaciones, rotaciones y homotecias preservan angulos. Bastara ver que la
transformacién

preserva angulos. Puesto que

€z Y
I(l’,y): <$2+y27_$2+y2) )

a b
JI_<_b )

su matriz jacobiana es

2 _ .2 )
con a = % , b= ﬁ . Esta matriz se descompone en
€ Y € Y
1 [ cosf —send 9 9 9
ﬂ(sen@ cos&)’ =AY

que es una rotacién seguida de homotecia, y preserva angulos entre vectores. Obser-
vemos finalmente que podemos definir el dngulo entre dos curvas en el punto oo como
el 4ngulo de sus imdgenes bajo 1/z en el punto 0.

a

2.2.2 Clasificacion de las Transformaciones de Mobius

El dlgebra de los niimeros complejos nos permite hacer una clasificaciéon muy detallada
de los distintos tipos de transformaciones de Mobius. El concepto central es el de punto
fijo, destacandose la féormula de la resolucién de la ecuacion cuadrética. Un punto p
en CU {oo} se llama un punto fijo para f(z) si

f(p)=p.
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En tal caso p debe satisfacer la ecuacién
ap+b
cp+d

i

es decir,
ep’+(d—a)p—b=0. (%)

Esta ecuacién de segundo grado tiene a lo més dos soluciones, que pueden ser igua-
les. Resulta que la clasificacién de los distintos tipos de transformaciones de M&bius
estarda dada por como se comporta la transformaciéon en torno a sus puntos fijos.
i Son como rotaciones cerca de esos puntos? ;o dilataciones? ;o una superposicién de
ambas? La respuesta a estas preguntas nos permitird hacer las distinciones entre los
diferentes tipos de transformaciones de Mobius.

El hecho de que una ecuacién cuadratica posee sélo dos raices, permite establecer
el siguiente hecho fundamental.

Teorema 2.24. Si una transformacion de Mdobius fija tres puntos, es la identidad.

De manera equivalente, formulamos el siguiente resultado que en la practica re-
sulta fundamental al determinar transformaciones de Mobius especificas.

Teorema 2.25. Dados tres puntos zi,za,z3 en CU {oo} y tres puntos wi,wa, w3
existe una unica transformacion de Mobius tal que
f(zl) = w; , 1= 17273'

Demostracion. Sea
Z9 —R32Z— 21

a(z) = .
Z9 —Z1 Z—Z3
Entonces a(z1) =0, a(z2) =1, a(z3) = co. De igual forma,

B(z) =
W2 — W1 2 — W3
satisface S(w1) =0, B(w2) =1, B(ws) = co. Entonces

Wo — W3 2 — W1

f=p"loa
satisface la condicién pedida. Es tinica, pues si g(z;) = w;, i = 1,2,3, entonces f~1 o
g(z;) = z;, i =1,2,3, y por el teorema anterior f~! o g = id, es decir, f = g. O

El multiplicando K: Las transformaciones de Mobius pueden tener uno o dos puntos
fijos. Supongamos primero que tiene dos distintos. La ecuacién (%) con ¢ # 0 tiene
dos raices p; y p2 que satisfacen

b
pr+p2=—"— , Dpip2=——,
c c

y estan dadas por la férmula

a—d++/(a—d)?+4be
2¢ '
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Supondremos que ad — bc = 1. Los puntos fijos se escriben
a—dt/(a+d)?—4
2c '

La condicién p; # po dice entonces que a + d # 2, —2. Observamos que a + d es la

. a b . . . . . .
traza de la matriz T = c d ) la cual es invariante bajo conjugacion, es decir,

tr (m~"Tm) = tr(T).

Por otra parte, la ecuacién (x) con ¢ = 0 tiene las soluciones p; = co y ps = -t La

d—a”
condicién p; # po dice entonces que a # d y tomando en cuenta que ahora ad = 1 se
obtiene también a + d # 2, —2.

Sea g una transformaciéon de Mobius tal que
9(p1) =0 , g(p2) =00.
Por ejemplo,

Z—P1
Z) = .
9(z) p—

Entonces g o f o g~' tiene los puntos fijos 0, co. Se debers tener
(gofog h)(z) =Kz
para algin ntmero complejo K. Denotamos a esa transformacién

k(z)=K=z,

cuya matriz asociada normalizada con determinante 1 sera
VK 0
0 1/VK )~

Entonces

f=glokog,
y considerando las trazas de las matrices se obtiene la formula de K en términos de
los coeficientes:

1
VK+ —==a+d,
VK
a—cp
a—cpy’
Este ntimero, complejo en general, se llama el multiplicador de la transformacién de
Mobius

o también

K =

az+b
)= ad—be
Ahora bien, sea C' algin objeto geométrico (punto, circunferencia, regién) y sea
k(C)=C".
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1 obtenemos

Flg™H(0)) = g7 (k(C)) = g~ (C").
Esto es, f lleva g71(C) en g~ !(C’). Usaremos este hecho de la manera siguiente:
estudiaremos la transformacion k(z) = Kz y encontrando configuraciones geométricas
asociadas, las llevamos a f vfa g~!. Una segunda ventaja de considerar k(z) es que
las potencias bajo composicién son directas ko ko ---ok(z) = K"z. Luego

Conjugando con g~

fo-rof=(g"okog)o(g okog)o---o(g okoyg)
:g_lo(koko--~ok)og7
de modo que el multiplicador de f compuesta n veces es k™. Escribamos K en forma
polar K = Ae* con A > 0, para distinguir entonces tres clases de transformaciones.

Transformaciones Hiperbdlicas: K = A > 0. La transformacién 2z’ = Az es una
homotecia con centro 0. Entonces:
i) Una linea recta por el origen queda fija por la homotecia, mds precisamente
cada semi-recta va en si misma.
ii) El semiplano a un lado de una recta va a si mismo.
iii) Una circunferencia con centro en el origen, ortogonal a las rectas por 0, va a
dar a otra circunferencia con centro en el origen.

FIiGuraA 2.8. Dilatacién

Efectuamos ahora la transformacién ¢g—' que lleva los puntos 0, 0o en los puntos
fijos p1, p2. Obtenemos entonces

i) Toda circunferencia por los puntos fijos quedard fija; cada arco entre p;, po
va a dar a si mismo.
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ii) El interior de un circulo por p;,ps va a dar a si{ mismo.
iii) Una circunferencia ortogonal a las circunferencias por p;,p2 va a dar a otra
tal circunferencia.

FiGUuRrA 2.9. Hiperbdlica

0

Transformaciones Elipticas: K = e'’. La transformacién f(z) = ¢’z es una rota-

cién en un angulo 6 con centro en el origen. Entonces:
i) Una circunferencia con centro en el origen estd fija por la rotacion.
ii) El interior y exterior de un circulo con centro 0 va a dar a si mismo.
iii) Una recta con centro en el origen, ortogonal a las circunferencias, va a dar a
otra tal recta.
Efectuamos la transformacién g~ que lleva los puntos 0, 00 en p;, p2. Obtenemos
respectivamente:
i) Toda circunferencia ortogonal a las anteriores va a dar a si misma.
ii) El interior de tales circunferencias va a dar a si{ mismo.
iii) Toda circunferencia por los puntos fijos va a dar a otra tal circunferencia.

Transformaciones Parabdlicas: Una transformacion se dice parabdlica si los dos
puntos fijos coinciden. En tal caso

(a+d?*—-4=0,
y el tnico punto fijo es

a—d
plzT,sic#O , p1=00,sic=0.
c
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Ficura 2.10. Rotacion

Ficura 2.11. Eliptica

Conjugamos en el primer caso por

de forma que
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tiene el tnico punto fijo co. Se debera tener
gofog H(z)=z+t
para algin ntmero complejo ¢. Obtenemos entonces:

i) Una linea recta paralela a ¢ estd fija por la traslacion.
ii) El semiplano de un lado de cada una de ellas va a si mismo.
iii) Una recta ortogonal a las anteriores va a dar a otra tal recta ortogonal.

>
—> —> —> t—>

Ficura 2.12. Traslacion

Transformaciones Loxodrémicas: K = Ael’. En este caso, A > 0,4 # 1y 0 #
27n. La transformacion
k(z) = Ae®z
es la compuesta de una transformacién hiperbédlica z; = Az seguida de una eliptica
2o = €¥z1; hay, en primer lugar, una homotecia seguida de una rotacién. Cada cir-
cunferencia con centro en el origen se lleva a otra tal circunferencia y toda recta por
el origen a otra tal recta, rotada en un angulo 6 respecto a la primera.
La 6rbita de un punto
{Ame™ 2 n e Z}
estd en una espiral arquimedeana. No necesitaremos estas transformaciones en lo que
sigue, por lo que s6lo completamos una propiedad de la traza. En este caso,

2
(a+d)? = (\/ﬁ—i- \/1?> =2+ <A+jl) cosf + i (A— ;) senf.
Es un nimero complejo en general, y si = 7, (a + d)? es un nimero real negativo y,
por lo tanto, a + d es imaginario puro.

Efectuamos ahora la transformacién g—' que lleva oo a p;, v obtenemos una
familia de circunferencias fijas por f y una familia ortogonal de circunferencias que
se trasladan.
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Ficgura 2.13. Loxodrdomica

Teorema 2.26. Sea f una transformacion de Mébius con ad — bc = 1. Entonces f
es
i) hiperbdlica si a +d real y |a + d| > 2;
i) eliptica sia+d real y |a+d| < 2;
iii) parabdlica si a+d real y |a+d| = 2;
iv) lozodrémica si a + d es complejo.

Demostracion. La traza es invariante bajo conjugacién y el resultado es inmediato
a partir de las matrices

VK 0 ef/2 1 ¢

0 1/VK 0 e~i0/2 0 1

Ejercicios 2.27.

1. a) Muestre que la transformacién

representa la inversién en la circunferencia |z| = 1.

b) Encuentre la férmula para la inversién en una circunferencia de centro 0 y
radio 7.

¢) Encuentre la férmula para la inversién en una circunferencia de centro p y
radio 7.
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10.

11.

. Encuentre el inverso del punto 1 + ¢ con respecto a
a) la circunferencia |z| = 1;
b) la circunferencia |z —i| = 2.
a) Muestre que la transformacion
2=z
representa la reflexion en el eje real.
b) Encuentre la férmula para la reflexién en una recta por el origen con un
angulo 6 respecto al eje x.
¢) Encuentre la férmula para la reflexién en una recta por P con un dngulo 6
con respecto al eje x.
Sean z, z; dos puntos inversos respecto a una circunferencia
zZ+az+az+p=0.
Demuestre que
z1Z+az+az+5=0.
Sea f(z) una transformacién de Mobius que lleva una circunferencia C' en una
circunferencia C’. Demuestre que lleva dos puntos inversos con respecto a C a
dos puntos inversos con respecto a C’
Encuentre en cada caso la transformacién de Mobius.
a) Lleva 0,4, —i en 1, —1, 0 respectivamente.
b) Fija 1,—1 y lleva 0 a i.
¢) Tiene 1 como tnico punto fijo y lleva i a oc.
d) Fija 1,1 y satisface f? = id.
Sea S =—1/z, T = z+ 1. Calcule

ST, TS, ST, TST'.

Encuentre los puntos fijos de las transformaciones
z 3z—1 2z
3z2+1 7 z o3z —17

Sean a, b, ¢, d cuatro nimeros en CU {oco}. Demuestre que existe una transforma-
ciéon de Mé6bius que lleva esos puntos en 1, —1, k, —k.

Encontrar todas las transformaciones de Mébius que representan rotaciones de la
esfera de Riemann.

Demuestre que toda transformacién que lleva R en R puede escribirse con coefi-
cientes reales.

2.3 La Razén Doble

Estudiaremos primero la razén doble de cuatro puntos en la recta real, pues es mas
facil visualizar los conceptos, pero las férmulas que obtendremos seran vélidas para
ntimeros complejos o, més precisamente, en C U {oo}.
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2.3.1 Razon simple de tres elementos

El estudio de los invariantes resulta fundamental en toda geometria y su grupo de
trasnformaciones. Los invariantes son los objetos o cantidades que dichas transforma-
ciones no alteran. Por ejemplo, la distancia euclidea es un invariante para el grupo
de las isometrias del plano. Para las transformaciones de M&bius existe un invariante
destacado, que es la razén de cuatro puntos (Teorema 2.21) que, en particular, per-
mite determinar una transformacién de Mobius prescribiendo de manera arbitraria la
imagen de tres puntos (algo similar al teorema de unicidad para isometrias euclidea-
nas). Comenzamos primero con la razén de tres puntos. Sean A, B, C tres puntos en
la recta real. Se llama razén simple en la que el punto C divide al segmento AB al
nimero

|AC]
A, B C)=+—.
Si a, b, ¢ son las coordenadas de los tres puntos en la recta por A, B, C, entonces
(A,B,0)=2—¢.
b—c
Observamos que esto tiene sentido ain si ¢ = oo, donde
(A,B,0)=1.

Si estos tres puntos se proyectan desde un punto S, exterior a la recta [ de los puntos,
se obtienen tres rectas «, 3, .

FicUrA 2.14. Razoén simple

Si denotamos por £(c«, 3) el dngulo entre las dos rectas, medido desde « a 8 en
el sentido positivo, entonces se tiene la relacion

_ SAsen4(a,7)
(4,B,C) = SBsen£(8,7)
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La demostracién se basa en el teorema de los senos, pues
AC  send(a,7) BC  sen4(83,7)

SA  send(y,l) 7 SB  send(y,l)

Esa relacién indica la necesidad de considerar el punto ¢ = co pues en el lado derecho
la recta v correspondiente es una recta paralela a [, y esas razones tienen pleno sentido.

2.3.2 Razén doble de cuatro puntos

Consideramos ahora un cuarto punto D en la recta [. Entonces también se tiene

_ SA sen4(a,0)
(4,B,D) = SB sen4(B,6)

Dividiendo las dos razones simples obtenemos
(A,B,C)  sen4(a,v) sen£(f3,0)

(A,B,D)  sen4(B,7) sen4(a,d)’
Esta expresién recibe, dada su importancia, un nombre y notaciéon especial: se
llama la razon doble de los cuatro puntos, igual a la razén doble de las cuatro rectas,
y se denota por

a—c b—d
A, B,C,D) = S —
( ) 70’ ) b—C a—d’
igual a
(a0, 8,7, 0) = sen £(a,y) sen £(0,9)

sen £(B3,7) sen L (c,d) "

Ficura 2.15. Razdén doble

Esta razén permanece inalterada si en la recta [ cambiamos el origen o la escala
del sistema de coordenadas, pues en tal caso los ntimeros a, b, ¢, d se reemplazaran por

k(a—e), k(b—ce), kic—e), k(d—ce).
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Pero, ademas, esta razén es la misma si los cuatro puntos son proyectados desde
S sobre otra recta I’ por medio de las cuatro rectas, pues los 4ngulos son los mismos.
Si denotamos estos puntos por A’, B’,C’, D’ entonces
(A7 B7 O’ D) = (A/7 B/’ C’? D/) N

Si cambiamos el centro de proyeccién a un punto S’ y desde alli proyectamos
mediante rectas o', 3’,7/,’ esos puntos sobre la recta [ nuevamente, obtendremos
puntos A", B"”,C", D" tales que

(A4,B,C,D) = (A",B",C",D").

Es por ello que esta razén doble merece el nombre de invariante proyectivo.
2.3.3 Razdn doble en CU {oo}

Sean a, b, ¢, d cuatro nimeros complejos. Se define la razén doble por la férmula:

a—c b-—d
a,b,c,d) = - .
( ) b—c a-—d
Esta féormula se extiende al caso en que uno de los puntos sea igual a co tomando
el limite; por ejemplo,

b—d
(Oo7b7cad7):b_c7
a—c

d) = .
(a,OO,C, ) a—d

Aca el resultado principal:
Teorema 2.28. Sea f una transformacion de Mobius. Entonces
(f(a), f(b), f(c), f(d)) = (a,b,c,d).

Demostracion. Es inmediato que la razén doble es invariante por traslaciones, ro-
taciones y homotecias. Falta ver que es invariante bajo la transformacién z — 1/z.
Pero

1 11 1
111 1\ 4, ¢p g _ba-cab-d
(a’b’c’d>_1_11_1 ab—cba—d
b ¢ a c
= (a,b,c,d)

O

Corolario 2.29. Eziste una unica transformacion de Mobius que lleva los puntos
b,c,d en 1,0,00 en ese orden. La imagen del cuarto punto a es \. Entonces

A= (a,b,c,d).
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Demostracion. Tenemos que
a—c

b—c’

(Cl, ba G, OO) =

Luego
(A, 1,0,00) = A.
Se podria entonces haber definido la razén doble como este niimero A, pero queda
la duda de lo que sucede si se cambia el orden de los nimeros, de forma que b vaya a
0, por ejemplo. Clarificamos esto en cambio de la razén doble por permutacion de las
letras.

i) La relacién doble no se altera si se cambian entre si dos nimeros cualquiera,
siempre que también se cambien entre si los otros dos. Asi, por ejemplo,

(a,b,c,d) = (b,a,d,c) = (¢,d,a,b) = (d,c,b,a).
Estas identidades se comprueban enseguida.
ii) Si se intercambian los dos primeros elementos, o los dos tltimos, se obtiene
1

b d)=——.
( y @y Cy ) (a,b,c,d)

iii) Si se intercambian los dos elementos medios, o los dos extremos, se obtiene
(a,e,b,d) =1 —(a,b,c,d).

Si A es asi el valor de la razén doble, se encuentran en total los seis valores:

(a,b,c,d) = A, (a,b,d,c) = (a,c,b,d) =1— ),

i

1 -1 A

— a,d,b,c) = ——, a,d,c,b) = ——.
1-—A ( ) A ( ) A—1

Puesto que, por i), podemos siempre suponer a en el primer lugar, el grupo Ss de

las permutaciones de las tres letras b, ¢, d se encuentra asi representado por ese grupo

de transformaciones de Mobius, que ya hemos estudiado anteriormente. O

> > =

(a7 C’ d’ b) =

2.3.4 Cuadruple armoénico

Como un caso especial vamos a considerar una construccién geométrica histéricamente
importante. Consideramos tres puntos A, B,C en la recta real [ y un punto P de
proyeccién. Desde C' trazamos una transversal que intersecta PAy PB en M y N

respectivamente.
Las rectas AN y BM se intersectan en @ y la recta PQ determina D en [, O en
la transversal M N. Entonces, proyectando desde P tenemos

(A’ B’ C’ D) = (M’ N’ C? O) 9
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g
4,

A D\ B\ C

F1GURA 2.16. Configuraciéon arménica

y proyectando desde @,
(A,B,C,D) = (N, M,C,0).
Puesto que (N, M,C,0) = (M, N, C,O) se obtiene por ii) anterior

1
A, B D)y=———.
( ) 707 ) (A,B,C,D)
Si (A, B,C, D) =1 entonces Ei’g’g; =1y D = C. Sélo queda la posibilidad

(A,B,C,D) = —1.

En este caso, los cuatro puntos se dicen estar en relacion armdnica. Si C = oo,
D es el punto medio de AB y M N es paralela a AB. Esta construcciéon geométrica
se utilizé en los cuadros renacentistas para dibujar el punto medio de AB si el punto
C es un punto al infinito.

2.3.5 Razén doble y la circunferencia

Las siguientes propiedades seran claves en Geometria no-Euclidiana.

Teorema 2.30. Cuatro puntos z1, 2o, 23, 24 estdn en una circunferencia o recta si y
solo si (z1, 22, z3,24) € RU{o0}.

Demostracion. Tres puntos z1, 22, z3 determinan una tnica circunferencia C' o una

recta. Existe una unica transformacion de Mobius, f, que lleva esos tres puntos a

0,1,00, z4 a x4, y, por lo tanto, la circunferencia (o recta) C' a la recta real. Entonces
1-— Ty

(21722723724) = (07170071.4) = )
—T4

que es un numero real si y solo si x4 es real.
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Teorema 2.31. Considere una orientacion dada para una circunferencia C' y sean
21, 22, 23, 24 puntos respectivamente ordenados. Entonces

(Z2,23,Z4,Z1) >1.

Demostracién. Sea f una transformacién de Mobius que lleve C' sobre RU {o0} v
los puntos z1, 22, 23, 24 sobre a,b,c,d con a < b < ¢ < d. Entonces

b—dc—a
) 9 ) = b7 7d7 ] > 17
(22,23, 24,21) = (b,¢,d, a) p
pues cada factor es mayor que 1.
O
Teorema 2.32. Para cinco puntos se tiene
(a7 b7 y’ x) (b’ C7 y7 x) = (a7 C’ y) I) *
Demostracion. Inmediata. O

Teorema 2.33. Sean z1, 29,23 tres puntos que determinan una circunferencia C.
Entonces dos puntos z y z* son inversos respecto a C' si y solo si

(2’*72’1,2’2,23) = (2’721,22,23) .

Demostracién. Sea a el centro y R el radio de C. Por las propiedades de invarianza
de la razén doble se obtiene

(2721,22723) =(z—a,z1 —a,22 —a,z3 — a)

R? R? R?
~(s-a )

b b b
21— Q4 29 —a Z3 —Q

R? R?
=|-——x1—a,22—0,23—a|=|_-—=71a,21,%22,23
Z—a Z—a

Esto serd igual a lo pedido si y solo si

2

" R

2 =—+a,
zZ—a

o bien, como sabemos,
|z* —a||z — a| = R%.
O

Corolario 2.34. Si una transformacion de Mobius lleva una circunferencia C en
otra C', lleva puntos inversos respecto a C' en puntos inversos respecto a C'.
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Ejercicios 2.35.

1. Sea f una transformacién de C U {oo} en s{ mismo tal que

(21,22, 23, 24) = (f(21), f(22), f(23), f(24))
para todos los cuadruples de puntos. Demuestre que f es una transformacién de
Mobius.
2. Encuentre la relacién entre (a,b,c,d), (b, ¢,d,a),(c,d,a,b) y (d,a,b,c) (permuta-
cién ciclica).
3. Demuestre que si (A4, B,C) = k entonces

A—kB
C= qT—%
4. Pruebe que si A, B,C, D es un cuadruple armonico entonces
o A—kB _ A+kB
1-k "’ 1+k

5. Si A, B,C, D es un cuadruple armoénico y el origen de coordenadas coincide con A

entonces
1_1 1+1
B 2\c D)/

6. Cuatro rectas de un haz se dicen un cuddruple armoénico si y solo si (a, 8,7,0) =
—1. Demuestre que las bisectrices de un angulo separan a los lados del angulo
armoénicamente.

7. Verifique directamente que si f(z) = %+2

cz+d?
(21,22, 23, 24) = (f(21), f(22), f(23), f(24)) -

8. Usando una tranformacién de Mébius tal que f(y) =0, f(z) = oo demuestre que

(a,b,y,2)(b,c,y,x) = (a,¢,y,x) .

entonces
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Capitulo 3: Geometria Hiperbdlica

Durante mas de dos mil anos el V° postulado de Euclides: por un punto fuera de
una recta pasa una y una sola paralela a esa recta, constituyé una fuente de sorpresa.
Por un lado se descubrié que este axioma era légicamente equivalente a una serie de
proposiciones tales como

- la suma de los dngulos de un tridangulo es de 180 grados,
- exwisten tridngulos de drea tan grande como se quiera,

y, por otra parte, al ser un axioma, era concebible que pudiera existir una geometria
distinta a la euclidiana. Recién en el siglo XIX se encontré que efectivamente existia
una geometria en la cual por un punto fuera de una recta pasa una infinidad de rectas
paralelas a ella. El modelo para esta geometria no euclidiana puede ser contruido
usando como universo el disco unitario D, y su grupo de isometrias o movimientos
rigidos resultan ser las transformaciones de Mobius que llevan D en si mismo (ver
Teorema 3.6). Es decir, habremos cambiado todo el plano en la geometria euclidena
por un conjunto mas pequeno, con un nuevo grupo de transformaciones que conocemos
bien por el capitulo anterior.

El matematico ruso Nikoldi Ivdnovich Lobachevski (1792-1856) fue uno de los
primeros en aplicar un tratamiento critico a los postulados fundamentales de la geo-
metria euclidiana. En forma independiente del hingaro Bolyai y del aleman Gauss ,
descubri6 en la primera mitad del siglo XIX un sistema de geometria no euclidiana,
es decir, uno en el cual no se cumplia el famoso quinto postulado. Antes de esto,
muchos matematicos habian tratado infructuosamente de deducir este postulado de
los primeros cuatro. En las obras de Lobachevski se destacan Sobre los principios de
la geometria 'y Geometria imaginaria.

3.1 El1 Modelo de Poincaré

3.1.1 Preliminares

(Qué significa cambiar una geometria? ;Cémo se logra? En términos modernos, y
aunque parezca poco natural al comienzo, resulta que las distintas geometrias estan
caracterizadas por como se mida la distancia entre puntos. La razén principal de esto,
es que la manera como midamos la distancia entre puntos determina el cémo se mide
el largo de un camino (piense en aproximar el camino curvo por un camino poligonal,
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cuyo largo es la suma de las distancias entre puntos consecutivos). Al cambiar los
largos de curvas cambian entonces las llamadas geodésicas, es decir, los caminos mas
cortos entre dos puntos dados. El largo de dicha geodésica serd igual a la distancia
entre dichos puntos. Todos sabemos que la linea recta es el camino més corto entre dos
puntos, pero esto es asi porque subyacentemente estamos pensando en la geometria
euclidiana con la distancia usual. A manera de ejemplo, si entre dos puntos del plano
hubiera un cerro, es probable que el camino mas corto entre ellos debiera curvarse
algo para esquivar el obstaculo. El haber puesto un cerro es una manera de cambiar
la distancia. En el modelo de la geometria de Poincaré en el disco, pusimos cerros
cada vez mas altos cerca del borde del disco, de modo que los caminos mé&s cortos
entre dos puntos (cerca del borde) tratardn de evitar estar cerca de él, curvdndose
hacia adentro del disco (un andlisis més preciso en términos matemadticos serd dado
en la Seccién 3.3). Por un efecto que es parte de la construccién de esta geometria,
las nuevas geodésicas resultaran circunferencias perpendiculares al borde del disco,
curvadas justamente hacia adentro. Son este nuevo tipo de lineas rectas generalizadas
las que permitiran que no se cumpla el postulado anterior de la geometria euclidiana
(Figura 3.1). En este modelo, las transformaciones de Mébius que lleven D en sf mismo
llevaran las nuevas rectas en nuevas rectas; seran por ende, colineaciones en el sentido
amplio de la palabra. En resumidas cuentas, se puede definir una geometria definiendo
cuales han de ser sus geodésicas, o nuevas rectas, y todo pasa implicitamente por la
nocion de distancia que se use. En la presentacién que haremos de este modelo vamos
a comenzar definiendo las nuevas rectas o geodésicas. Luego definiremos la nueva
distancia, la cual se mostrard ser invariante bajo el conjunto de transformaciones
de Mobius que preserva D (el nuevo grupo de isometrias). Finalmente, estudiaremos
cdémo cambian los elementos de largo y de érea.
Sea D el interior del disco unitario en el plano complejo

D={z: |z| <1}.

Un punto en D se llama un punto no euclidiano y el disco mismo se llama el plano
no euclidiano. Los puntos del borde, en la circunferencia unitaria, no pertenecen a
esta geometria y se consideran puntos al infinito.

Sea [ una circunferencia ortogonal a la circunferencia unitaria; el arco de circulo
al interior de D se llama una recta no euclidiana, o hiperbdlica. En esta acepcién
admitimos que los didmetros son rectas no euclidianas también; son las rectas que
pasan por el origen.

Con estas solas nociones es posible ver ya la diferencia esencial con la geometria
de Euclides: por un punto exterior a una recta pasan infinitas rectas paralelas a ella.
Aca se entiende por rectas paralelas, rectas que sencillamente no se cortan o no tienen
un punto en comun.

Podemos tener ademads un caso especial de rectas paralelas, las rectas asintéticas
en la Figura 3.2.
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FicuraA 3.1. Rectas por p paralelas a L

Ficura 3.2. Rectas paralelas asintéticas

Junto con el disco unitario, es conveniente considerar como modelo auxiliar equi-
valente, el semiplano superior en el plano complejo

H={w : Im(w) > 0}.

;En qué sentido es éste un modelo equivalente? Sabemos que existe una transfor-
macién de Mébius T' que lleva D en H. Esta transformacién nos permite trasladar a H
la manera de medir distancia en D, y por ende, sus geodésicas. Es decir, la geodésica
entre puntos P, Q € H serd la imagen bajo T de la geodésica en D que une T~ (P) con
T~1(Q). Como las tansformaciones de Mobius preservan angulos y llevan circulos en
circulos, las nuevas geodésicas en H han de ser nuevamente circulos perpendiculares
al borde H. ;Por qué se introduce este nuevo modelo de la geometria de Poincaré?
Sencillamente, porque en ciertas instancias resulta mas sencillo comprobar un hecho
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geométrico en H que en D. El modelo D destaca de alguna manera el punto z = 0,
mientras que el modelo H destaca el punto del infinito.

z
, establece una

< ey s w—1 . 1
La transformacién de Mobius z = e con inversa w = Zl
w+1

biyeccion entre el semi-plano y el disco. Los puntos no euclidianos seran asi los pun-
tos del semiplano, mientras que las rectas no euclidianas son las semicircunferencias
ortogonales al eje real, con centro en el eje real (que no pertenece a ese universo
no-euclidiano). Debemos considerar las rectas ortogonales al eje real como rectas no
euclidianas también; son las que corresponden a las rectas asintéticas de la Figura
3.2, pues pasan por w = oo.

FiGurA 3.3. Rectas en el modelo H

Teorema 3.1. Dos puntos no euclidianos determinan una unica recta no euclidiana.

Demostracion. Usaremos el modelo del semiplano superior. Sean p y ¢ dos puntos
del semiplano. Si ambos puntos tienen igual parte real, estdn en una recta vertical,
que es una recta no euclidiana. Suponemos entonces que esos puntos no estdn en
una misma vertical. Hay entonces una tnica circunferencia ortogonal al eje real que
pasa por esos puntos. Se construye tomando la simetral del segmento euclidiano pq e
intersectando con el eje real. Esto determina el centro y luego el radio.

Por otra parte, es facil ver que dos rectas no euclidianas se intersectan en un
punto a lo méas, a menos que coincidan. De alli la unicidad. O

3.1.2 Angulos y Distancias

Denotaremos por ¢(p,q) al arco de la circunferencia por p y ¢ que es ortogonal al
borde de . Para completar las nociones geométricas basicas debemos definir dngulos,
distancias y calcular las isometrias. Se define el dngulo entre dos rectas no euclidianas
como igual al angulo euclidiano entre las dos circunferencias. Esta es a su vez igual
al angulo entre las rectas tangentes, esto es, las rectas ortogonales a los radios.
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O
FicuraA 3.4. Una recta por dos puntos

Teorema 3.2. Sea 6 el dngulo entre dos rectas no euclidianas. Entonces
cosf = 2(c,a,b,d) — 1.

Figura 3.5. El angulo entre dos rectas

Demostracién. La transformacién de Mobius

T(w) = —w+c

w—d
lleva H en H, la circunferencia de didmetro cd en una recta por 0, 0o, y la circunferencia
de didmetro ab en una circunferencia de didmetro a'b’. A su vez, T'(w) preserva dngulos
y razones cruzadas. Bastard entonces establecer la formula en el caso de la Figura 3.6,
en que una de las rectas es vertical.

El dangulo 0 sera igual a LOCD, y, por trigonometria
(a"+0)/2 V+d
W —a)/2 V—d’

cosf =
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a' O C b'
F1cUrA 3.6. Coseno de un angulo

Por otra parte,
b/
(07 a/la bla OO) = m 9
por lo que
cosf = 2(0,a’,b,00) — 1,

como se pedia. Observamos, ademas, que tanto los dngulos como las razones cruzadas
son invariantes por transformaciones de Mobius, y asi la misma férmula es cierta en
el disco D.

O

Para definir la distancia entre dos puntos recordamos las principales propiedades
de la razén doble:

i) Cuatro puntos z1, 22, 23, 24 pertenecen a una circunferencia (o recta) si y solo
si (21, 22, 23, 24) € R. Ademds, los pares 21, 22 y 23, 24 N0 se separan si y solo
si (Zl, 29,23, 24) > 0.

ii) Se tiene que (z1, 20, 23, 24)(20, 22, 23, 24) = (21, 22, 23, 24). Esta afirmacién se
establece llevando los puntos a 0, 1, oo, A y utilizando la invarianza bajo trans-
formacién de Mobius.

Definicién 3.3. Sean z; y 29 dos puntos no euclidianos. La circunferencia por z1, 25
ortogonal al borde lo intersecta en los puntos z3 y z4, numerados como en la figura.

La distancia no-euclidiana se define por
6(217 22) = log(Zla 22, 23, 24) .

Teorema 3.4. Para dos puntos z1,z2 en el disco D se cumple la formula

1+t

d(21,22) = log t=

Z1 — 29
11—t

1-— 2122
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FIGUurA 3.7. Distancia no-euclidiana

y, en cambio, para dos puntos z1,ze en el semiplano H,

§(z1, 22) = log ——, t = ]

1-—t 21 — 29

Demostracion. Demostramos la formula en D; la férmula en H sera consecuencia de
la transformacién de Mobius entre ambas. Primero, observamos que para ¢t > 0, real
en D,

14+t
6(0,t) = log ——
(7) Ogl*lf’
pues
1+
0,¢,1,-1) = ——.
(7” ) 1_t

Luego, para un punto zs consideramos la transformaciéon de Moébius de D en D dada

por
21 — 22

f(z) = A

con |[A| =1 que vamos a escoger. Se tiene

)

1— 252

zZ — Z9
z2) =0 z21) = A ———.
f(22) f(z1) %o
21—z . )
Escribimos 1772 =re'? | y escogemos A = e, Luego f(2), que preserva la razén
— 2921

z21— 2
cruzada, lleva los puntos 22,21 en 0,t, con t = 11772 , de lo cual se deduce la

— 2921
férmula. 0

Teorema 3.5. La distancia asi definida satisface las propiedades:
i) 0(z1,22) >0 y es igual a 0 siy solo si z1 = zo;
11) 5(21, 2'2) = (5(22, Zl) ]
ili) (desigualdad triangular) 6(z1, z2) < 6(21, 20) + 6(20, 22) . Se tiene igualdad si
y solo si zg estd en el segmento de geodésica que une z1 y zs.
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Demostracion.

i) Puesto que los pares de puntos no se separan (ver Figura 3.7), tenemos que
(21, 22,23,24) > 0. De

AT 2T

)

22 — 23 21 — 24

se obtiene (z1, 22, 23,24) < 1. Serd igual a 1 sblo si ambas razones son 1, en
CUyO €aso z1 = 2o.

ii) Si se cambia z; con zy también cambia la numeracién de los puntos z3 y z4.
Luego,

(Zh 22,23, 24) = (227 215 %24, ZB) .

iii) Primero, si zg pertenece a c(z1, z2) entonces

(217 20,23, Z4)(Z()7 292,23, 24) - (Zla 22,23, Z4) 5
y tomando logaritmos se obtiene la igualdad. Para establecer la desigualdad
triangular supondremos en D que zg = 0 pues podemos usar la transformacién

2) == —fo como antes. La desigualdad
1
— 20%

(5(2172:2) S 5(21,O)+(5(2270)

se escribe, usando la férmula del teorema anterior,

1 gg < logit:zj + ogit:::
con
t= %
Pero

1+t (1+t)? (1 —Ziz| + |2 — 21])? < (14 |z120] + |2z2] + |21])?

1-t 1= (1-][aP)0-l=P) — @O@-laP)A-]2P)

_ (04122 A+]2)? A+ [+ |2])
I =lz) A =l22P) (A= lza)(1 = [z2])

de donde resulta la conclusion.
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3.1.3 Las Isometrias

En el disco unitario D consideramos las transformaciones

z—a
f(z)=A T lal <1 , A\ =1.
Entonces |f(z)| < 1si|z] <1y |f(z)|=1s5i|z| =1. En efecto, |f(z)] > 1 siy solo si
|z —al? > |1 —az|?. Esto equivale a |z|? + |a]? > 1+ |al?|z|?, o (1 —|a]?)(1—|2]?) <0,
lo que entrega la conclusién.

La transformacién inversa

FoHw) = A7

W+ aA
1+ (aN)w
es de la misma forma; luego tanto f como f~! son biyecciones de D en D. Es un
ejercicio el demostrar que la compuesta de dos tales transformaciones es de la misma
forma. Puesto que son transformaciones de Mobius, preservan la razéon doble y, por lo
tanto, la distancia no euclidiana. Ademds preservan los dngulos, tanto en magnitud
como en sentido.

Teorema 3.6. Las transformaciones
z—a
=
/() 1—az '

constituyen el grupo de isometrias del disco hiperbdlico que preservan dngulos en sen-
tido y magnitud. Una transformacion

<1 , [A=1

f&=A— . lad<1 . N=1

—az

es una isometria que invierte el signo de los dngulos y es una reflexién (no euclidiana)
en una recta (no euclidiana,).

Demostracion. Sélo verificamos que una reflexién en una recta es efectivamente de
esa forma. Si la recta (no euclidiana) estd determinada por dos puntos a y B, usando
f(2) llevamos a a 0 y b al intervalo real positivo. La reflexion en el eje real es 7(z) = Z.
Luego, la reflexién en la recta por a y b serd f~! o7 o f y es inmediato verificar que
tiene esa forma. O

Teorema 3.7. Una isometria no euclidiana es
i) hiperbdlica con puntos fijos en |z| =1;
ii) parabdlica con punto fijo en |z| = 1;
ili) eliptica con puntos fijos a y 1/a, |a| < 1, pero nunca es loxodrémica.

Demostracién. La transformacién anterior f(z) fija la circunferencia unitaria. Sa-
bemos que las transformaciones fijan las circunferencias por los puntos fijos en el caso
hiperbdlico, por el punto fijo en el caso parabdlico y ortogonales a las otras en el caso
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eliptico. En cambio las transformaciones loxodrémicas no fijan circunferencia alguna.
Para demostrar el teorema analiticamente es mejor usar el modelo del semiplano,
como lo hacemos a continuacién. O

Teorema 3.8. Las transformaciones
az+b

&=y

con a,b,c,d reales y ad — bc = 1 constituyen el grupo de las isometrias que preservan
angulos en el plano hiperbolico H.

Demostracién. Podriamos usar la transformacién (z —¢)/(z + i) de H en D pero
preferimos verificar las propiedades directamente. Es claro que z — —1/z lleva H en
H, y entonces escribiendo

az+b a ad-—bc

cz+d ¢ c2z+de
se obtiene que para a,b,c,d reales, ad — bc > 0, esa transformacién lleva H en H.
Dividiendo los coeficientes por v ad — be llegamos a ad — bc = 1. La inversa es

e = 0

—cz+a’
que es de igual forma, y la compuesta también lo es.
Con respecto a los puntos fijos, deben satisfacer

2+ (d—a)z—b=0,

es decir, son

(a-d) £/ (atdP -4

2c
Si |a + d| > 2, caso hipérbolico, los puntos fijos son reales. Si |a + d| = 2, caso
parabdlico, el punto fijo es real (o bien oo si ¢ = 0). Si |a + d| < 4, caso eliptico, los
puntos fijos son conjugados: p y p. La traza es real y luego no es loxodrémico. O

Teorema 3.9. Dados dos pares p,q y p',q" con 6(p,q) = 6(p',q") en el plano hi-
perbdlico, existe una y solo una isometria tal que

fo)=p" . flo=4d"
Dados tres puntos a < b < cya <V < en el eje real (o en el circulo |z] = 1)
existe una y solo una isometria tal que

flay=d , f)=v , flop=c".
Demostracién. Demostramos la primera asercion en el disco D. Puesto que podemos
tomar

N
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con |A| = 1 apropiado de modo que g(q) sea real positivo, y del mismo modo tomamos
h(z) para p' y ¢, se tiene que f = h™! o g lleva p en p’ y ¢ en ¢'. Para demostrar la
unicidad, supondremos entonces que f fija 0 y un punto z tal que 0 < x < 1. Puesto
que f debe fijar la circunferencia unidad, ésta deberia pasar por los puntos fijos o
separados (eliptico); esto es imposible, a menos que sea la identidad.

Demostremos la segunda asercién en el semiplano H. Bastara construir una iso-
metria tal que

Pero
b—cz—a
zZ) =
/() b—az—c
cumple esa condicién, tiene coeficientes reales y ademas
b—c b—c c—b
—c +a =(c—a > 0.
b—a b—a ( )b —a
La transformacion f es tnica, pues si fija tres puntos es la identidad. O

3.1.4 Rectas y Circunferencias

Veremos aqui sélo algunas propiedades de circunferencias y rectas no euclidianas,
pero dejamos para la seccién siguiente un estudio maés sistemético de los teoremas
no-euclideos.

Una circunferencia no euclidiana es el lugar geométrico de los puntos z que estan
a una distancia r de un centro dado zy. Esto es

0(z,20) =1.

Usando una isometria conveniente podemos llevar zg a 0; los puntos z irdn a los puntos
w tales que

1+ |w|

T=fw| "

0(0,w) = log

y luego
|w| = tanh(r/2).

El lugar geométrico es entonces una circunferencia euclidiana de radio tanh(r/2).
Si usamos la isometria inversa para regresar a zy obtendremos una circunferencia,
pero cuyo centro euclidiano no coincide con zy. Una circunferencia no euclidiana es
entonces una circunferencia euclidiana, ortogonal a todas las rectas no euclidianas que
pasan por zg (Figura 3.8).

Dada una recta (no-euclidiana) y un punto en ella, habra una sola recta que forme
un angulo prescrito en el punto. Bastara llevar el punto a 0 por una simetria y tomar
dos radios que formen el dngulo dado «, y luego usar la isometria inversa. Esto es
cierto en particular si o« = /2. Por otra parte, si el punto 2y no pertenece a la recta

95



FIicura 3.8. Una circunferencia no euclidiana

dada [, hay una sola recta que pasa por zy que es ortogonal a . Esa recta es ortogonal
a |l en un punto z; tal que

0(20,21) < 6(z0,2), z€1.

En efecto, podemos tomar zy = 0. El punto z; a menor distancia del centro seré el
que tenga médulo menor y, por lo tanto, pertenece al radio ortogonal a [ (Figura 3.9).

FiGurA 3.9. Distancia menor

Teorema 3.10. El lugar geométrico de los puntos que equidistan de dos puntos dados
es la recta ortogonal (en el punto medio a la recta por los puntos).

Demostracion. Podemos llevar el punto medio zy al origen, llevando un punto z; a
t>0y z a —t (Figura 3.10).
Consideremos la isometria (que invierte angulos)

T(2)= -2,

lleva t en —t y fija los puntos del eje imaginario. Un punto de ese eje equidista entonces
de t y de —t. Si ahora p es un punto con (¢, p) = r, la circunferencia de centro ¢ y radio
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[
KJ

F1auraA 3.10. La simetral de un segmento

r contiene todos los puntos a igual distancia. La imagen por 7 de esa circunferencia
es la circunferencia de igual radio y centro —t. Ambas se intersectan en dos puntos
en el eje imaginario y son los dnicos dos puntos tales que (¢, p) = 6(—t, p). O

Ejercicios 3.11.

1. Si zg = 0 es un punto en el disco D y L es una recta no euclidiana que no contiene
2o, dibuje el haz de rectas por zy que no intersectan a L.

2. Sean is, it dos puntos en H en el eje imaginario.
a) Calcule la distancia entre ellos.

) Demuestre que si s — 0 la distancia va a infinito.

) Encuentre el punto medio entre ambos.

) Demuestre que una isometria que preserva angulos en D se puede escribir

w
®» o T

pz+q _ _
z) = , —qq=1.
f(2) PP PP —qq

c—b

a+d _
7 4=

b) Sig(z) = ijr'sﬁ, b, c,d reales, ad —bc = 1 demuestre que p = T +1i

azd 4 jbte

4. Escriba la féormula para una rotaciéon de orden n en H que fije 7. En particular,
escriba las féormulas para n = 2, 3, 4.

5. Demuestre que las semirectas euclidianas y = kx,y = —kx son el lugar geométri-
co de los puntos a una distancia dada del semieje imaginario. Dibuje ese lugar
geométrico para una recta no euclidiana en D.

6. Sean pp un punto al infinito (en el borde). Encuentre las circunferencias ortogo-
nales a las rectas no euclidianas por pg.

7. Sean Il y Iy dos rectas no euclidianas que no se intersectan.

a) Demuestre que existe una tnica recta ortogonal a ambas.
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b) Muestre cémo medir la distancia entre dos rectas {1 y ls.
8. Dibuje las figuras 8,9 y 10 en H en vez de D.
9. Demuestre que por un punto zg fuera de una recta [ hay dos rectas que pasan por
zo que forman un dngulo dado 6 con [.
10. Sea [ el semieje imaginario y z en H.
a) Demuestre que el punto en [ a menor distancia de z es i|z|.
b) Si 0 = Arg(z) y 0(z,1) es esa menor distancia, entonces cosh §(z,1) = 1/senf.
11. Distancia en H. Si z,w son dos puntos en H, entonces
a) tanh(36(z,w)) = ezl

b) coshd(z,w) =1+ 2111‘12(;)711“15(11;)

3.2 Comparacion entre la Geometria Euclidiana y la Hiperbdlica

En esta seccidon presentamos una serie de actividades elementales obtenidas usando
un software, las cuales permiten explorar y repasar las propiedades bésicas de la
geometria no-euclidiana. Usaremos el software Cinderella, pero lo mismo puede ser
hecho con el software de libre disposicién http://cs.unm.edu/~joel/nonEuclid/, o con
el software comercial Cabri.

3.2.1 Actividad 1: Medir Angulos y Areas

Al cargar el programa Cinderella aparece una pantalla como en la Figura 3.11. Observe
que abajo a la derecha hay tres opciones de geometrias; si es primera vez que utiliza
usted un software de naturaleza geométrico, familiaricese primero marcando Euc y
luego colocando las flechas sobre los distintos iconos de arriba. Aparecen explicaciones
de cémo proceder en cada caso.

Seleccione ahora Hyp (abajo a la derecha) y luego en Vistas (arriba al medio)
seleccione Vista hiperbdlica. Tiene entonces a su vista el modelo de Poincaré en el
disco unitario en la Figura 3.13.

En Modos se recobran los principales elementos constructivos. Escoja alli Linea |
por dos puntos y dibuje entonces un tridngulo hiperbdlico de vértices A, B, C' y lados
por rectas a,b,c. (Desafortunadamente la recta a no es la recta por BC.) Vamos
a medir los angulos internos; en Formato fije Angulo radio para medir dngulos en
radianes. Luego vuelva a Modos y escoja Medir | dngulo. Con el cursor marque ahora
dos rectas para medir el angulo entre ellas. Observe que se miden los dngulos en el
sentido positivo usual, contrario a los punteros del reloj. Asi, es distinto marcar a y
luego b, que b y luego a.

(El dngulo entre dos arcos de circunferencia es igual al dngulo entre sus rectas
tangentes en el punto.)

En Modos | Mover puede ahora arrastrar con el cursor un vértice del tridngulo,
obteniéndose todos los tridngulos que uno quiera. En la Figura 3.13 se ha movido el
vértice C' hacia el borde; en el borde mismo el dngulo es 0. En la Figura 3.15 se ha
dibujado un cuadrilatero con sus dngulos.
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FI1cura 3.11. Inicio de Cinderella

F1cUuraA 3.12. Medida de angulo

En realidad hemos obtenido algo mds que la medida de los dngulos. Como veremos
en la siguiente unidad, se tiene esta férmula para el area hiperbdlica de un poligono
de n lados:

A= (n—2)7r—2ak.
k=1
Asi entonces
Figura2: A=m - (0,834 0,58 + 0,9) = 0,83;
Figura 3 : A=m — (0,66 + 0,63 + 0,13) = 1,72;
Figrua 4 : A = 27 — (1,08 + 1,05+ 0,7 + 0,87) = 2,58.
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FiGuRrA 3.14. Un vértice que tiende al infinito
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ONPPES - EREsIT

 medirel ang e [cinderelz: Unnamed Painzare ves) K

FicurA 3.15. Un cuadrildtero hiperbdlico

3.2.2 Actividad 2: Construcciones de Triangulos

Recordamos los principales teoremas de congruencia en geometria euclidiana:
LLL : si dos tridngulos tienen tres lados iguales;

LAL : si dos tridngulos tienen dos lados y el angulo comprendido iguales;
ALA : si dos tridngulos tienen dos dngulos y el lado comprendido iguales.

Se puede plantear cada uno de ellos como una construccién: dados los lados a, b, ¢ de
un tridngulo, construirlo. Si la solucién es tnica, esto equivaldrd al primer teorema
de congruencia.

e Construccién LLL : Dibuje tres segmentos AB,CD, EF. Escoja Modos | Circulo |
Compds y marque sucesivamente los vértices A, B y el centro E. Luego dibuje otra
circunferencia con radio C, D y centro F. Dibujando un segmento en cualquier lugar
y luego arrastrarlo para construir los segmentos FH y F'H dard el resultado en la
Figura 3.16. El resultado es unico, pues reflejando en la recta EF se obtiene la otra
solucién posible, congruente por lo tanto (tal como en geometria euclidiana).

e Construccién LAL : Dados dos segmentos DE y F'G se dibuja un dngulo tomando
dos rectas AB, AC. Con el compds se dibuja una circunferencia de radio DFE y otra
circunferencia de radio F'G. Los puntos de interseccién determinan el tridngulo AH K.
La solucién es unica pues siempre podemos mover el vértice del angulo dado al punto
A y los lados a las rectas AB, AC, utilizando transformaciones de Mobius en este

101



FiGUurA 3.16. Construir un triangulo dados sus tres lados

caso. La construccion es igual a la de la geometria euclidiana. El resultado esté en la
Figura 3.17.

e Construccion ALA : Dado un segmento E'F dibujamos un angulo dado trazando
una recta AB con A = E y un segundo angulo dado con una recta C'D con C = F.
El punto de interseccion de ambas rectas, si lo hay, determina el tridngulo como en
la Figura 3.18.

En geometria de Euclides dos tridangulos pueden tener angulos iguales sin ser
congruentes. En geometria hiperbdlica esto no ocurre.

Teorema 3.12. Si dos tridngulos hiperbdlicos tienen dngulos iguales entonces son
congruentes.

Demostracion. Lo establecemos en el semiplano superior donde colocamos el vértice
A en iy el lado AB en el semieje imaginario. Puesto que a se supone dado ello
determina los puntos a, b en la Figura 3.19.

Debemos encontrar ¢,d como en la figura tales que v y 8 tengan los valores dados.
Por las formulas para el coseno del angulo se obtienen las dos ecuaciones

c—ba—d cosy+1

a—bec—d 2 ’
d  cosfB+1

d—c 2
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Ficura 3.18. Construccién de un tridngulo dados dos angulos y el
lado comprendido
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FIGURA 3.19. Area de un triangulo

Esto dard una ecuacion de segundo grado para d y, por ende, dos soluciones. Para ver
que hay solo una solucién, observemos que la segunda ecuacion determina la razén

d cosfB+1

¢ cosf—1"

Si 5 estd dado, esto dice que todas las geodésicas con igual angulo con el eje ima-
ginario tienen extremos (kc, kd). El drea del tridngulo es estrictamente creciente en
funcién de k y luego habra un solo tridngulo con drea m — (« + 8 + ) dada. |

3.2.3 Actividad 3: Rectas y Puntos Notables en un Triangulo

e Sabemos que el lugar geométrico de los puntos que equidistan de dos puntos dados,
es la perpendicular en el punto medio de esos dos puntos. Se sigue que la interseccién
de las dos simetrales de segmentos AB y BE es un punto que equidista de A, By E:
es, por tanto, centro de una circunferencia que pasa por esos tres puntos. A su vez
este centro L estard en la simetral del segmento AE pues equidista de A y F. Para
efectuar la construccién con Cinderella procedemos como sigue:

i) Modos Punto Punto Medio: Tres veces dibuja los vértices de un tridngulo y
puntos medios de los lados.
ii) Lénea Por dos puntos: Dibuja los lados del tridngulo.
iii) Linea Definir Perpendicular: Dibuja las tres simetrales de los lados.
iv) Mover: Moviendo los vértices se verifica que siempre las simetrales pasan por
el mismo punto.
v) Circulo Por dos puntos: Dibuja la circunferencia circunscrita (Figura 3.20).

e Construimos las transversales de gravedad, esto es, las rectas que unen los vértices
con los puntos medios de los lados opuestos.
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& Cinderella: Unnamed (Poincare View)
las Formalo Ajuda
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FIGURA 3.20. Simetrales y la circunferencia circunscrita al tridngulo ABE

i) Punto— Punto Medio: Tres veces para obtener el tridngulo y los puntos medios
de los lados.
ii) Graficacidn Segmento: Permite dibujar los tres lados y las tres transversales.
iii) Mowver: Moviendo los vértices del tridngulo se observa que, tal como en geo-
metria euclidiana, las tres transversales pasan por un mismo punto. Para de-
mostrar este teorema esperaremos, sin embargo, el capitulo siguiente donde
se desarrolla la trigonometria hiperbédlica (ver Figura 3.20).

e Construimos las tres alturas de un triangulo.

i) Linea — Por dos puntos: para los lados y vértices del tridnguo ABC.
ii) Linea — Definir perpendicular: traza las alturas.
iii) Mowver: Moviendo los vértices se observa que siempre las tres alturas pasan
por un mismo punto (ver Figura 3.21).

e Trazamos los tres lados de un tridngulo y las bisectrices.
i) Linea — Por dos puntos: para los lados del tridngulo.
ii) Lénea — Bisectriz: para las bisectrices.

El punto D, interseccién de dos bisectrices, equidista de los tres lados del
tridngulo. En efecto, una reflexion en la bisectriz lleva un lado del angulo en el
otro, y una perpendicular desde un punto de la bisectriz a la perpendicular por
el mismo punto al otro lado: la bisectriz de un angulo es el lugar geométrico
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[Crgerels: nnames Eudcamn ven].

FicUuraA 3.21. Transversales y el centro de gravedad del tridngulo ABE

FIGURA 3.22. Alturas y el ortocentro del tridngulo ABC
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de los puntos que equidistan de los lados del angulo. El punto D pertenecerd a
la tercera bisectriz también.

ili) Linea — Definir perpendicular: traza la perpendicular desde D al lado AB.

iv) Punto — Punto tnico: define la proyeccién E.

v) Circulo — Por dos puntos: traza la circunferencia inscrita al tridgngulo ABC
(ver Figura 3.23).

« Cinderella; Unnamed (Poincare View) [ [=]x

e e |
E o e Pl A E N Col el ]

[ ][e /B

LELE

FI1GUurA 3.23. Bisectrices y la circunferencia inscrita al tridngulo ABC

3.2.4 Actividad 4: Sistema de Coordenadas

Si quisieramos definir un sistema de coordenadas de manera similar al caso de las
coordenadas cartesianas, podriamos escoger dos ejes ortogonales por el origen y luego
tomar las rectas perpendiculares a los ejes a distancias 1, 2, 3,...

Al dibujar esto con Cinderella obtendremos la Figura 1.23. Hay alli una sorpresa,
pues esas rectas no se intersectan necesariamente. La cuarta perpendicular a la derecha
no intersecta a la tercera horizontal, por ejemplo. De hecho, como luego calcularemos
usando trigonometria, las rectas mas lejanas que puedan intersectarse en la diagonal
corresponden a un punto P = 0,8358. Mas alla no se intersectan.

Una estrategia distinta es considerar desde un punto B cualquiera, las dos per-
pendiculares BC'y BD a los ejes de coordenadas. Las longitudes no euclidianas BC
y BD seran entonces las coordenadas cartesianas del punto B. Estas longitudes no
son iguales a AC o AD, sin embargo, (ver Figura 3.24). Dado B obtenemos asi dos

107



0.8358

0.8358

F1cURA 3.24. Las dltimas perpendiculares

FiGURA 3.25. Rectas “cartesianas’que no se intersectan

ntmeros (z,y) pero dados estos nimeros necesitaremos nuevamente férmulas trigo-
nométricas para poder calcular los puntos necesarios C'y D. El resultado es que esas
coordenadas varian en la regién limitada por las hipérbolas como en la Figura 3.26.
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zy+z+y=1

Ficura 3.26. Rango de las coordenadas cartesianas

rm el "l“

F1GURA 3.27. Coordenas cartesianas de B

3.3 Longitudes y Areas

3.3.1 El Elemento de Longitud

Recordemos que en la geometria euclidiana el elemento de longitud de una curva es
ds = /(dz)? + (dy)? (o As = /(Az)? + (Ay)? si piensa en poligonales). Acd no
hay cerros, y todos los elementos de arco son iguales en todo punto y en cualquier
direccién. En términos matematicos, el poner cerros equivale a decir que el nuevo
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elemento de arco puede variar de punto en punto, es decir, el nuevo elemento de
arco puede ser de la forma A(p)ds, donde A(p) es una funcién positiva que depende
del punto p donde se esté. Un caso sencillo serfa decir A(p) = 2, lo que resultaria
en duplicar todo largo euclideo (tal como lo harfa una homotecia de factor 2). Las
geometrias de interés son aquéllas en que la funcién A\(p) varfa con p. Asi, resultard més
costoso pasar por los lugares donde A(p) sea muy grande, y habrd que evitérseles para
obtener un camino corto. A la vez, resultard conveniente pasar por lugares donde
A(p) sea pequeno. Queda en evidencia cémo el cambiar la manera de medir (largos
en este caso) afecta la geometria (de los caminos mds cortos). Como mencionamos
al comienzo del capitulo, en el modelo del disco D para la geometria de Poincaré,
se hara el elemento de largo muy grande a medida que nos acercamos al borde; en
el modelo de H significard hacer el elemento de largo muy grande a medida que nos
acercamos su borde y = 0. Existen muchas maneras de hacer tal elemento de largo
grande cerca de y = 0, por ejemplo, podria ser ds/y" para cualquier exponente n € N.
Con esto, el nuevo elemento de largo efectivamente se hace cada vez mayor si se le
considera en puntos (x,y) del semiplano superior cuya coordenada y es préxima a
cero. Entre todas las posibilidades de nuevos elementos de largo debemos escoger
aquélla que sea consistente con la funcién distancia (o largo de camino més corto)
conocida. Sabemos por el ejercicio 11 de la Seccién 3.1 que, en el semiplano superior,
la distancia entre los puntos ia,ib es igua a log(b/a) si b > a. Esto es igual a

bdy_ |dz| .
/ay_[YIm(z) , () =it t€lab],

lo que nos lleva a considerar el nuevo elemento de longitud como |dz|/y (acd hemos
reemplazado ds por su representacién compleja |dz|).
Para una curva cualquiera su longitud hiperbdlica es

e )
L = / e = mom

El largo de una curva v ha sido alterado de su habitual fy |dz| introduciendo el factor

Im(z) en el denominador. Este factor varfa con el punto, afectando de manera opuesta
si la curva estd cerca o lejos del eje real Im(z) = 0.

Teorema 3.13. El elemento de longitud ds = |dz|/Im(z) es invariante por las trans-
formaciones de Mdobius que llevan el semi-plano en si mismo.

az+b
+d

be > 0, son compuestas de traslaciones, dilataciones, inversiones. Para una traslaciéon
t(z) =z4a, a € R se tiene

Demostracién. Las transformaciones son g(z) =

con a,b,c,d reales y ad —

@) ldz]
Im(t(z)) Im(z)’
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y lo mismo se cumple para una dilatacién f(z) = kz, k > 0. Para la inversién g(z) =

—1/z tenemos

RTINS R
Im(g(z)) [:2 1/ 1 1 I ~ Im(z)"
— (24 =z —(z—2Z
20\ =z + z 22( )
|
Corolario 3.14. El elemento de longitud en el disco es
2|dz|
ds = ——.
TTI-FP
Demostracién. Es claro usando z = — , Im(u) > 0. O

Corolario 3.15. La geodésica que une dos puntos es el arco de recta hiperbdlica

(circunferencia ortogonal al borde).

Demostracién. Sea v(t) una curva cualquiera en el semiplano que una ia con ib.

ol e+ i)
0= [ pny =

Entonces

b

dt = log —.
a

O

Como ejemplo, podemos calcular la longitud de una circunferencia hiperbdlica.

Teorema 3.16. El valor de la longitud de una circunferencia de radio (hiperbdlico)

r es 2w senh(r).

Demostracion. Usaremos el modelo del disco de Poincaré con la circunferencia cen-
trada en el origen. Si R es el radio euclidano entonces

r = log 1+R :e"—1.
1-R er+1
Luego
B er/? —emr/? __senh(r/2)
~ er/24 /2 cosh(r/2)

La longitud hiperbdlica de la curva ~(0)

2
2R df
)= [

=Re?, 0<60<2m, es

= 2n2senh(r/2) cosh(r/2) = 2mwsenh(r).
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3.3.2 El Elemento de Area

Haciendo la analogia entre elemento de largo y elemento de area, se define el elemento
de area hiperbdlica en el semiplano

dxd
dw = ;y .
En cambio en el disco se tendra
4
dw = —— dxdy .
YT Y

Teorema 3.17. El drea de un circulo de radio v es igual a 4w senh®(r/2).

Demostracién. En el disco,

2+y2<R2
R 4pdpd9 4T R?
22 1-R®
Puesto que R = senh(r/2) cosh(r/2) el resultado sigue. O

Consideramos ahora un tridngulo hiperbdlico de vértices A, B, C'y dngulos «, 3,y
(medidos en radianes).

A

Ficura 3.28. Tridngulo hiperbdlico

Teorema 3.18. El drea de un tridngulo hiperbdlico es igual a A=m — (a+ B+ 7).
La suma de los dngulos es, por lo tanto, menor que 7.
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Demostracion. En el semiplano consideramos primero un tridngulo con un dngulo
a = 0. Podemos suponer que C = oo y luego por una traslacion y dilatacion que A y
B estén en la circunferencia |z| = 1. Entonces

1 “+oo 1

SNEE

y? 1—22 .
cos(m—a) \/T—z? cos(m—a)

Usando el modelo del disco vemos que esto implica que para v =0y «, 8 arbitrarios
se tendra

A=(m—a)=(r=(r=f)) =7~ (a+5).

AR

Ficura 3.29. Un angulo cero

N

FIGURA 3.30. Area

y luego
A=m—(a+v+0)—(n—(rn—B+6)=m—(a+8+7).
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Ficura 3.31. Caso general

Corolario 3.19. FEl drea de un poligono de n lados y dngulos internos azq,- -+ ,qy, es
igual a
(n—2)r— (1 +as+-+ay).

Demostracién. Para un poligono convexo (en el sentido hiperbélico), desde un vérti-
ce trazamos n — 3 diagonales dividiendo al poligono en (n—2) tridngulos. En cada uno
de ellos usamos la férmula del teorema y luego sumamos. Si a un poligono convexo
le agregamos un tridngulo, obteniéndose un poligono que puede no ser convexo, n
aumenta en uno y los angulos y areas se suman. La férmula se generaliza entonces a
cualquier poligono. O

3.3.3 El Teorema de Pitagoras

Sea ABC' un triangulo rectangulo en C' con catetos hiperbdlicos a, b e hipotenusa c.
Entonces

coshacoshb = coshec.
Demostracién. Por un movimiento no euclidiano podemos suponer, en el disco D,
que c estd en el origen, A=z, 2 >0y B =1y, y > 0.

Puesto que
14y 1+ 1+t
a = log , b=log—— , c=log——,
1—y 1—2 1-t¢
cont= w —'zy , obtenemos
1+ izy
1 2 1 2 1+¢2
cosha = + y2 , coshb= e , coshc= * .
1—y 1— a2 1—1¢2
x2 4+ y?
Dado que t? = Tr 22 la férmula de Pitagoras se reduce a una identidad algebraica
7y
sencilla de ser verificada. ]
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C b A=z
Ficura 3.32. Pitagoras

3.3.4 El Angulo de Paralelismo

Por un punto P fuera de una recta hiperbdlica L pasan infinitas rectas paralelas a
L. Sin embargo, podemos distinguir dos de entre ellas: son las que pasan por P e
intersectan a L en el borde y son tangentes alli. Se llama dngulo de paralelismo el
angulo ¢ formado por una de esas rectas y la perpendicular desde P a la recta L.
En el semiplano podemos suponer que L es la semicircunferencia |z] = 1 y que P
esta situado en el semieje imaginario.

-1 O 1

Ficura 3.33. El angulo de paralelismo

Teorema 3.20. Si d es la distancia de P a L entonces

t = .
any senh d

Demostracién. Si z es el centro de la circunferencia por P y r su radio (eucli-
diano), entonces
T Y
cosp=— , senp== , r=1+4+zx.
r T

De esto se obtiene
seng
y=-—""
1 —cosp
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y puesto que d = logy tenemos
1 se 1 —cos 2
ed e =yt = ny Y _ .
Y 1 —-cosp seny tan ¢

Ejercicios 3.21.

1. Demuestre que en coordenadas polares en D se tiene

2 2702
ds:2\/dr + r2d0 7
1—1r2

4r

Deduzca las férmulas para la longitud y area de una circunferencia.
2. Muestre que no todos los tridngulos tienen una circunferencia circunscrita.
3. Sea AABC isésceles con AB y AC iguales, a = 7/2. Muestre que la longitud de

la altura AD satisface
AD < cosh™(v/2) ~ 0,881 .

4. Muestre cémo construir las dos rectas tangentes desde un punto exterior a una

circunferencia dada.

5. Utilizando la férmula del drea de un tridngulo demuestre que si dos tridngulos

hiperbdlicos tienen angulos iguales, entonces son congruentes.

6. En un tridngulo de dngulos «, 0,0 demuestre que el radio de la circunferencia

inscrita satisface

1
4tanh?®(R) = 5(1 +cosa).
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Capitulo 4: Apéndice: Trigonometria

En el anélisis de problemas geométricos se utilizan métodos diferentes, ya sea razo-
namientos sintéticos como en Euclides, o bien con geometria analitica o también con
trigonometria. En este capitulo presentamos una visién completa de la trigonometria
valida para las tres geometrias: la de Euclides o plana, la esférica y la hiperbdlica.
Veremos cémo, con métodos semejantes, se pueden demostrar teoremas vélidos en
cualquiera de ellas, como el Teorema de Menelao, por ejemplo, en 4.11, 4.21 y 4.29.
Trataremos de formular conceptos trigonométricos generales, cuya unica diferencia
sea la representacion de acuerdo a la geometria que se esté considerando. En particu-
lar, en este capitulo haremos hincapié en la trigonometria esférica, tema que hace cien
anos se estudiaba intensivamente pero que ahora a dejado de ser parte del curriculum
normal, cosa que no es razonable pues, mal que mal, la Tierra es esférica jo no? Asi, la
trigonometria esférica ha jugado un rol importante en dreas como el diseno de mapas
terrestres, la navegacién y la astronomia.

4.1 Trigonometria Plana

En esta seccién revisaremos las férmulas bésicas de trigonometria en un tridngulo
y sus aplicaciones en algunos teoremas de geometria plana, para luego estudiar sus
andlogos en geometria esférica e hiperbdlica en las secciones siguientes. Recordemos
que en un tridngulo rectangulo de catetos a, b e hipotenusa c, se definen

a a
cose=- , senau=-— , tana=—,
c c b
y esas definiciones dependen sélo del angulo « y no del tridngulo rectangulo particular
elegido. Por el teorema de Pitdgoras se tiene
cosa +sen’a =1 (1)
y
cosf=sena , senf =cosa, (2)
para ( el angulo complementario de «.
Teorema 4.1. Teorema de los Senos.
En un triangulo ABC' cualquiera se tiene
sena  senf3  seny 1

a b c 2R’
donde 2R es el didmetro de la circunferencia circunscrita.
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k>0

B a/2 E a/2 C
FI1GUuraA 4.1. Senos

Demostracion. Sea O la interseccion de las simetrales de los lados, centro de la cir-
cunferencia circunscrita, de radio que denotamos por R. Si el dngulo inscrito {CAB =
« entonces el angulo central £ BOC = 2a. Puesto que ABOC es isdsceles, su altura
OF coincide con la bisectriz: £ COE =£ BOE = «a. En el tridngulo rectangulo
ABOE se obtiene
sena = (a/2)/R =a/2R.
Luego sena/a = 1/2R. O

Teorema 4.2. Teorema de los Cosenos.
a® =b* + ¢ — 2be cosa 4),
y formulas andlogas para los lados b y c.

Demostracion.

A D B

FI1GuRrA 4.2. Cosenos
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Por el teorema de Pitagoras en ACDB
a’? =h?+ DB? = h? + (c — AD)?.
Pero h = bsena, AD = bcos a. Luego
a® = b?sen” a + ¢® — 2bccos o + b? cos®

=02+ % — 2bccosa.

|
Teorema 4.3. Férmulas para el Angulo Medio.
Se tiene
1 — tan?(0/2 2tan(6/2
coso = L0/ g 2tan(0/2) (5)
1+ tan®(0/2) 1+ tan=(0/2)
sen 6
tan(6/2) = ——— .
an(0/2) = =5 (6)

Demostracion. En una circunferencia de centro O y radio 1 dibujamos el dngulo
central 6 y el dngulo inscrito 6/2.

b/2 8
0 P

FicuraA 4.3. Angulo medio

Se obtiene OP = cos 8 y luego

sen 6
tan(0/2) = ————.
1+ cos6
Las otras dos férmulas se obtienen por sustitucion de esta expresion en las fracciones
racionales. (]
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Teorema 4.4. Férmulas de Suma.
Se satisfacen las relaciones

sen(f + ¢) = senf cos ¢ + cosfsen ¢,
cos(f + @) = cosf cos — senfsen ¢ . (7)
Demostracion. Es inmediato establecer la formula para el area de un triangulo
A= %ab sen-y.

Dibujamos ahora un dangulo 6 + ¢ y la perpendicular a la semi-recta del medio

R
Y Q

O 1
0 1

FIGUrA 4.4. Férmula de suma

Entonces las dreas de los dos tridngulos rectdngulos suman el area de AOPR
AOPQ + AOQR = AOPR.
Luego
%OQ -OPsenf + %OQ -ORsenp = %OP -ORsen(d + @)

Multiplicando por 2 y dividiendo por OP - OR se obtiene

oQ 0Q _
ﬁsenﬂ + op e = sen(0 + ),

y el resultado sigue por definiciéon de coseno. Para la funcién coseno la férmula se
obtiene por

cos(f + @) =sen(m/2 — 0 — @)

y aplicando lo anterior. O
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4.1.1 El Conjunto de las Férmulas

En esta seccién veremos que toda férmula trigonométrica en el tridngulo es conse-
cuencia de una sola de ellas. Este es un hecho significativo, como equivaldria a decir
que todas las leyes de la fisica provinieran de tan solo una (hecho que ciertamente no
estamos afirmando). Primero observamos que en un tridngulo ABC podemos suponer,
salvo por un cambio de escala, que el didmetro de la circunferencia circunscrita es 1,
es decir, que 2R = 1. Mantendremos esta suposicion por el resto de este seccién. Con
esto, el teorema de los senos implica que los lados son funcién de los angulos pues
a=senca, b=senf, c=sen~.
Definimos seis variables reales
T1 =cosa, Tog = Ccosf, x3 = COS7,

Y1 =sena , ys =senf , y3 = sen-y.
y debemos encontrar las ecuaciones satisfechas en R®. Primero se tiene las relaciones
2 2 .
$i+yi:177’:172733 (8)

y, en principio, s6lo hara falta una ecuacién més, para definir el conjunto de dimensién
real 2 que corresponde a los tridngulos con 2R = 1.

Lema 4.5. Las formulas de suma se expresan por

T3 = Y1Y2 — T1T2 , Y3 = Y12 + Y271, 9)
y ecuactones similares por permutacion ciclica de los indices 1,2,3.
Demostracién.
x3 = cosy = cos(m — (a+ B)) = —cos(a+ ) = senasen 5 — cos acos
ys = seny = sen(mw — (o + f)) = —sen(a + ) = senacos § — sen«cos 8
O
Lema 4.6. La formula del coseno se expresa por
Y5 =yt +yi — 21473, (10)

y formulas similares por permutacion de los indices. Estas formulas son consecuencia
de las formulas de suma anteriores.

2 = a2 + b2 — 2abcos~y se escribe

Demostracion. Tenemos que ¢
sen? v = sena + sen’ — 2sen asen 3 cos .
Verifiquemos que esta formula es consecuencia de las férmulas del Lema 1:
Y3 = (172 +1y211)° = yizs +y5at + 2pyerize = yi(1—y3) +y5(1—yi) + 20152312
=y + 95 — 2102 (1y2 — T122) = Yi + Y5 — 201072
|
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Lema 4.7. Se definen los nimeros complejos zj = xj +14y;, j = 1,2,3. Entonces
lzil =1y
2122232—1. (11)

Esta identidad es equivalente a las formulas de suma.
Demostracion. Tenemos que
z1z2 = (x1 4+ iy1)(22 +iy2) = (2122 — Y1y2) +i(T1Y2 + T2y1)

= —,I3+iy3 = —23 = —1/23.
O

Teorema 4.8. Toda formula trigonométrica en el tridngulo es consecuencia de la
identidad unica

cosacos fcosy = —1+ cosasen Sseny + cos Ssenaseny + cosysenasen . (12)
Demostracién. En el producto z; 2023 la parte real es igual a
L1T2X3 — T3Y1Y2 — T1Y3Y2 — L2Y1Y3 -

Si esta expresion es igual a —1 entonces, puesto que |z12023] = 1 se sigue que 212223 =
—1. De alli entonces se deducen las férmulas de suma y el teorema de los cosenos.

Axin asi, en este teorema estamos usando las relaciones (8). Para reducirnos a una
sola férmula, usaremos las de la tangente del angulo medio. Definimos la transforma-
cién birracional

1— a2 2 Y1
r1 = ——> = — r=—-
1 1+$2 3 Y1 1+ZE’2 ) 1+.T17
el _ % _ W
2 1+y2 9 Y2 1+y2 ) Yy 1+.7527
1— 22 2z Y3
_ - = . 13
xs3 1+22 Ys 1+22 z 1+ a3 ( )
O

Teorema 4.9. En R® la variedad que corresponde por (13) a las férmulas trigo-
nométricas es la cuddrica

zy+yz+zax=1. (14)
Es un hiperboloide de revolucion de dos hojas.
Demostracién. Tenemos que

122203 = —1 + x3y1y2 + T1Y3y2 + T2y1Y3

se escribe usando (13) como
(1-2*)(1-y*)(1-2%) = (L+a?) (1+y?) (1+2°) +(1—22)day+ (1 -2?)dzy+(1 -y )daz,
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luego
1+ 22y? +%2% + 2%2% = 2(xy + yz + 22 — 22yz — yPuz — 2Pay)
o sea,
2@ +y)® + 2z +y)(zy — 1) + (2y — 1)* =0,
lo cual se reduce a
[2(z +y) + (2y —1))* = 0.
(Il

.2 1L , 1—21 .
Observacién 1. Esta tltima férmula z = “=7¢ equivale a tan(y/2) = 1/tan(a—;ﬁ).

Observacién 2. Que toda férmula trigonométrica se deduzca de (14) significa que
una férmula

f(cosa,...,seny) =0

se escribe, usando (13), como
f(x,y,2) =0.

Entonces existird un polinomio p(z,y, z) tal que
f=(axy+yz+zz—1)p.

Observacién 3. El cambio de variables

u:%x+%y+z , T=u+v—w
1
V=EGToGY , YSu—v-w
w=z , zZ=w
lleva (14) en el hiperboloide
u? —v? —w?=1.

Puesto que los lados a, b, ¢ estan determinados por los angulos pues 2R = 1, el hi-
perboloide puede ser visto como la variedad de todos los tridngulos en el plano. Los
tridngulos rectangulos corresponden, por ejemplo, a la mitad de una hipérbola

w?—0v?=2.
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F1Gura 4.5. Circunferencia inscrita

4.1.2 Teoremas de Geometria

Veremos ahora varios teoremas de geometria clasica que tienen analogos en geometria
esférica e hiperbdlica, y que se demuestran usando férmulas de trigonometria.

Teorema 4.10. (Radio de la Circunferencia Inscrita) Si r es el radio de la circun-
ferencia inscrita y s = (a + b+ ¢)/2 es el semi-perimetro del trigngulo, entonces

r=(s—a)tan(a/2) = (s — b)tan(8/2) = (s — ¢) tan(vy/2) .

Demostracion.
Puesto que las dos tangentes desde un punto a una circunferencia determinan seg-
mentos de igual longitud, obtenemos los segmentos de longitudes z,y, 2 como en la
figura. Pero
r+y=c , y+z=a , z+zxz=b>.
Luego
x=b+c—a)/2 , y=(c+a-b)/2 , z=(a+b—1c)/2.
En uno de los tridngulos rectangulos se tiene
tan(a/2) =r/x,

de donde se deduce la férmula. O

En el siguiente teorema usaremos la notacién |PQ|* para denotar la distancia
dirigida, de modo que |PQ|* = —|QP|*. Cuando tres puntos P,Q, R son colineales,
podemos expresar los segmentos dirigidos entre ellos en términos de las coordenadas
p,q,r sobre la recta. Asi, |PQ|* =q¢—py |QR|* =r—q.
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Teorema 4.11. Teorema de Menelao.

Sea | una recta que no pasa por los vértices de NABC'. Sea P la interseccion de l con
AB, @ la interseccion de |l con BC, y R la interseccion de I con C'A. Entonces
[AR]* |BP|* |AP]* |BQI |CRl*

: = 1.
[RB[* |[PC|* |PB[* |QC|* |RAJ*

A B P

FI1GURA 4.6. Menelao

Demostracion. Expresar estas razones signadas en términos de las coordenadas en
una recta AB:

|AX|* z-—a

|XBl* b—x

Luego ;f;)él‘ >0si X estd entre Ay B,y If(i}: < 0 sl X estd fuera de AB.

El producto de las razones debe ser negativo pues un punto, P en la figura,
estd fuera mientras que dos estan en el interior, o bien los tres estardan fuera. En la de-
mostracién trabajaremos con los valores absolutos de los segmentos y bastard demos-
trar que el producto de los valores absolutos es 1. En los triangulos AAPR, ABPQ, ACRQ
se tiene, respectivamente,

sen {APR  sen {ARP

AR AP 7
sen £ BPQ)  sen £ BQP

BQ  BP
sen LCQR  sen LCRQ

CR ~ 0Q

Entonces, en valores absolutos,
AP BQ CR AP BQ CR
sen {ARP sen {BPQsen {CQR sen{BPQ sen{CQR senf{ARP
sen {APR sen ABQP sen LCRQ ~ senLAPR sen £BQP " sen LCRQ "
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Cada una de las razones es 1, pues

£LAPR = ABPQ , £BQP = £CQR , LARP =7 — £CRQ.

Teorema 4.12. Reciproco del Teorema de Menelao.
Si P,Q, R son puntos en AB, BC,CA respectivamente tales que

AP[ |BQI ORI _
PBFF " |QCI" |RA[*

entonces P,Q, R estdn en una misma recta l.

-1

)

Demostracién. Si una razon es negativa y dos positivas estaremos en la situacién
de la figura anterior. La recta por RQ intersecta, por el Teorema de Menelao, al lado
AB en un punto P’ tal que el producto de razones es —1. Entonces AP’/P’B queda
determinado e igual a AP/PB. Entonces P = P’. O

Teorema 4.13. Teorema de Ceva.
Sean P,Q, R tres puntos en los lados BC, AC' y AB de un tridngulo ABC. Entonces
las rectas AP, BQ,CR concurren en un mismo punto x si y solo si
AR |BP |CQI" _
[RB|* |PCl* QA
Demostracion. Supongamos que las tres rectas concurren en x. Por el Teorema de
Menelao en AAPC' y transversal BXQ
PB| |QA| |xP| _
ICB| |QC| |XA]
Por el Teorema de Menelao en AAPB y transversal CX R
|CP| |XA| |RB| 1 |RA| |CB| |XA|
|CB| |XP| |RAl |RB| |CP| |XP|
Multiplicando estas expresiones y cancelando los elementos comunes se obtiene
AR| |BP| |CQ| _
[RB| [PC| [QA]
pero, dadas las intersecciones internas como en la figura las razones son positivas
y el producto es +1. Si x estd en otra posicion, dos de las razones serdn negativas
manteniéndose el producto positivo.
El reciproco se establecerd observando que si x, determinado por AP y BQ,

determina C'R’ entonces la razén AR'/R’'B tendré que ser igual a AR/RB vy, por lo
tanto, R = R’. O

1.

1.

L,
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FIGura 4.7. Ceva

Teorema 4.14. Teorema de Steward.
En el triangulo ABC' sea D un punto en el lado (interno) BC. Si AD =d,BD =m
y DC =n entonces

a(d®* + mn) = mb® + nc?.
En particular si D es el punto medio de BC

d? = (26 + 2¢% — a?) /4.
Demostracion. Por el Teorema de Cosenos en AADB

A2 =d®>+m?—2dmcos £ADB.
Por el Teorema de Cosenos en AADC
b = d* +n? — 2dncos {ADC = d* 4+ n* + 2dncos L ADB.

Luego
ne +mb* = (n +m)d® +m’n + n’*m.

Puesto que n + m = a, se obtiene la férmula. [l

Ejercicios 4.15.
1. En un tridngulo ABC demuestre la identidad

1 —2cosacos B cosy = cos® o+ cos? B+ cos? .
2. En un triangulo no rectangulo se cumple la identidad
tan a 4+ tan 8 + tany = tan o tan S tan -y .

3. Escriba la férmula de suma (9) usando la transformacién biracional (13) en térmi-
nos de x,vy, 2.

4. Escriba el Teorema de Cosenos (10) usando la transformacién biracional (13) en
términos de x, y, z.
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10.

FIGura 4.8. Steward

. Demuestre que el Teorema de Steward se extiende

a) si D estd mas alla de C': a(d? — mn) = mb? — nc?;

b) si D estd més alla de B : a(d?> — mn) = nc? — mb>.

. Demuestre que la longitud de la bisectriz del angulo v en un tridngulo ABC' es

igual a

Vab

a+b
Demuestre el Teorema de Steiner-Lehmus: Si en un tridngulo dos de las bisectrices
tienen igual longitud, entonces el tridngulo es isdsceles.

Vie+b—c)a+b+c).

. Utilizando el Teorema de Ceva demuestre que

a) las tres transversales de gravedad concurren en un punto;
b) Las tres alturas concurrren en un punto;

c¢) Las tres bisectrices concurren en un punto.

. Dados dos puntos P, = (z1,y1) y P2 = (22,y2) y una recta ax + by + ¢ = 0 que

intersecte a la recta Py P en el punto @, calcule la razén

PQ/QP;.

Deduzca otra demostracién del Teorema de Menelao.

Sean P, (@, R los puntos en que una recta corta a los lados BC,C'A, AB respecti-
vamente de un triangulo. Sean

h1 la homotecia de centro P que lleva C' en B,

hs la homotecia de centro R que lleva B en A,

hs3 la homotecia de centro @ que lleva A en C.

a) Encuentre las razones de las homotecias.
b) Calcule h3 o hg o hy.
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4.2 Trigonometria Esférica

La teoria y las formulas que se desarrollan en esta seccién tienen una doble finalidad.
Primero, es un tema que no forma parte de los curriculos actuales y que, sin embargo,
es claramente importante pues la geometria de la esfera es en cierto sentido mas real
que la euclideana del plano. Segundo, y es ésta la principal intencién aqui, las férmulas
de la trigonometria hiperbdlica son iguales a las de trigonometria en una esfera de

radio /—1.
4.2.1 Geometria de la Esfera
Consideramos como modelo la esfera unitaria en R3
2= {(z,y,2)|l* + >+ 22 =1}.

Un plano que pasa por el origen intersecta a la esfera en una circunferencia
mazima, y son estas circunferencias méaximas las rectas en esta geometria. Por dos
puntos A y B de la esfera pasard una unica tal recta, intersecciéon del plano por
el origen y esos dos puntos con la esfera. Esta circunferencia maxima se encuentra
dividida en dos arcos, uno de longitud mayor que 7 y el otro menor que 7. En lo que

sigue el arco AB representa aquel arco de circunferencia de longitud menor que 7, o
a lo sumo igual a 7w si A y B son opuestos por un diametro. Tres puntos A, B y C' que
no estan diametralmente opuestos determman un tridngulo esférico que tiene estos

puntos como vértices y lados los arcos BC C’A AB de longitudes a = |BC|,b = |C A|
y ¢ = |AB)| respectivmaente. Hemos decidido mantener la misma notacién que en el
Capitulo 1 para denotar a la distancia entre puntos, en el entendido de que ahora
nos referimos la distancia esférica, es decir, al largo del arco circular que une los dos
puntos medido sobre la esfera. Como la esfera tiene radio 1, la longitud a = |BC|
serd igual a la medida en radianes del angulo £ BOC. La medida del dangulo en A,
denotada por A, es el angulo entre los dos planos BOA y COA; corresponde al angulo
formado por esos dos planos con el plano ortogonal a ellos, que es el plano ortogonal
a la recta OA que pasa por A. Esa medlda serd entonces igual al angulo formado por

las dos rectas tangentes a los arcos AB y AC Los vértices A, By C determinan junto
al origen O un triedro de caras AOB, BOC,COA. Puesto que al inclinar un plano
ortogonal a dos planos el angulo disminuye, resulta que un plano cualquiera intersecta
a las caras en un tridngulo plano, de suma angular 7. Resulta entonces, que en un
triangulo esférico A + B + C' > 7. Se llama exceso esférico E a la cantidad definida
por

2E=A+B+C—m,
y perimetro naturalmente a

2p=a+b+c.
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FiGurA 4.9. Un tridngulo esférico

4.2.2 Principio de Dualidad

Dado un tridngulo esférico ABC el plano OAB divide al espacio en dos semiespacios
y a la esfera en dos hemisferios. La recta por O ortogonal al plano determina dos
polos; se llama polo del lado AB a aquel polo C’ que esté en el mismo hemisferio que
el vértice C. Se define asi un tridngulo A’B’C’ llamado tridngulo polar del tridngulo
ABC. El tridngulo polar de A’B’C’ es ABC. Si consideramos dos planos AOB y
AOC el dangulo A estard determinado por los vectores ortogonales a los planos. Esos

vectores, convenientemente orientados , determinan el arco C’ B’ de longitud a’. Luego,
se tienen las férmulas duales

d=n—A V=n-B, d=r-0C,
A’:W—a, E’:W—b, C'=n—c.
Supongamos que hemos establecido una férmula
f(a7 b7 C7 A’ B’ é)
vélida en todo tridngulo esférico, entonces serd valida la formula
f(a/7 b/) Cl) Al? é/) CA”) 9
es decir A . R
flm=—An—B,rx—C,m—a,mn —b,m—c¢)
se cumplird también. Esta es una férmula que se obtiene reemplazando los lados por
los suplementos de los angulos y los dngulos por los suplementos de los lados. Como
ejemplo, puesto que
A+B+C>n
entonces también (r —a) + (7 — b) + (7 — ¢) > =, y luego
a+b+c<2m.
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4.2.3 Area de un Tridngulo Esférico

Consideramos dos planos por el origen que se intersectan en dos puntos A y A* con la
esfera y que tienen un angulo a. Se obtiene un sector angular en la esfera. Puesto que el
area de la esfera es 47, y corresponde a un angulo a = 27, se sigue proporcionalmente
que el area de un sector angular a es 2a. Para un triangulo esférico, se obtienen
sectores angulares y sus opuestos que conjuntamente cubren la esfera, pero pasando
tres veces por el tridngulo ABC' y tres por A*B*C* (de igual drea). Luego, si A es el
area del triangulo estérico ABC'

4 = 4A + 4B +4C — 4A.

Entonces
A=A+B+C—n=2F.

AI

F1GURA 4.10. Sector angular

4.2.4 Foérmulas Trigonométricas en el Triangulo Rectangulo

Consideramos un tridngulo esférico ABC' con C=n /2. Unimos los vértices A, By C

con el centro de la esfera y desde A trazamos el plano ortogonal al lado OC.
Observamos entonces varios tridngulos rectdngulos euclideos: AEDA rectangu-

lo en D, AOED rectangulo en E, y AODA rectangulo en D. Ademas {AOD =

b, ADOFE = a, ADEA = B. Obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.16. En un tridngulo esférico recto en C' se tienen las férmulas

i) sen B = senb/sen ¢;

i) cos B = tana/ tan ¢;

iii) cos C' = cosacosb.
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FiGURrA 4.11. Un tridngulo esférico rectangulo

Demostracién. En el tridngulo ADFE A se tiene

|OF| =cosc , |EA|=senc,

pues el largo de OAA es 1. Asi mismo, en el tridngulo AODA se tiene
|OD| =cosb , |DA|=senb,
mientras que en el tridngulo AOED se obtiene entonces
cosa = cosc/ cosb,

en el tridngulo AEDA
sen B = senb/ sen ¢

y puesto que |ED| = tanacosc,

cos B = tanacosc/senc.

4.2.5 Férmulas Fundamentales de la Trigonometria Esférica

Deduciremos los teoremas de senos y cosenos con una construccién similar a la efec-

tuada en un tridngulo euclideo. En un tridngulo esférico trazamos la altura CD de

largo h.

Teorema 4.17. Teorema de los Senos.
Se tiene

senA senB sen(C

sena senb senc
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A = c-z
c D

FicUuraA 4.12. Un tridngulo esférico rectangulo

Demostracion. Por la férmula (a) del teorema anterior se obtiene

~ senh
sen A =
sen b
. senh
sen B = .
sena
Dividiendo ambas expresiones se obtiene el resultado. O

Teorema 4.18. Teorema de los Cosenos.
Se tiene

cosa = cosccosb+senbsenccos A.
Demostracion. Por la férmula (c) del teorema anterior se tiene
cosa = cos hcos(c — ),

cosb = coshcosx.

Luego
COSG  COSCCOST + Senxsen

= =cosc+senctanx.
cosb Ccos T

Pero por la férmula (b), cosA = tan x/tanb, y reemplazando tanz en la dltima
expresion tenemos

cos a ~senb
= cosc+ senccos A ,
cosb cosb

lo que demuestra la féormula. Efectuando permutaciones ciclicas en la féormula se
tendra entonces

cosa = cosbcosc+ senbsenccos A,

133



cosb = cosccosa + sencsenacos B,

cosc = cosacosb+ senasenbcosC,

y, por el principio de dualidad, reemplazando a por m — fl, etc., se obtiene
cos A = cos Bcos C + sen BsenC cosa,

cos B :cosé’cos/i+sené‘senficosb,

cosC = cos Acos B + sen Asen Bcosc.

El primer grupo de férmulas permite decir que los (cosenos de) dngulos estdn deter-
minados por los lados. El segundo grupo de férmulas permite decir que los (cosenos
de) lados estan determinados por los dngulos. O

4.2.6 Teoremas de Geometria Esférica

Veremos ahora, cémo los teoremas anteriormente vistos en geometria euclidiana tienen
analogos en geometria esférica.

Teorema 4.19. Radio de la Circunferencia Inscrita.
Sir es el radio de la circunferencia inscrita en un tridngulo esférico y s = (a+b+c)/2
es el semi-perimetro entonces

tan(r) = sen(s — a) tan(A/2) = sen(s — b) tan(B/2) = sen(s — ¢) tan(c/2) .

Demostracién. Tal como en el caso euclideo, es sencillo encontrar que la bisectriz
de un angulo esférico es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los lados
del dangulo. (Dado un punto y un arco maximo, existen dos arcos por el punto que
son ortogonales al arco dado: el menor de ellos es la distancia). Las tres bisectrices
se intersectan, por lo tanto, en un solo punto que esta a distancia r de los tres lados.
Sean, como antes, x,y, z los arcos desde A, B, C a los puntos de tangencia E, F',G de
la circunferencia inscrita con los lados del triangulo esférico.

Podremos obtener de igual forma x =s—a, y =s—b, z = s — c¢. En el tridangulo
AAFET aplicamos las férmulas demostradas anteriormente para un tridngulo esférico
rectangulo y obtenemos

tan(A/2) = sen(

S
~
[\
—
~
o
@}
w0
—
b
~
[\
~

Puesto que
esto se reduce a

tan(r)/ sen(z) ,
que equivale a lo afirmado. O
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FIGURA 4.13. Menelao esférico

Teorema 4.20. Teorema de Menelao.
Sea I' un circulo mdzimo que no pasa por los vértices de un triangulo esférico ABC.
Sean P la interseccion de I' con AAB, Q la interseccion de I' con BAC, y R la inter-
seccion de T' con C’AA. FEntonces

sen|AP| sen|BQ| sen|CR| _

=—1.
sen|PB| sen|QC| sen|RA|

Demostracién. Primero precisamos que sen|AP| > 0 para P a la derecha de A,
hasta llegar al punto diametralmente opuesto donde se anula, y sen|AP| < 0 para P
a la izquierda de A. Asi la razén

sen |AP)|

sen |PB|
para P entre A y B, y serd negativa en caso contrario. En las tres razones del teorema
dos son positivas y una negativa o bien las tres son negativas tal como en el caso
euclideo. Demostraremos el teorema en el primer caso, como se muestra en la figura
adjunta.

Por el teorema de los senos en el tridngulo AAPR,
sen|AP| sen|AR)|

sen R sen P

>0

)

luego )
sen|AP| senR
sen|[AR|  genP
Por la misma razon en los tridngulos BPQ y CRQ
sen |[PB|  sen|QDB|

sen Q sen P
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F1GURA 4.14. Configuracion esférica

luego
sen |QB| sen P
sen |PB| senQ’
sen |QC|  sen |RC|
senR  senQ
por lo que

sen |[RC| sen Q
sen|QC|  sen R

El resultado se obtiene al multiplicar las tiltimas tres razones a la derecha, observando
que sen |[AR| = —sen |RA|, sen |QB| = —sen |BQ)|, y sen|RC| = —sen |CR)|.

0

Teorema 4.21. Remproco del Teorema de Menelao.

Sean P,Q, R puntos en AB BC CA respectivamente tales que
sen|AP| sen|BQ| sen|CR|
sen|PB| sen|QC| sen|RA|

Entonces los tres puntos estin en un circulo mdximo.

=1.

—~

Demostracion. El circulo maximo por @ y R intersecta a AB en un punto P

. . . . sen|AP]|
con razon determinada, pero la pregunta es si la razén 2 |PE| determina un 1ni-

co punto en AB. Para ello, primero observamos que \AB | < 7 en todo tridngulo
y luego |AP| o |PB| es menor que w/2. Supongamos que 0 < |AP| < 7/2. Con
sen |AP| = z,sen |AB| = a y r el valor de la razén, se obtiene la ecuacién

x x

sen(JAB[— [AP]) ~ avI—22 —2v1—a®
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Esta ecuacion tiene la solucién positiva
ar

T = ,
\/1+2T\/1—a2+r2

y menor que 1, si se analiza con cuidado. Pero dado x,sen |AP| = x tiene una solucién
tnica 0 < |AP| < /2.

O

Teorema 4.22. Teorema de Ceva.

Sean P,Q, R puntos en los lados BC, AC' y AB de un tridngulo ABC. Entonces los
circulos mdximos por A, P, por B,Q y por C, R concurren en un mismo punto X si
y solo si

sen |AR| sen |BP|sen|CQ|

=1.
sen |RB| sen |PC| sen |QA|

Demostracién. Supongamos que las tres rectas concurren en X. Por el teorema de
Menelao en AAPC' y transversal BXQ

sen |[PB| sen|QA| sen|XP|| 1

sen|[CB| sen|QC| sen|XA|l|
Por Menelao en AAPB y transversal CX R,

sen |[RA| sen|CB| sen|XA|| 1

sen|RB| sen|CP| sen|XP||
Multiplicando estas dos expresiones se obtiene

sen |RA| sen|BP| sen|CQ|| 1

sen |RB| sen|PC| sen|QA||

S inter iones m T ejem n ura anterior razones son
Dadas las intersecciones, como por ejemplo, en la figura anterior, las razones so
positivas y el producto es 1. El reciproco se establece tal como en el teorema de

Menelao pues la razén sen |AR|/sen |RB| determina un unico punto en AB.
|

Teorema 4.23. Teorema de Steward
En un trigngulo ABC' sea D un punto en el lado (interno) BC'. Si|AD| =d,|BD| =
m y |DC| = n entonces

sen awcosd = senm cosb + senn cosc.
En particular si D es el punto medio de BC
cosd = (cosb + cosc)/2cos(a/2).
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FIGURA 4.15. Ceva esférico

Demostracién. Por el Teorema de los Cosenos en AABD
cosc = cosdcosm + sendsenm cos LADB .
Por el mismo teorema en AADC
cosb = cosdcosn + sendsenm cos L ADC = cosdcosn — sendsenncos L ADB .
Obtenemos entonces

senn cos ¢ + senm cos b = cos d(cos msenn + cosnsenm)

= cosdsen(n +m) = cosdsena.

R

FIGURA 4.16. Steward esférico
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Teorema 4.24. Teorema de Steward.

En un triangulo ABC' sea D un punto en el lado (interno) BC. 8i {BAD = w, LDAC =
vAADB = §, entonces

sen A cosd = cos C'sen pu — cos Bsenv .
En particular si AAD es la bisectriz del dngulo A entonces
cosd = (cos C' — cos B) /2 cos(A/2).

Demostracién. Por el teorema dual del teorema de cosenos en AADB

cos B = — cos jucos § + sen yusen d cos |AD|
y, de igual forma, en AADC

cos C' = + cos v cos § + sen vsen d cos |AD] .
Obtenemos

cos Bsenv — cos C'sen 1 = —(cos jusen v -+ cos v sen j1) cos &

= —senAcosf.

C

FiGura 4.17. Lado interno

Ejercicios 4.25.

1. Demuestre las férmulas siguientes para vectores en R?

-, -,

(@xb)-¢=d-(bxd) , ax((bxad) =@ b—(a-b)e,
(@xb)x (@xd) = (@ (bxa)a.
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2. Si d, 5,5’ son vectores unitarios desde el centro O de la esfera unidad a puntos
A, B,C, demuestre que calculando (@ x l_;) - (@ x &) de dos maneras distintas se
obtiene el teorema de cosenos. De igual forma ||(@ x b) x (@ x &)|| expresado como
seno del angulo por las longitudes de los vectores demuestra el teorema de senos.

3. Encuentre los teoremas de senos y cosenos en una esfera de radio R

;,Qué se obtiene al hacer R — 400 en las férmulas del ejercicio 37

5. Para calcular la distancia entre dos ciudades A, B en la esfera terrestre, construya
un tridngulo ABN donde N es polo norte y utilice el Teorema de Cosenos.

6. La longitud se mide en angulos al Oeste o Este del meridiano de Greenwich y varia
entre 0° y 180°. La latitud se mide en angulos al Norte o Sur del Ecuador y varia
entre 0° y 90°. Se conocen los datos

a) Talca: 35°26’S — 71°400;
b) Parfs: 48°54N — 2°045K;
¢) Londres: 51°30N — 0°070.
Si el radio de la Tierra es 6.320 km. calcule las distancias de Talca a Paris y de
Talca a Londres.
7. Demuestre que el Teorema de Steward se extiende
a) si D estd més alld de C' entonces

=

senacosd = sen(a + n) cosb — senn cosc;
b) si D estd més alld de B entonces
senacosd = sen(a + m) cosc —senmcosb.

8. Demuestre que si f es la longitud de la bisectriz del angulo C' en el tridngulo ABC
entonces

1 +COSC' cosfl—i—cosB
sené sen/l—i—senB ’

cos f =

4.3 Trigonometria Hiperbdlica

Veremos en esta seccién las férmulas de trigonometria vélidas para tridngulos en el
semi-plano superior o equivalentemente en el disco unidad. Las férmulas de trigono-
metria esférica, tal como el teorema de cosenos en una esfera de radio R

cos A = —cos Bcos C + sen Bsen C cos(a/R) ,
por ejemplo, dan al reemplazar formalmente R = ¢
cos A = — cos Bcos C + sen Bsen C cosh(a),

pues cos(iz) = cosh(x). Esta férmula tiene el sentido que A, B,C son los angulos
euclidianos o hiperbdlicos y que a es la longitud hiperbdlica del lado opuesto a A.
Esta formula necesita, sin embargo, una demostracién que procederemos a relizar;
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previo a ello recordamos las férmulas para distancias. En el semi-plano superior H el

elemento de distancia es ]
dz

Imz’
y la distancia hiperbdlica de P =ia a Q =ib con b > a es

d(ia,ib) =log(b/a) .

En el disco unidad D la férmula para el elemento de distancia es

2|dz|
d =
IR
y la distancia de un punto z al origen es
1
d(0, z) = log T + Z:

Esta relacién entre la distancia eudlidiana, |z|, y la distancia hiperbdlica, d, al origen,
se puede escribir también como

tanh(d/2) = |z|,

o bien P
14|z
cosh(d) = T—F
Para dos puntos z,w cualquiera
14+ A
d =1
(z,w) =log T—
con
z—w
A =
1—ZzZw ’

Teorema 4.26. En un tridngulo hiperbolico rectingulo ABC' con v = w/2 se tienen
las identidades

i) cosh(c) = cosh(a) cosh(b) (Pitdgoras hiperbdlico);

ii) sen(a) = :Zr?}llz((a;
iii) cos(a) = W

Demostracién. Por un movimiento isométrico podemos llevar C' al origen en D, A
a un punto x real, B a un punto 7y, y real. Por la relacién recién observada entre las
distancias hiperbdlicas y euclideanas

1+ 2?2 1 2 14+ A2
coshb = S , cosha = i, coshc = ;,
1 — 22 1—192 1— )2
con
T — 1y
1 — 2y

141



C b A

Ficura 4.18. Pitagoras hiperbdlico

Puesto que \? = (22 + y?)/(1 + 22y?) la férmula de Pitdgoras se verifica facilmente.
Para establecer las identidades ii), iii) trasladamos A al origen por la trasnformacién

T —z
1—xz’
obteniéndose el tridngulo ABC con B = f_‘ii?{y.

C

F1cURA 4.19. Sumas y coordenadas

Puesto que
o+ y?) +iy(a® — 1)
1+ 22y?
se obtiene a 2)
y(l—x
tan(a) = DR
Pero
1—2? 1- tanh?(b/2) B cosh?(b/2) — senh?(b/2) 2
x  tanh(b/2)  senh(b/2)cosh(b/2)  senh(b)’
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1
R A tanh(a),
1+y2 2
de donde
tanh(a)
t ) = ———.
an() senh(b)
De alli es sencillo obtener las formulas para seno y coseno. |

Teorema 4.27. Teorema de los Senos.
En un tridngulo hiperbolico ABC' se tiene

sen(a) _ sen() _ sen(y)
senh(a)  senh(b) senh(c)’

Demostracién. Tracemos desde C' la altura C'D de longitud d.

FIGURA 4.20. Senos hiperbélicos

Por la férmula ii) anterior en cada tridngulo rectdngulo se tiene

_ senh(d)
sen(a) = senh(b) ’
_ senh(d)
sen(f) = senh(a)’
de donde la conclusién. ]

Teorema 4.28. Teorema de Cosenos 1.
En un triangulo hiperbélico ABC

cosh(a) = cosh(c) cosh(b) — senh(c) senh(b) cos(x),
y formulas andlogas por permutacion de los lados y dngulos.

Demostracién. En la figura anterior del teorema de los senos sea x la longitud de
AD, e y la longitud de DB. En BCD,

cosh(a) = cosh(d) cosh(y),
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y en ADC,|
cosh(b) cosh(y)  cosh(b)

B cosh(z) - cosh(z) cosh(e — 2)
_ cosh(h) cosh(c) cosh(z) — senh(c) senh(z
— S (cosh(c) cosh(z) —senb(c) senh()
= cosh(b) cosh(c) — senh(c) <i21:£ég> cos h(b) .
Pero en ADC,
cos(a) = coshs(edlzﬁfél)h(x) ’
luego

cos(a) senh(b) = cosh(d) senh(z) = (ii:ﬁg;) cosh(b)

por Pitagoras. O

Teorema 4.29. Teorema de Cosenos II.
En un triangulo hiperbélico ABC

cosa = —cosacos 3+ senasen coshe.

Demostracién Siempre refiriéndonos a la figura del teorema de los senos, sean ' =
LACD, " = £BCD. Entonces

1 "

cos(y) = cos(y’ +7") = cos(v") cos(v") — sen(v") sen(y")

_ cosh(x) cosh(y) senh?(d) _ senh(z) senh(y)
senh(a) senh(b) senh(a)senh(b) -

Por otra parte

3 cosh?(d) senh(z) senh(y)  senh?(d) cosh(c)

— h(c) =
cos acos § +sen arsen 3 cosh(c) senh(a) senh(b) senh(a) senh(b) ’

y la igualdad resulta por verificacién directa pues

cosh?(d) — senh?(d) =1,

cosh(c) = cosh(z) cosh(y)+senh(z) senh(y) . O
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4.3.1 Teoremas de Geometria Hiperbdlica

Completamos ahora los teoremas vistos en geometria euclidiana y esférica en el caso
hiperbdlico.

Teorema 4.30. Radio de la Circunferencia Inscrita.
Si r es el radio de la circunferencia inscrita en un tridngulo hiperbdlico y s = (a +
b+ c)/2 es el semi perimetro entonces

tanh(r) = senh(s — a) tan(«/2) = senh(s — b) tan(5/2) = senh(s — ¢) tan(/2) .

Demostracién. Si consideramos un dngulo con vértice en O en el disco unidad, la
bisectriz del dngulo es claramente el lugar geométrico de los puntos que equidistan
de los lados del dngulo (por simetria respecto a esa bisectriz un arco ortogonal a
un lado corresponde al otro arco). Las tres bisectrices se intersectan en el punto que
equidista de los tres lados. Sean entonces x, y, z los arcos desde A, B, C a los puntos de
tangencia E, F, G de la circunferencia inscrita (el centro de la circunferencia inscrita
no es el euclideano).

A

FicUuraA 4.21. Circunferencia inscrita hiperbdlica

Para esas longitudes hiperbdlicas se obtiene ©t = s —a,y =s—0b,z = s — c. En el
tridngulo rectangulo AET se tendra
sen(a/2)  senh(r) senh(e)

tan(a/2) = cos(a/2)  senh(e) cosh(r) senh(z)

= tanh(r)/senh(x) = tanh(r)/senh(s — a).

O

Tal como en el Teorema 4.11 (Menelao) hubo que considerar segmentos dirigidos,
en la versién hiperbdlica de este teorema denotaremos tal como antes por |AB|* las
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distancia o largo de geodésica, ahora hiperbdlica, dirigida. Asi, por ejemplo,
senh(|AP|*) _ senh(d(A, P)) 50
senh(|PB|*)  senh(d(P, B))
para P entre Ay B,y que
senh(|AP[|*)  senh(d(A, P))
senh(|PB|*) senh(d(P, B))

para P fuera del segmento de A a B.

<0

Teorema 4.31. Teorema de Menelao.
Sea T' una recta hiperbolica que no pasa por los vértices de un tridngulo ABC'. Sean
P la interseccion de T' con AB, Q la interseccion de I' con BC, y R la interseccion
de T' con CA. Entonces
senh(|AP|*) senh(|BQ|*) senh(|CR|*)
senh(|PB|*) senh(|QC|*) senh(|RA|*)

Demostracién. En las tres razones del teorema, dos deberan ser positivas y una
negativa o bien las tres son negativas.

=-1.

A

FiGura 4.22. Menelao hiperbdlico

Por el teorema de los senos en AAPR

senh(d(A, P))  senh(d(A, R)) senh(d(A, P))  sen(R)

sen(R) sen(P) " senh(d(AR))  sen(P)’
y, por la misma razon, en los tridngulos ABPQ y ACRQ

senh(d(P, B))  senh(d(A, R)) senh(d(A, P)) sen(R)

sen(Q) sen(P) " senh(d(A,R))  sen(P)

Multiplicando, y tomando en cuenta la convencion de signos, se obtiene el teorema.
O
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Teorema 4.32. Reciproco del Teorema de Menelao.
Sean P,Q, R puntos en AB, BC, C' A respectivamente. Si

senh(|AP|*) senh(|BQ[*) senh(|CR|*)
senh(|PB|*) senh(|QC|*) senh(|RA|*)

entonces los tres puntos estdn en una misma recta hiperbdlica.

=-1

Demostracién. La recta hiperbdlica por @ y R intersecta a AB en un punto P con
razén determinada. Bastara ver, para P entre A y B, por ejemplo, que
senh(d(A, P)) _ senh(d(A, P*))
senh(d(P, B))  senh(d(P*, B))
implica P = P*. Supongamos que P* estd entre P y B. Entonces d(A4, P*) > d(A, P)
y d(P*, B) < d(P, B), y se obtendria
senh(d(A, P)) - senh(d(P, P*))
senh(d(P,B)) ~ senh(d(P*,B))

Teorema 4.33. Teorema de Ceva.
Sean P, Q, R tres puntos en los lados BC, AC y AB de un triangulo hiperbdlico ABC.
Entonces las rectas hiperbolicas AP, BQ, CR concurren en un mismo punto X si y
solo si

senh(|AR|*) senh(|BP|*) senh(|CQ|*)

senh(|RB|*) senh(|PC|*) senh(|QAl*)

Demostracion.

F1GURA 4.23. Ceva hiperbdlico

Supongamos que las tres rectas concurren en X. Por el Teorema de Menelao en
AAPC y transversal BXQ
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senh(|PB|*) senh(|QA|*) senh(|X P|*)

=1
senh(]CB|*) senh(|QC|*) senh(] X A|*) ’
y por el Teorema de Menelao en AAPB y transversal CX R
senh(|RA[|*) senh(|CB|*) senh(|X A[*)| 1

senh(|RB|*) senh(|C'P|*) senh(|X P|*)
Multiplicando esas expresiones se obtiene, salvo el signo, la igualdad del teorema.
Dadas las intersecciones como en la figura, por ejemplo, dos razones son negativas y
la tercera positiva, obteniéndose +1, por lo tanto. El reciproco se establece tal como
en el Teorema de Menelao, pues la razén senh(d(A4, X))/ senh(d(X, B)) es una funcién
continua y uno-a-uno en el intervalo AB: un valor de la razén determina un tnico

punto en la recta hiperbdlica.
a

Teorema 4.34. Teorema de Steward.
En un tridngulo ABC sea D un punto en el lado (interno) BC. Si d(A,D) =
d(B,D) =m, d(D,C) = n entonces

senh(a) cosh(d) = senh(m) cosh(b) + senh(n) cosh(c) .
En particular, si D es el punto medio de BC' entonces
cosh(d) = (cosh(b) 4 cosh(c))/2 cosh(a/2).

Demostracion.

FiGURA 4.24. Steward hiperbdlico

Por el Teorema de Cosenos en AABD
cosh(c) = cosh(d) cosh(m) — senh(d) senh(m) cos {ADB,
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y, por el mismo teorema, en AADB
cosh(b) = cosh(d) cosh(n) — senh(d) senh(n) cos L ADC
= cosh(d) cosh(n) + senh(d) senh(n) cos {ADB .
Obtenemos entonces
senh(n) cosh(c) + senh(m) cosh(b) = cosh(d)(cosh(m) senh(n) + cosh(n) senh(m))
= cosh(d) senh(a) .
O

Teorema 4.35. Teorema de Steward.(Bis)
En un tridngulo ABC sea D un punto en el lado (interno) BC. St ABAD = u, {DAC =
v, LADB = § entonces

senacosd = (cosysenpu — cos Ssenv).
En particular si AD es la bisectriz del dngulo o entonces
cosd = (cosy — cos 3)/2 cos(a/2) .

Demostracién. Por el Teorema de Cosenos II en el tridngulo ABD

cos B = — cos pcosd + sen psen 6 cosh(d(4, D)),
y de igual forma en el tridngulo ADC

cosy = + cosvcosd + senvsend cosh(d(A, D)) .
Obtenemos

senvcos S — sen pcosy = — cos §(cos psenv + cosvsen u) = —cosdsen .

C

A

Ficura 4.25. Lados internos hiperbolicos
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Ejercicios 4.36.

1. Calcule la distancia en el semiplano superior entre los puntos
a) P=4+4i, Q=5+ 3i;
b) P=i, Q=43
2. Directamente a partir de la definicién
cosh(z) = (e* +e77%)/2, senh(z) = (e —e™")/2
demuestre que
sech?(x) = 1 — tanh?(z),
cosh(z 4 y) = cosh(z) cosh(y) + senh(z) senh(y),
senh(x + y) = cosh(x) senh(y) + senh(z) cosh(y) .
3. Demuestre que en un tridngulo rectangulo en C
a) cosa = cosh(a)sen f;
b) cot acot 5 = cosh(c).
4. a) Demuestre que el conjunto de puntos que estédn a una distancia r de un punto
¢ es una circunferencia.
b) En el semi-plano superior considere la circunferencia hiperbélica de centro 4
y radio 1. Encuentre el centro euclideano de esa circunferencia.
c¢) ;Cudles son las tangentes a la circunferencia anterior en los puntos del eje
imaginario?
5. Si A, B y X son puntos en una recta hierbdlica se define

h(A, X, B) = senh(d(A, X))/ senh(d(X, B))
si X esta entre Ay B,y
h(A, X, B) = —senh(s(A, X))/ senh(d(X, B))

si X estd fuera del segmento AB. Demuestre las propiedades

a) h(A, X, B) = h(B, X, A);

b) si X estd entre Ay B, h(A, X, B) € (0, 00);

c) si X estd més alld de B, h(A, X, B) € (—oo, —1);

d) si X estd mds alld de A, h(A4, X, B) € (—1,0).

Extienda el Teorema de Steward al caso del punto D fuera del intervalo AB.

7. En el siguiente cuadrildtero tres dngulos son rectos. Demuestre que cosy =

senh(a) senh(b).

>
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