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1. En libreŕıas para clientes directos.
2. Instituciones privadas directamente con:

Juan Carlos Sáez C.
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Presentación de la Colección

La colección de monograf́ıas que presentamos es el resultado del generoso esfuerzo de
los autores, quienes han dedicado su tiempo y conocimiento a la tarea de escribir un
texto de matemática. Pero este esfuerzo y generosidad no se encuentra plenamente
representado en esta labor, sino que también en la enorme capacidad de aprendizaje
que debieron mostrar, para entender y comprender las motivaciones y necesidades de
los lectores: Futuros profesores de matemática.

Los autores, encantados una y otra vez por la matemática, sus abstracciones y
aplicaciones, enfrentaron la tarea de buscar la mejor manera de traspasar ese encanto
a un futuro profesor de matemática. Éste también se encanta y vibra con la matemáti-
ca, pero además se apasiona con la posibilidad de explicarla, enseñarla y entregarla
a los jóvenes estudiantes secundarios. Si la tarea parećıa fácil en un comienzo, esta
segunda dimensión puso al autor, matemático de profesión, un tremendo desaf́ıo. Tu-
vo que salir de su oficina a escuchar a los estudiantes de pedagoǵıa, a los profesores,
a los formadores de profesores y a sus pares. Tuvo que recibir cŕıticas, someterse a
la opinión de otros y reescribir una y otra vez su texto. Caṕıtulos enteros resulta-
ban inadecuados, el orden de los contenidos y de los ejemplos era inapropiado, se
haćıa necesario escribir una nueva versión y otra más. Conversaron con otros autores,
escucharon sus opiniones, sostuvieron reuniones con los editores. Escuchar a los es-
tudiantes de pedagoǵıa significó, en muchos casos, realizar eventos de acercamiento,
desarrollar cursos en base a la monograf́ıa, o formar parte de cursos ya establecidos.
Es aśı que estas monograf́ıas recogen la experiencia de los autores y del equipo del
proyecto, y también de formadores de profesores y estudiantes de pedagoǵıa. Ellas
son el fruto de un esfuerzo consciente y deliberado de acercamiento, de apertura de
caminos, de despliegue de puentes entre mundos, muchas veces, separados por falta
de comunicación y cuya unión es vital para el progreso de nuestra educación.

La colección de monograf́ıas que presentamos comprende una porción importante
de los temas que usualmente encontramos en los curŕıculos de formación de profeso-
res de matemática de enseñanza media, pero en ningún caso pretende ser exhaustiva.
Del mismo modo, se incorporan temas que sugieren nuevas formas de abordar los
contenidos, con énfasis en una matemática más pertinente para el futuro profesor, la
que difiere en su enfoque de la matemática para un ingeniero o para un licenciado en
matemática, por ejemplo. El formato de monograf́ıa, que aborda temas espećııficos



con extensión moderada, les da flexibilidad para que sean usadas de muy diversas
maneras, ya sea como texto de un curso, material complementario, documento básico
de un seminario, tema de memoria y también como lectura personal. Su utilidad cier-
tamente va más allá de las aulas universitarias, pues esta colección puede convertirse
en la base de una biblioteca personal del futuro profesor o profesora, puede ser usa-
da como material de consulta por profesores en ejercicio y como texto en cursos de
especialización y post-t́ıtulos. Esta colección de monograf́ıas puede ser usada en con-
cepciones curriculares muy distintas. Es, en suma, una herramienta nueva y valiosa,
que a partir de ahora estará a disposición de estudiantes de pedagoǵıa en matemática,
formadores de profesores y profesores en ejercicio.

El momento en que esta colección de monograf́ıas fue concebida, hace cuatro años,
no es casual. Nuestro interés por la creación de herramientas que contribuyan a la
formación de profesores de matemática coincide con un acercamiento entre matemáti-
cos y formadores de profesores que ha estado ocurriendo en Chile y en otros lugares
del mundo. Nuestra motivación nace a partir de una creciente preocupación en todos
los niveles de la sociedad, que ha ido abriendo paso a una demanda social y a un in-
terés nacional por la calidad de la educación, expresada de muy diversas formas. Esta
preocupación y nuestro interés encontró eco inmediato en un grupo de matemáticos,
inicialmente de la Universidad de Chile, pero que muy rápidamente fue involucrando
a matemáticos de la Pontificia Universidad Católica de Chile, de la Universidad de
Concepción, de la Universidad Andrés Bello, de la Universidad Federico Santa Maŕıa,
de la Universidad Adolfo Ibáñez, de la Universidad de La Serena y también de la
Universidad de la República de Uruguay y de la Universidad de Colorado de Estados
Unidos.

La matemática ha adquirido un rol central en la sociedad actual, siendo un pilar
fundamental que sustenta el desarrollo en sus diversas expresiones. Constituye el ci-
miento creciente de todas las disciplinas cient́ıficas, de sus aplicaciones en la tecnoloǵıa
y es clave en las habilidades básicas para la vida. Es aśı que la matemática actual-
mente se encuentra en el corazón del curŕıculo escolar en el mundo y en particular
en Chile. No es posible que un páıs que pretenda lograr un desarrollo que involucre
a toda la sociedad, descuide el cultivo de la matemática o la formación de quienes
tienen la misión de traspasar de generación en generación los conocimientos que la
sociedad ha acumulado a lo largo de su historia.



Nuestro páıs vive cambios importantes en educación. Se ha llegado a la convic-
ción que la formación de profesores es la base que nos permitirá generar los cambios
cualitativos en calidad que nuestra sociedad ha impuesto. Conscientes de que la tarea
formativa de los profesores de matemática y de las futuras generaciones de jóvenes
es extremadamente compleja, debido a que confluyen un sinnúmero de factores y dis-
ciplinas, a través de esta colección de monograf́ıas, sus editores, autores y todos los
que han participado del proyecto en cada una de sus etapas, contribuyen a esta tarea,
poniendo a disposición una herramienta adicional que ahora debe tomar vida propia
en los formadores, estudiantes, futuros profesores y jóvenes de nuestro páıs.

Patricio Felmer y Salomé Mart́ınez
Editores
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Índice Anaĺıtico 157





Prefacio

La geometŕıa ha jugado, desde el comienzo de la matemática, un rol fundamental.
Se distingue de otras áreas de esta disciplina por su estrecho v́ınculo con una intui-
ción basada en la visualización, y por la posibilidad de formular problemas que son
muchas veces fáciles de entender. El estudio de la geometŕıa fomenta un tipo de ra-
zonamiento dif́ıcil de replicar con el álgebra o el análisis. En el desarrollo moderno de
la matemática, donde las áreas espećıficas se han ido mezclando para formar nuevas
subáreas, y subáreas de subáreas, la geometŕıa, en su totalidad, permanece como una
de las columnas fundamentales. Sus rudimentos eucĺıdeos siguen teniendo validez y su
importancia no debe ser dejada de lado, ni en la formación de las personas en general,
ni en la de los profesores en particular. El estudio de las propiedades de las distintas
figuras geométricas, la construcción de triángulos, sus alturas, transversales y bisec-
trices, y luego la geometŕıa anaĺıtica y vectorial, juegan un rol clave en el desarrollo
de la capacidad de análisis de los alumnos.

Esta monograf́ıa se asienta en temas de la geometŕıa que son posteriores a los
iniciales de figuras y construcciones geométricas. Hemos incluido la mayoŕıa de las
demostraciones en detalle, dejando algunas al lector. Se ha tratado de que la mono-
graf́ıa pueda ser léıda por un estudiante avanzado en la carrera de pedagoǵıa sin ayuda
de un profesor. Los dos primeros caṕıtulos resultarán más llanos, mientras que en el
tercero y cuarto se estudian temas que contienen ideas a las que alumnos de pedagoǵıa
probablemente no han sido expuestos. En un curso de un semestre debeŕıan poder
abordarse en su totalidad los tres primeros caṕıtulos, quedando el cuarto, presentado
a manera de un apéndice, eventualmente para un seminario posterior.

El caṕıtulo primero está dedicado a los rudimentos de la Geometŕıa de Euclides
en el plano, vistos desde el punto de vista del grupo de trasnformaciones que le son
relevantes. Aparecen los movimientos ŕıgidos o isometŕıas, y las colineaciones que pre-
servan ángulos, a saber, las homotecias y las inversiones en circunferencias. Hacemos
énfasis en la descripción de los objetos geométricos mediante ecuaciones algebraicas,
un hecho de la causa en la geometŕıa anaĺıtica. En este juego gana la geometŕıa, por
ser muchas veces el manejo algebraico un mecanismo más sencillo para demostrar
un teorema o una propiedad, y gana el álgebra, porque se realza la interpretación
geométrica en las manipulaciones de las variables.
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El segundo caṕıtulo está dedicado a los números complejos. Se hace una revisión
del álgebra de este cuerpo numérico, para pasar porteriormente a una reformulación
en este nuevo lenguaje de las trasnformaciones vistas en el caṕıtulo anterior. Las ecua-
ciones adoptan formas más concisas e incluso más sencillas y se refuerza el principio
anterior del v́ınculo entre objetos geométricos y un álgebra adecuada para su descrip-
ción. En este caṕıtulo se presenta la importante noción de proyección estereográfica,
esencial para visualizar el punto al infinito que aparece inevitablemente al estudiar
las inversiones. Se introduce también el grupo de las transformaciones de Möbius, las
que jugarán un rol preponderante en el modelo de la geometŕıa no euclidiana.

En el tercer caṕıtulo presentamos un modelo para la geometŕıa no euclidiana, el
cual usa en buena parte aspectos desarrollados en el caṕıtulo anterior. El universo
estará constituido por los puntos dentro del ćırculo unitario del plano complejo, y el
nuevo grupo de isometŕıas o movimientos ŕıgidos será un subgrupo del grupo completo
de las tranformaciones de Möbius. Se explica cómo se logra cambiar de una geometŕıa
a otra, simplemente por la manera de medir la distancia entre puntos. Se ha incluido
en este caṕıtulo bastante material relativo al manejo del programa computacional
Cinderella.

Finalmente, en el cuarto caṕıtulo, abordamos el estudio comparativo de las tres
geometŕıas fundamentales, la plana o euclidiana, la esférica y la hiperbólica. Esta com-
paración usará como eje las respectivas leyes trigonométricas, las cuales comparten
muchos elementos comunes. Veremos también cómo teoremas clásicos de la geometŕıa
euclidiana pueden ser reformulados en estas geometŕıas.

Los autores desean agradecer en primer lugar a los directores del proyecto, Patricio
Felmer y Salomé Mart́ınez por llevar a cabo esta iniciativa, por invitarnos a participar
y por el enorme esfuerzo y dedicación hacia el proyecto. Agradecemos también a todos
los evaluadores que nos aportaron con cŕıticas constructivas.
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Caṕıtulo 1: Transformaciones en el Plano Eucĺıdeo

Un concepto fundamental en la geometŕıa de Euclides es el de congruencia: dos poĺıgo-
nos se dicen congruentes si tienen lados y ángulos respectivos iguales. En forma más
intuitiva, se dice que dos figuras geométricas son congruentes si se puede superponer
exactamente una figura sobre la otra. En otras palabras, si al calcar una figura se pue-
de llevar sin distorsionarla hasta hacerla coincidir con otra. Esto requiere de la noción
de llevar una sobre otra, que en este caṕıtulo se precisa con los conceptos de trasladar,
rotar y reflejar. Estas acciones o transformaciones se denominan movimentos ŕıgidos,
los cuales en su conjunto serán clasificados en el Teorema 1.12.

A lo largo de esta monograf́ıa, y en particular durante el primer caṕıtulo, haremos
uso extensivo de la idea algebraica de grupo, la cual se habrá estudiado en un curso
previo de estructuras algebraicas. Hacemos referecia a la monograf́ıa de esta serie,
Álgebra, donde se explica en detalle este importante concepto y donde se presentan
algunos aspectos de la relación entre grupos y la geometŕıa euclidiana. En nuestra
monograf́ıa, consideraremos conjuntos de transformaciones del plano como grupo con
la operación de composición. A manera de ejemplo, podemos decir que las rotaciones
del plano en torno a un punto común forman un subgrupo del grupo de movimientos
ŕıgidos. A medida que se vayan introduciendo los distintos tipos de trasnformaciones,
iremos destacando la relación estructural entre ellas.

El segundo concepto fundamental en Euclides es aquel de semejanza: dos poĺıgo-
nos se dicen semejantes si tienen ángulos iguales y lados respectivos proporcionales.
Esto nos llevará en la Sección 1.2 a extender el grupo de isometŕıas o movimientos
ŕıgidos para incluir las homotecias, que son transformaciones que preservan la forma o
proporciones de las figuras pero no el tamaño. Completaremos el estudio de los movi-
mientos del plano con la inversión en circunferencias, una transformación clave tanto
por sus propiedades geométricas (preservan el ángulo en que se cortan rectas o circun-
ferencias) como por su relación con las transformaciones de Möbius fundamentales en
los Caṕıtulos 2 y 3.

1.1 Movimientos Rı́gidos

1.1.1 Preliminares

Una transformación del plano es una biyección del plano en śı mismo. Si f es una tal
transformación, entonces para cada punto P hay una única imagen P ′,

f(P ) = P ′ ,
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y rećıprocamente para cada punto P ′ hay una única preimagen P . Las rectas juegan
un papel destacado dentro de la geometŕıa euclidiana y veremos que lo mismo sucede
para las transformaciones que las preservan. Definimos una colineación como una
transformación que lleva toda ĺınea recta l en una ĺınea recta f(l).

Teorema 1.1. El conjunto de transformaciones del plano forma un grupo. El con-
junto de colineaciones del plano forma un subgrupo de este grupo.

Demostración. La ley de grupo es la composición de funciones, esto es,

(f ◦ g)(P ) = f(g(P )).

En otras palabras, un punto P se transforma primero en P ′ (por g) y luego este a su
vez se transforma en P ′′ (por f). Demostremos que f ◦ g es sobreyectiva. Si R es un
punto cualquiera, existirá un punto Q tal que f(Q) = R pues f es sobreyectiva; a su
vez existe un punto P tal que g(P ) = Q pues g es sobreyectiva. Luego (f ◦ g)(P ) =
f(g(P )) = f(Q) = R. Demostremos que f ◦ g es inyectiva. Si f ◦ g(A) = f ◦ g(B)
entonces f(g(A)) = f(g(B)) de donde, siendo f inyectiva, g(A) = g(B). Luego A = B
pues g es inyectiva. Entonces f ◦ g es una transformación del plano.

El elemento neutro es la transformación identidad definida por id(P ) = P para
todo punto P . El inverso es la función inversa f−1 también biyectiva definida por

f−1(P ′) = P si P ′ = f(P ).

Si pensamos que f toma un punto P y lo mueve a una nueva posición P ′ entonces
f−1 trae de vuelta el punto P ′ a su posición inicial.

Sean α y β ahora dos colineaciones. Si l es una recta, entonces β(l) es una recta
y luego (α ◦ β)(l) = α(β(l)) es una recta; se deduce que α ◦ β es una colineación. Sea
m una recta y P ′, Q′ ∈ m. Si α(P ) = P ′ , α(Q) = Q′, entonces la recta l que pasa por
P y Q tiene como imagen la recta n por P ′ y Q′. Se deduce que α−1(m) = l y, por lo
tanto, α−1 es una colineación. �

Como se verá en el Teorema 1.17, las colineaciones del plano que preservan ángulo
(concepto a definir en forma precisa más adelante) son las traslaciones, simetŕıas,
reflexiones, rotaciones y homotecias. Estudiaremos cada una en detalle pues son el
fundamento de la geometŕıa de Euclides. Un hecho que no demostraremos, es que una
colineación general (que no preserva ángulos necesariamente) es una transformación
af́ın, es decir, una transformación lineal (invertible) seguida de una traslación. El
lector interesado podrá tratar de probar esto.

1.1.2 Traslaciones

Un método útil para la comprobación o la demostración de hechos geométricos, es
hacer la traducción a ecuaciones donde podemos descansar en manejos algebraicos.
Debemos pensar en términos geométricos, pero al mismo tiempo ser capaces de tradu-
cir la intuición a ecuaciones que podamos resolver o interpretar. Un tema subyacente
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en toda esta monograf́ıa es justamente esa dualidad entre la geometŕıa y sus descrip-
ción mediante ecuaciones. Fijemos un sistema de coordenadas cartesianas en el plano.
Una traslación de vector ~v = (a, b) es aquella transformación del plano que lleva cada
punto P a un punto Q en a unidades más allá en la horizontal y en b unidades en la
vertical. En términos informales, una hoja de papel transparente se desliza sin arru-
garse sobre una mesa, moviéndose cada uno de sus puntos en una misma dirección y
magnitud prescrita. Representamos este movimiento T~v en términos de las coordena-
das originales (x, y) del punto P sobre la mesa y las nuevas coordenadas (x′, y′) del
punto Q sobre la hoja de papel:

T~v(x, y) = (x′, y′)

si

x′ = x+ a , y′ = y + b .

Teorema 1.2. Para cada pareja de puntos P y Q existe una única traslación tal que
T~v(P ) = Q.

Demostración. El vector ~v debe satisfacer

q1 = p1 + a , q2 = p2 + b .

Luego a = q1 − p1, b = q2 − p2. Se denota por
−−→
PQ a ese vector determinado por P y

Q y se tiene

T−−→
PQ

(P ) = Q .

Geométricamente, una traslación se representa por flechas, todas paralelas y de igual
magnitud y sentido. �

Figura 1.1. Vectores equivalentes

Notación. Denotaremos por PQ a la recta por los puntos P,Q, por |PQ| a la distancia
entre ellos, y por PQ al segmento de recta entre ellos.

Teorema 1.3. Toda traslación es una colineación. La imagen de una recta l es una
recta T~v(l) paralela a l. Las rectas paralelas al vector ~v son llevadas en śı mismas por
la traslación.
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Demostración. Sea l una recta de ecuación

ax+ by + c = 0 ,

y ~v = (h, k) de tal forma que x′ = x+ h, y′ = y + k. Entonces

a(x′ − h) + b(y′ − k) + c = 0 ,

o

ax′ + by′ + (c− ah− bk) = 0 ,

lo cual efectivamente corresponde a la ecuación de una recta paralela a l.
Una recta por el origen que contiene el punto (h, k) tendrá ecuación

kx− hy = 0 ,

y una recta paralela será entonces

kx− hy + c = 0 .

Es inmediato verificar que esta recta es llevada sobre śı misma por la traslación en ~v;
por cierto, cada punto de la recta se mueve pero permanece en ella. �

Teorema 1.4. Las traslaciones forman un subgrupo abeliano de las colineaciones.

Demostración. Por la definición de suma y resta de vectores es claro que

T~u ◦ T~v(P ) = T~u(T~v(P )) = T~u+~v(P ) = T~v+~u(P ) ,

y, además, T−1
~u (P ) = T−~u(P ) , T~0 = id. En términos de coordenadas, si ~u =

(a, b), ~v = (c, d) entonces T~u+~v tiene expresión

x′′ = x+ a+ c , y′′ = y + b+ d ,

y T−1
~u se expresa por

x′ = x− a , y′ = y − b .
�

1.1.3 Simetŕıas

Para este tipo de transformaciones pensamos simplemente en rotar nuestra hoja de
papel transparente en 180 grados, girando sobre un punto fijo, el origen. Aśı, esta
simetŕıa S lleva cada punto P a un punto Q, que fue rotado hasta llegar a la posición
opuesta respecto del punto fijo. En términos de coodenadas centradas en el punto fijo
tenemos

x′ = −x , y′ = −y .
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Para definir una simetŕıa respecto a un punto A = (a1, a2) cualquiera, utilizamos la
operación de conjugación. Esto es, traemos el punto A al origen por T−1

−−→
OA

, aplicamos

la simetŕıa S, y volvemos al punto A por T−−→
OA

. En total

SA = T−−→
OA
◦ S ◦ T−1

−−→
OA

,

y obtenemos las ecuaciones de SA por

x → x− a1 → −x+ a1 → −x+ 2a1 = x′

y → y − a2 → −y + a2 → −y + 2a2 = y′ .

La transformación SA toma un punto y lo rota en 180o respecto al centro A.

Teorema 1.5. Toda simetŕıa es una colineación. La imagen de una recta l es una
recta SA(l) paralela a l.

Demostración. La demostración es muy sencilla si apelamos a la representación
mediante ecuaciones. Si ax + by + c = 0 es la ecuación de una recta, los puntos
simétricos satisfacen

a(−x′ + 2a1) + b(−y′ + 2a2) + c = ax′ − by′ + 2aa1 + 2ba2 + c = 0 ,

lo que representa una recta paralela a la primera. �

El siguiente teorema muestra la aparición de otro subgrupo del grupo de co-
lineaciones en este caṕıtulo. Se trata de una clase de transformaciones cerrada bajo
la composición.

Teorema 1.6. La compuesta de una simetŕıa y una traslación es una simetŕıa. La
compuesta de dos simetŕıas es una traslación. Una simetŕıa es igual a su inversa
SA = S−1

A .

Demostración. Las ecuaciones para SA ◦ T~v son

x′ = (−x+ 2a1) + a = −x+ 2(a1 + a/2) ,

y′ = (−y + 2a2) + b = −y + 2(a2 + b/2) ,

que corresponden a una simetŕıa respecto al punto

A′ = (a1 + a/2, a2 + b/2) .

Las ecuaciones para SA ◦ SB son

x′ = −(−x+ 2a1) + 2b1 = x+ 2(b1 − a1) ,

y′ = −(−y + 2a2) + 2b2 = y + 2(b2 + a2) ,

y, por lo tanto,

SA ◦ SB = T
2
−−→
AB

.
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Verificamos finalmente que SA ◦ SA = id:

x′ = −(−x+ 2a1) + 2a1 = x ,

y′ = −(−y + 2a2) + 2a2 = y .

�

Corolario 1.1.1. La unión de las traslaciones y las simetŕıas forman un subgrupo
no abeliano de las colineaciones.

Demostración. Sólo falta ver que no es abeliano. Por ejemplo, para A 6= B

SA ◦ SB = T−−→
AB

, SB ◦ SA = T−−→
BA

= T−1
−−→
AB
6= T−−→

BA
.

�

Ejercicios 1.7.

1. Demuestre que T−−→
AB

= T−−→
CD

si y solo si ABDC es un paralelógramo.

2. Sea SA una simetŕıa. Demuestre que el punto medio entre P y SA(P ) es A.
3. Sea M el punto medio del segmento AB. Entonces

a) SM ◦ SA = T−−→
AB

;

b) SB ◦ SM = T−−→
AB

.
4. Demuestre que el producto de tres simetŕıas es una simetŕıa.
5. Establezca la fórmula

SA ◦ SB ◦ SC = SC ◦ SB ◦ SA .
6. Sean A,B,C tres puntos no colineales y ABCD un paralelógramo. Probar que

SC ◦ SB ◦ SA = SD .

7. Sean E,F,G tres puntos no colineales. Construya un triángulo 4ABC tal que
E,F,G sean los puntos medios de los lados.

8. Establezca la fórmula

SP ◦ T−−→AB ◦ SP = T−−−−−−−−−→
SP (A)SP (B)

.

9. Calcule la imagen de la recta

x− 2y + 5 = 0

por
a) la traslación T−−→

AB
si A(1, 3), B(2,−2) ;

b) la simetŕıa SP si P (−4, 5).
10. Demuestre que la aplicación f : Z → 〈T−−→

AB
〉 (el grupo ćıclico generado por T−−→

AB
)

dada por

f(n) = T
n
−−→
AB

es un isomorfismo de grupos. ¿Cuáles son los subgrupos de < T−−→
AB

>?
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11. En el grupo de las traslaciones y simetŕıas, ¿existe un subgrupo finito con 3 o más
elementos?

12. a) Escriba una matriz 3× 3 de modo que la imagen del punto (x, y, 1) sea (x+
a, y + b, 1).

b) Escriba una matriz 3×3 de modo que la imagen del punto (x, y, 1) sea (−x+
2a1,−y + 2b1, 1).

c) Verifique matricialmente que la compuesta de una simetŕıa y una traslación
es una simetŕıa y que la compuesta de dos simetŕıas es una traslación.

1.1.4 Reflexiones

La representación del siguiente tipo de transformaciones mediante una hoja de papel
sobre la mesa, exigirá que levantemos la hoja. Se dibuja una recta l sobre la hoja, se
levanta la hoja y se vuelve a poner de modo que la recta vuelva a su lugar tras haber
invertido la hoja de papel, quedando la cara de abajo del papel, ahora arriba. La recta
l quedó fija, sin embargo, abajo y arriba fueron intercambiados. Este proceso cambia
el lado respecto de l del cual estaban los puntos de la hoja. En términos precisos,
sea l una recta en el plano. La reflexión Rl con respecto a la recta l lleva un punto
P a un punto P ′ tal que l es la simetral del segmento PP ′. Esto es, si trazamos la
perpendicular PQ desde P a la recta l, entonces P ′Q es también perpendicular a l y
|PQ| = |QP ′|. Los puntos Q en la recta l quedan fijos: Rl(Q) = Q.

Figura 1.2. Puntos reflejados

Teorema 1.8. Toda reflexión es una colineación. Toda reflexión es involutiva, esto
es Rl ◦Rl = id.

Demostración. Primero veremos que toda reflexión es una colineación. Sea m una
recta que intersecta l en A. Seam′ la recta que intersecta l en A tal que l sea la bisectriz
del ángulo formado por m y m′. Si P es un punto en m, entonces la perpendicular PQ
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intersecta m′ en un punto P ′. Se forman alĺı dos triángulos con ángulos iguales y un
lado común; son, por lo tanto, congruentes y entonces |PQ| = |QP ′| y Rl(P ) = P ′.
Luego Rl(m) = m′.

Si m es paralela a l entonces m′ es la recta paralela a igual distancia del otro lado
de l y RL(m) = m′. De la definición de reflexión, Rl(P

′) = P , y luego

Rl ◦Rl(P ) = Rl(P
′) = P .

Figura 1.3. Triángulos congruentes

�

1.1.5 Rotaciones

Nuestra hoja de papel ahora debe rotar en torno a un punto fijo en un ángulo de-
terminado, ya sea en sentido horario o antihorario. Sea O un punto del plano y θ un
ángulo orientado. La rotación UO,θ de centro O y ángulo θ lleva todo punto P a un
punto P ′ tal que ]POP ′ = θ y la distancia de P a O es igual a la de P ′ a O.

El siguiente teorema muestra que las rotaciones que fijan un punto, forman un
subgrupo del grupo de colineaciones. El teorema que le sigue describe qué sucede
cuando se componen rotaciones con reflexiones. Se ve que las reflexiones no forman
un subgrupo, ya que la composición (de dos ellas) puede no resultar una rotación sino,
una traslación.

Teorema 1.9. Toda rotación es una colineación. La inversa de una rotación es una
rotación U−1

O, θ = UO,−θ.

Demostración. Sea m una recta que no pasa por O y tracemos la perpendicular
OB desde O a la recta m. Giramos B para obtener B′ y construimos la recta m′

perpendicular a OB′ por B′. Si P es un punto cualquiera en m, construimos P ′ en m′

de tal forma que 4OBP sea congruente a 4OB′P ′. Es inmediato que si ]BOB′ = θ
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Figura 1.4. Una rotación

entonces ]POP ′ = θ; se sigue que RO, θ(P ) = P ′ y luego RO, θ(m) = m′. Si m es una
recta que pasa por O, m′ es la recta por O que hace un ángulo θ alĺı.

Figura 1.5. Rotaciones

�

Teorema 1.10. La composición de dos reflexiones Rl y Rm es

i) una traslación si l y m son paralelas;
ii) una rotación si l intersecta m.

Rećıprocamente, toda traslación es la compuesta de dos reflexiones y toda rotación es
la compuesta de dos reflexiones.

Demostración. Sean l y m dos rectas paralelas, A y B dos puntos respectivamente
en l y m tal que AB es perpendicular a ambas rectas. Afirmamos que Rm◦Rl = T

2
−−→
AB

.
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Figura 1.6. Traslación

En efecto, si P es un punto cualquiera, entonces |PQ| = |QP ′| y |P ′Q′| = |Q′P ′′|
implica que |PP ′′| = 2|

−−→
AB| (el largo del vector), y puesto que PP ′′ es perpendicular

a ambas rectas,
−−→
PP ′′ = 2

−−→
AB, demostrando la afirmación.

Sean ahora l y m dos rectas que se intersectan en O y forman un ángulo α de l
a m.
Afirmamos que

Rm ◦Rl = UO, 2α .

Si P es un punto cualquiera, los triángulos 4OPQ y 4OP ′Q son congruentes y
también lo serán4OP ′Q′,4OQ′P ′′. De la igualdad de los ángulos al centro se obtiene
]POP ′′ = 2α, y de la igualdad de los lados sigue OP = OP ′′, demostrando la
afirmación.

Figura 1.7. La compuesta

�

El siguiente teorema puede sorprender por el hecho de que la composición de dos
rotaciones de centro distinto puede, en algunos casos, resultar en una traslación.
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Teorema 1.11. Sean UO1, θ1 , VO2, θ2 dos rotaciones de centros distintos.

i) Si θ1 + θ2 = 2kπ con k entero, entonces UO1, θ1 ◦ VO2, θ2 es una traslación.
ii) Si θ1 + θ2 6= 2kπ, entonces UO1, θ1 ◦ VO2, θ2 es un rotación de ángulo θ1 + θ2.

Demostración. Sea d la recta que une los centros O1 y O2 y d1, d2 las rectas que
hacen ángulos θ1/2, θ2/2 respectivamente con d en los puntos O1, O2. Denotamos por
R,R1 y R2 las reflexiones en esas rectas. Entonces UO1, θ1 = R◦R1 y UO2, θ2 = R2 ◦R.
Componiendo se obtiene (abreviando notación) V ◦U = (R2 ◦R)◦ (R ◦R1) = R2 ◦R1

pues R2 = id. Si θ1 +θ2 = 2kπ, las rectas d1 y d2 son paralelas y, por lo tanto, R2 ◦R,
es una traslación. Si θ1 + θ2 6= 2kπ, las rectas d1 y d2 no son paralelas y, por lo tanto,
R2 ◦R, es una rotación con centro en el punto de intersección de ellas; el ángulo que
se forma alĺı es π − (θ1 + θ2)/2, con ángulo suplementario (θ1 + θ2)/2. La compuesta
de las reflexiones es una rotación de ángulo θ1 + θ2.

Figura 1.8. Centros distintos

�

Definición 1.12. Una isometŕıa o movimiento ŕıgido es una trasformación del plano
que preserva distancias, esto es

|PQ| = |T (P )T (Q)| .

Teorema 1.13. Toda isometŕıa es una colineación. Las isometŕıas forman un sub-
grupo de las colineaciones.

Demostración. Sea l una recta y A,B dos puntos en ella. Entonces, un punto M
pertenece al segmento AB si y solo si

|AM |+ |MB| = |AB| .
Si A′, B′,M son las imágenes por la isometŕıa, se tiene

|A′M ′|+ |M ′B′| = |A′B′| ,
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y luego M ′ pertenece al segmento A′B′. De igual forma se obtendrá que B′ pertenece
al segmento A′M si M estuviera a la derecha de B. La imagen de l es entonces la
recta l′ que pasa por A′, B′.
Si T1 y T2 son dos isometŕıas entonces

|(T1 ◦ T2)(P ) (T1 ◦ T2)(Q)| = |T1(T2(P ))T1(T2(Q))| = |T2(P )T2(Q)| = |PQ| ,
y

|T−1
1 (P )T−1

1 (Q)| = |T1(T−1
1 (P ))T1(T−1

1 (Q))| = |PQ| .
Luego, forman un subgrupo de las colineaciones.

�

Teorema 1.14. Toda isometŕıa está determinada en forma única por la imagen de
tres puntos distintos no alineados. Toda isometŕıa es la composición de a lo más tres
reflexiones.

Demostración. Sean A y B dos puntos dados y A′ y B′ sus imágenes respectivas
por la isometŕıa. Si M es un punto cualquiera del plano, pertenece a la intersección
de la circunferencia de centro A y radio |AM | con la circunferencia centro B y radio
|BM |. (Esas circunferencias serán tangentes si M pertenece a AB.)

Figura 1.9. Isometŕıas

La imagen M ′ pertenecerá a la intersección de las dos circunferencias de radios
respectivos iguales centradas en A′ y B′. Hay dos posibles posiciones para M ′. La
posición única de M ′ quedará determinada por la posición en que se encuentre la
imagen C ′; ambas imágenes estarán del mismo lado de la recta l′, o en lados opuestos
si M y C lo están.

Sea T ahora una isometŕıa cualquiera y

T (O) = O′ .

Consideramos la reflexión en la simetral del segmento OO′, R(O′) = O, y luego

(R ◦ T )(O) = O .
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Figura 1.10. Bisectriz

Sea A un punto y A′ su imagen por R ◦ T .
Sea S la reflexión en la bisectriz del ángulo AOA′. Entonces

(S ◦R ◦ T )(O) = O , (S ◦ T ◦ T )(A) = A .

Sea B un punto tal que el triángulo OAB sea equilátero. Puesto que S ◦R ◦ T es
una isometŕıa, su imagen B′ será tal que OAB′ es un triángulo equilátero.

Figura 1.11. Puntos imágenes

Hay sólo dos posibilidades:

i) B = B′. Entonces S ◦R ◦T fija tres puntos y será, por lo tanto, la identidad:

S ◦R ◦ T = id , T = R ◦ S .
ii) B 6= B′. Entonces si U es la reflexión en la recta OA, U ◦ S ◦ R ◦ T (B) = B

y fija además O y A. Luego

U ◦ S ◦R ◦ T = id , T = R ◦ S ◦ U .
�
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Ejercicios 1.15.

1. Demuestre que la simetŕıa en el centro O es la compuesta de dos reflexiones.
2. Sea 4ABC un triángulo equilátero e I su centro de gravedad. Demuestre que la

rotación U(I,− 2π
3 ) es la compuesta de dos reflexiones en las alturas del triángulo.

3. Sea ABCD un cuadrado. Si h = g ◦ f , construya h(ABCD) en cada caso
a) f es la reflexión en AB,g es la reflexión en AC;
b) f es la reflexión en AC, g es la reflexión en AB;
c) f es la rotación de centro B y ángulo π/2, g es la rotación de centro A ángulo

π/2;
d) f es la rotación de centro B y ángulo π/2, g es la rotación de centro D ángulo

π/2;
e) f es la rotación de centro A y ángulo π/2, g es la reflexión en AB.

4. Sea U una rotación de ángulo θ y T una traslación. Sabiendo que U ◦ T es una
rotación de ángulo θ, construya su centro.

5. En un triángulo 4ABC se sabe que las simetrales S1, S2, S3 de los lados se in-
tersectan en un punto O (el centro de la circunferencia circunscrita). Si se toman
tres rectas S1, S2 y S3 que pasan por un mismo punto O, ¿son ellas las simetrales
de algún triángulo 4ABC?

6. Sea U una rotación que lleva A en A′ y B en B′. Encuentre el centro de la rotación.
7. Sea R una reflexión que lleva A en A′. Encuentre la recta de reflexión.
8. Sea UO, θ una rotación dada y d > 0 un número real. Determine el lugar geométri-

co de los puntos A con imagen A′ tales que |AA′| = d.
9. Sea f una isometŕıa que fija un solo punto. Demuestre que f es una rotación.

10. Sea f una isometŕıa que no fija punto alguno. Demuestre que f es una traslación.
11. Sea f una isometŕıa que fija dos puntos. Demuestre que f es una reflexión o la

identidad.
12. Demuestre que x′ = x cos θ − y sen θ , y′ = x sen θ + y cos θ son las ecuaciones

para una rotación de centro O = (0, 0).
13. Sea T una traslación que lleva O en A y U una rotación de centro O. Considerando

T ◦ U ◦ T−1 encuentre las ecuaciones para una rotación de centro A.
14. Sea l una recta por O con pendiente tan θ = m. Considerando U ◦ R ◦ U−1

encuentre las ecuaciones de la reflexión en l.

1.2 Homotecias e Inversiones en Circunferencias

1.2.1 Homotecias

Para la representación de las homotecias ya no nos sirve la hoja de papel ŕıgido, ya
que debemos estirar manteniendo un punto fijo O en el proceso. Cada punto de la hoja
elástica ha de alejarse de O o acercarse a O en una misma proporción, manteniendo las
posiciones relativas. Es como haber tomado una lupa de alejamiento o acercamiento
en torno a un punto fijo. Para la descripción formal, sea O un punto en el plano y k un
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número real. Se llama homotecia de centro O y razón k a la transformación h(O, k)

que lleva cada punto P a un punto P ′ tal que
−−→
OP ′ = k

−−→
OP .

Figura 1.12. Homotecias

Una homotecia lleva un punto P a un punto P ′ en la misma ĺınea recta por O.
Las rectas por O van a śı mismas, y la homotecia inversa es h−1(O, k) = h(O, k−1).
Una homotecia lleva una recta PQ a una recta P ′Q′ paralela a ella, pues si estas
rectas se intersectaren habŕıa un punto que va a dar a śı mismo y luego k = 1. Toda
homotecia es una colineación.

Preservar Ángulos. Un concepto importante que aparecerá en esta sección es el
de transformación que preserva ángulos, que requiere ser precisado. Es claro lo que
se entiende por el ángulo entre ĺıneas rectas. Cuando dos curvas se cruzan también
forman un ángulo, a saber, el ángulo que forman las rectas tangentes en el punto de
cruce. Se dirá que una transformación preserva ángulos, si el ángulo entre dos curvas
cualesquiera que se cruzan en el plano, es igual al ángulo en que se cruzan la curvas
transformadas.

Teorema 1.16. Una homotecia está determinada por la imagen de un sólo punto
distinto del origen.

Demostración. En efecto, la imagen P ′ determina el valor de k. La construcción
geométrica de la imagen de todo otro punto Q consiste en construir la intersección de
la recta OQ con la paralela a PQ por el punto P ′.

Por otra parte, la construcción geométrica de la compuesta de dos homotecias
de mismo centro O, denotadas por ha = h(O, a) y hb = h(O, b) con razones a y b,
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nos lleva a una configuración geométrica muy importante llamada la configuración de
Pappus. En una recta dibujamos P y ha(P ), lo que determina ha completamente, y
en otra Q y hb(Q).

Figura 1.13. Proporcionalidad

Para construir geométricamente la imagen ha(hb(Q)), trazamos la paralela a
P hb(Q) por lo indicado en el teorema anterior. En cambio, para construir geométrica-
mente la imagen hb(ha(P )), trazamos la recta paralela a Qha(P ). Ahora bien, puesto
que ha◦hb = hab (si la distancia se multiplica por b y luego por a, en total se multiplica
por ab) se obtiene que

ha ◦ hb = hb ◦ ha ,
y la imagen de la recta PQ será la recta hab(P )hab(Q) (si las dos rectas diagonales
son paralelas, lo serán también PQ y hab(P )hab(Q)). �

Teorema 1.17. La imagen de una circunferencia C por una homotecia h es una
circunferencia C ′. Dadas dos circunferencias C y C ′ de radios distintos existen dos
homotecias que llevan C en C ′.

Demostración. Por el Teorema de Thales si |OP ′| = k|OP | y |OQ′| = k|OQ| enton-
ces |P ′Q′| = k|PQ|. Las distancias entre dos puntos se multiplican por k. La imagen
de una circunferencia de centro A y radio r será entonces una circunferencia de centro
A′ y radio kr.

Puesto que una homotecia preserva el ángulo que existe entre rectas (Thales,
ejercicio para el lector), la homotecia lleva una recta tangente a una circunferencia
por O a la misma recta tangente a la otra. Dadas C y C ′ construimos entonces el
punto O como la intersección de la ĺınea de los centros con una tangente común. Hay
una segunda homotecia de razón negativa que se construye tomando las otras dos
rectas tangentes. Si estas circunferencias se intersectan, construimos el centro de la
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Figura 1.14. Thales

homotecia como aquel punto O′ tal que

−−→
O′A′ = −r

′

r

−−→
O′A .

�

Teorema 1.18. Las ecuaciones de una homotecia h(0, k) de centro O = (a, b) y razón
k son

x′ = k(x− a) + a = kx+ (1− k)a , y′ = k(y − b) + b = ky + (1− k)b .

Demostración. Puesto que
−−→
OP = (x − a, y − b),

−−→
OP ′ = (x′ − a, y′ − b), de la

definición de homotecia concluimos que

x′ − a = k(x− a) , y′ − b = k(x− b) ,

de donde se deduce el teorema. �

El teorema siguiente muestra, entre otras cosas, que las homotecias no forman un
subrgrupo.

Teorema 1.19. La compuesta de dos homotecias de razones k1 y k2 es

i) una traslación si k1k2 = 1;
ii) una homotecia si k1k2 6= 1.

Demostración. Usamos las ecuaciones para la composición (x, y) → (x′, y′) →
(x′′, y′′) , dadas por

x′′ = k2(x′−a2)+a2 = k2[k1(x−a1)+(a1−a2)]+a2 = k2k1x+(−k2k1a1+k2(a1−a2)+a2) ,

y′′ = k2(y′−b2)+b2 = k2[k1(y−b1)+(b1−b2)]+b2 = k2k1y+(−k2k1b1+k2(b1−b2)+b2) .

i) Si k1k2 = 1 la compuesta es una traslación.
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ii) Si k1k2 6= 1 se definen entonces (a3, b3) por

(1− k1k2)a3 = k2(1− k1)a1 + (1− k2)a2 ,

(1− k1k2)b3 = k2(1− k1)a1 + (1− k2)b2 ,

y se obtienen las ecuaciones de una homotecia de centro (a3, b3) y razón k1k2.
Observemos además que, en ambos casos, i) o ii), las homotecias no conmutan en
general.

�

En el siguiente teorema, la exigencia de preservar ángulos distingue a las isome-
tŕıas y homotecias de una colineación cualquiera (transformación af́ın).

Teorema 1.20. Toda colineación del plano que preserva ángulos es la compuesta
de una isometŕıa con una homotecia. Las isometŕıas son compuestas de reflexiones,
rotaciones y traslaciones.

Demostración. Sea f una colineación que preserva ángulos y f(A) = A′. Com-
poniendo con T−1

−→
AA′

obtenemos la colineación g = T−1
−→
AA′
◦ f que fija A. Una recta l

por A irá a una recta g(l) = l′ por A. Componiendo con R−1
θ obtenemos la colinea-

ción h = R−1
θ ◦ T

−1
−→
AA′
◦ f que fija A y la recta l. Sea B un punto en l con imagen

h(B) = B′. Componiendo con h−1
k con k = |AB′|/|AB| obtenemos la colineación

u = h−1
k ◦ R

−1
θ T−1

−→
AA′
◦ f que fija la recta por A y B y fija, además, esos dos puntos.

Si u fija la magnitud pero invierte el sentido de los ángulos, podemos componer por
la reflexión S en la recta AB de modo a tener una colineación que fija los ángulos en
magnitud y sentido. Si C es un punto cualquiera fuera de l, las rectas AC y BC irán
a rectas AC ′, BC ′ con ángulos iguales ]C ′AB = ]CAB,]C ′BA = ]CBA. Por lo
tanto, C debe quedar fijo. Puesto que eso sucede para todo punto C, u = id. Si

h−1
k ◦R

−1
θ ◦ T

−1
−→
AA′
◦ f = id ,

finalmente

f = T−→
AA′
◦Rθ ◦ hk

(eventualmente seguida de la reflexión S si invierte la orientación). �

Ejercicios 1.21.

1. Sean C y C ′ dos circunferencias de centros A y A′, radios r = 10, r′ = 5 respec-
tivamente. Construya en cada caso el centro de la(s) homotecia(s) que lleva(n) C
en C ′ si la distancia entre A y A′ es igual a d
a) d = 4;
b) d = 10;
c) d = 18.
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2. Sea C una circunferencia, l y l′ dos rectas que se intersectan en un punto I al
interior de la circunferencia. Encontrar puntos en P ∈ l, Q ∈ C de modo que l′

sea la mediatriz (simetral) del segmento PQ.
3. Sea C una circunferencia de centro O y A un punto en C. Sea B el punto tal que−→

0B = 3
2

−→
OA y l la recta perpendicular a OB por el punto B. Encontrar puntos M

en l y N en C tales que OAMN sea un paralelogramo.
4. Sean l y m dos rectas secantes y O un punto que no esté en ninguna de ellas.

Encontrar dos puntos A en l, B en m tales que O sea el punto medio de AB.
5. En un triángulo ABC se escogen A′ en AC, B′ en BC con A′B′‖AB. Las rectas
AB′ y BA′ se intersectan en I.
a) Demuestre que hay una homotecia h de razón k que lleva A y B en A′ y B′

respectivamente.
b) Demuestre que la homotecia h tiene centro I.

6. (La circunferencia de los nueve puntos y la recta de Euler.) En un triángulo
4ABC el centro de gravedad es G, el ortocentro es H y los puntos medios de los
lados BC, CA y AB son A′, B′ y C ′ respectivamente. La circunferencia circuns-
crita a 4ABC se denota por Ci y tienen centro O. La circunferencia circunscrita
a 4A′B′C ′ se denota por C ′i y tiene centro O′. Considere las homotecias que
llevan Ci en C ′i.

a) Demuestre que los puntos G,H,O,O′ están en ĺınea recta, que
−→
G0 = − 1

2

−−→
GH

y que O′ es el punto medio de OH.
b) La circunferencia C ′i pasa por los pies de las tres alturas de 4ABC y por los

puntos medios de AH, BH y CH.
c) Los puntos simétricos de H con respecto a los lados de 4ABC están en la

circunferencia Ci.

Figura 1.15. Nueve puntos
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1.2.2 Inversiones en Circunferencias

Recordemos que las reflexiones llevan a puntos simétricos con respecto a una recta
dada. Lo sorprendente es que el concepto de simétrico con respecto a una recta, se
puede extender a simétrico con respecto a una circunferencia. Decimos extender ya
que se puede pensar que una recta es un caso particular de circunferencia, a saber,
una de radio infinito. Para la reflexión en una circunferencia, o aśı llamada inversión,
los puntos simétricos estarán a distinto lado de la circunferencia, es decir, uno adentro
y el otro afuera. Un punto P y su imagen Q estarán sobre el mismo radio siempre,
la clave será la relación entre sus distancias al centro de la circunferencia: mientras
más cerca de este centro esté el punto interior más lejos sobre el mismo rayo estará su
simétrico, y vice versa. Las dos situaciones extremas se producirán cuando el punto
interior coincida con el centro de la circunferencia, y cuando el punto esté sobre el
borde. En el primer caso, su simétrico se escapará al infinito (concepto a precisar más
adelante cuando se vea la proyección estereográfica en el Caṕıtulo 2), mientras que
en el segundo caso, el punto simétrico quedará fijo tal como quedan fijos los puntos
sobre la recta l cuando consideramos una simetŕıa.

Dada una circunferencia de centro O y radio r la imagen por una inversión en
ella de un punto P es un punto P ′ en la recta OP tal que

|OP ′||OP | = r2 .

Tal como es el caso para la reflexión en una recta, se trata de una transformación
involutiva, es decir, una transformación que es igual a su inversa. Todos los puntos de
la circunferencia dada son puntos fijos y el centro mismo de la circunferencia no tiene
imagen; veremos más adelante que se puede considerar su imagen como un punto al
infinito.

Para un punto P interior a la circunferencia, construimos su imagen considerando
la cuerda QR perpendicular a OP . Las dos tangentes a la circunferencia intersectan
la recta OP en el punto P ′. Para demostrar lo justo de esta construcción, observemos
que los triángulos rectángulos 4OPQ y 4OQP ′ son semejantes y que, por lo tanto,
la razón cateto correspondiente a hipotenusa es igual

|OP |
|OQ|

=
|OQ|
|OP ′|

,

por lo cual

|OP ||OP ′| = |OQ|2 = r2 .

Si el punto P está al exterior de la circunferencia, construimos la circunferencia
de diámetro OP que intersecta a la circunferencia primera en Q y R. La cuerda QR
intersecta OP en el punto P ′.

Para un punto P exterior a la circunferencia, hay una segunda construcción po-
sible. La circunferencia de centro P que pasa por O intersecta a la primera en puntos
A y B. Las circunferencias de sendos centros A y B que pasan por O se intersectan
en P ′.
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Figura 1.16. Inversión

Figura 1.17. Inversión con compás

Se justifica esta construcción observando que los triángulos isósceles 4APO y
4OAP ′ son semejantes, pues tienen el ángulo basal ]AOP común. La razón ba-
se/lado implica la conclusión. Si el punto P está al interior de la circunferencia, esta
construcción solo será posible si |OP | > r/2 pues en caso contrario no habrá dos
intersecciones distintas A y B.

Teorema 1.22. Sea l una recta y C una circunferencia de centro O.

i) Si la recta pasa por el centro O, su imagen bajo la inversión en C es la misma
recta l.

ii) Si la recta no pasa por el centro, su imagen bajo la inversión en C es una
circunferencia que pasa por el centro O.
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Figura 1.18. Recta imágen

Demostración.

i) Esto es claro para cualquiera de las dos construcciones anteriores. Los puntos
en la recta al exterior corresponden a los puntos de la recta al interior de la
circunferencia.

ii) Trazamos, en el caso de la recta l completamente externa a la circunferencia, la
perpendicularOA a esa recta; sea A′ el punto correspondiente por la inversión.
Afirmamos que la circunferencia de diámetro OA′ es la imagen de l. Sea P
en efecto un punto en l y P ′ la intersección de OP con esa circunferencia de
diámetro OA′ (Figura 1.18). Los triángulos rectángulos 4OP ′A′ y 4PAO
tienen un ángulo agudo común y serán, por tanto, semejantes. Luego

|OP ′|
|OA′|

=
|OP ′|
|OA′|

,

por lo cual
|OP ′||OP | = |OA||OA′| = r2 .

Si la recta l intersecta a la circunferencia en Q y R consideramos como
imagen la circunferencia que pasa por O, Q y R. Sea P un punto en l y P ′ la
intersección de OP con esa segunda circunferencia (Figura 1.19) puesto que
los ángulos ]OQP y ]OP ′Q subtienden arcos iguales, son iguales. Se sigue
que los triángulos 4OQP y 4OP ′Q son semejantes. Aśı entonces

|OP ′|
|OQ|

=
|OQ|
|OP ′|

,

luego
|OP ||OP ′| = |OQ|2 = r2 .

�
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Figura 1.19. Otra recta imágen

Corolario 1.2.1. Sea C una circunferencia de centro O. La imagen bajo la inversión
en C de una circunferencia C ′ que pasa por el centro O es una recta.

Teorema 1.23. Sea C una circunferencia de centro O y C ′ una circunferencia que
no pasa O. Entonces la imagen de C ′ bajo la inversión en C es una circunferencia.

Demostración. Supongamos primero que la circunferencia C no intersecta a la cir-
cunferencia de centro O. Sea A y B los puntos de intersección de la recta por los
centros con C. Construimos las imágenes A′ y B′ y la circunferencia C′ de diámetro
A′B′. Sean Q′, P ′, P y Q las intersecciones de una recta por O con las dos circunfe-
rencias. Observe el orden en que están. Afirmamos que la imagen de P es P ′ y la de
Q, Q′. Para ello consideramos la homotecia de centro O que lleva A′ en B. Su razón
debe ser

k =
|OB|
|OA′|

=
|OB||OA|

r2
=
|OA|
|OB′|

.

Esa homotecia lleva entonces b′ en A y la circunferencia entrera Γ′ en Γ. Ahora
bien, si desde un punto se trazan secantes a una recta, el producto de los segmentos
es constante. En este caso

|OQ′||OP ′| = |OB′||OA′| ,
y

|OQ||OP | = |OB||OA| .
Efectuando el producto queda |OQ||OQ′||OP ||OP ′| = r4. Pero, puesto que los

puntos se corresponden por la homotecia, se tiene

|OQ||OQ′| = (k|OP ′|)( 1

k
|OP |) = |OP ′||OP | .

Un instante de reflexión permite ver que la demostración será la misma en el caso
que las circunferencias se intersecten. �
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Figura 1.20. Configuración imágen

Teorema 1.24. Toda inversión en una circunferencia preserva ángulos.

Demostración. Recordemos que el ángulo entre dos circunferencias que se cortan,
es igual al ángulo entre sus dos rectas tangentes en el punto de intersección. Sea l una
recta y m una recta que pasa por O que forma un ángulo α. Vamos a demostrar que la
imagen de l, una circunferencia que pasa por O, tiene un ángulo igual a α con la recta
m. Esto bastará, pues un ángulo entre dos rectas cualquiera l y l′ puede escribirse
como la suma o diferencia de dos ángulos α y α′ con m. Consideramos como antes
la perpendicular OA a la recta l y la circunferencia correspondiente OA′ de diámetro
OA′. Sean P y P ′ las intersecciones respectivas de m con la recta y la circunferencia.

Figura 1.21. Ángulos iguales

En la figura, α′ = ]OA′P ′. Pero los triángulos rectángulos 4OP ′A′ y 4PAO
tienen el ángulo agudo común, y entonces

]OA′P ′ = ]OPA = α .
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�

Un haz de circunferencias por dos puntos A,B es el conjunto de todas las cir-
cunferencias que pasan por dichos puntos, un caso degenerado siendo la recta por A,B.

Corolario 1.2.2. Por un par de puntos inversos (simétricos) con respecto a una
circunferencia C pasa un haz de circunferencias ortogonales a C.

Figura 1.22. Haz de circunferencias

Demostración. Sea C ′ una circunferencia del haz de circunferencias por dos puntos
inversos P y P ′. La circunferencia C ′ intersecta a C en un punto Q fijo por la inversión.
La imagen de C ′ bajo la inversión en C es una circunferencia que pasa por Q,P y
P ′, por lo que debe coincidir con C ′; los puntos del arco interior se corresponden con
aquellos al exterior. Un ángulo entre C ′ y la circunferencia C corresponde al ángulo
suplementario, siendo por tanto de 90o. �

Ejercicios 1.25.

1. Demuestre que la inversión en la circunferencia de centro O y radio r se expresa
en coordenadas cartesianas por la fórmula

F (x, y) =

(
r2x

x2 + y2
,

r2y

x2 + y2

)
.

2. Sea l la recta definida por la ecuación

ax+ by + c = 0, c 6= 0 .

Encuentre la ecuación de la imagen F (l).
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3. Sea C la circunferencia definida por la ecuación

x2 + y2 + 2ax+ 2by + c = 0 .

Encuentre la ecuación de la imagen F (C).
4. Demuestre que la inversión de una circunferencia que pasa por el centro de inver-

sión, es una recta paralela a la tangente a ella en el centro de inversión.
5. Demuestre que la compuesta de dos inversiones en circunferencias concéntricas, de

centro O, es una homotecia de mismo centro. Rećıprocamente, toda homotecia de
centro O es igual a la compuesta de dos inversiones.

6. Tres tangentes a una circunferencia de centro I se intersectan en puntos A,B,C.
Demuestre que AI pasa por el circuncentro del triángulo 4BCI. Dibuje la figura
que se obtiene al invertir el triángulo en ese circuncentro.

7. Sea ABCD un rombo y O un punto equidistante de A y C. Demuestre que O,D,B
son colineales y que |OB||OD| = |OA|2−|AB|2. Deduzca que si las ĺıneas rectas son
barras ŕıgidas, O está fijo y los puntos restantes se mueven libremente, los puntos
B y D describen figuras inversas con respecto a una circunferencia de centro O.
Si D se mueve en una circunferencia por O, B se moverá en ĺınea recta (Aparato
de Peaucellier).

Figura 1.23. Aparato de Peaucellier
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Caṕıtulo 2: Transformaciones de Möbius

Los números complejos fueron por largo tiempo sospechosos en Matemática, pues
si bien se pod́ıa pensar en una solución abstracta, puramente algebraica, de una
ecuación x2 + 1 = 0, no se asociaba una cantidad tal a alguna magnitud f́ısica como
la longitud de un segmento, un área o volumen. Sólo fue a comienzos del siglo XIX
cuando adquirieron respetabilidad, pues permitieron entender resultados que, vistos
solo con números reales, eran misteriosos.

Un hecho clave fue la representación de los números complejos como puntos del
plano, permitiendo establecer un puente extraordinariamente fruct́ıfero entre el álge-
bra y la geometŕıa anaĺıtica. Las transformaciones del caṕıtulo anterior aparecen de
manera natural y su descripción resulta muy sencilla en términos del álgebra de los
números complejos. Aśı, el Teorema 2.12 clasifica todas las colineaciones que preservan
ángulos usando una formulación algebraica sencilla y concisa. Agregando la inversión
en circunferencias obtendremos las transformaciones de Möbius en la Sección 2.2. Es-
tas transformaciones tienen importancia en śı mismas, pero a la vez, permitirán luego
estudiar otra geometŕıa, distinta a la de Euclides. Esta geometŕıa no euclidenana con-
lleva el estudio del subgrupo de las transformaciones de Möbius que transforman el
disco unitario como conjunto en śı mismo.

Hoy en d́ıa, los números complejos aparecen por doquier en la matemática. El
análisis complejo es el centro de muchas áreas fundamentales de la matemática mo-
derna, donde se relacionan ideas que provienen de la geometŕıa, el análisis y el álgebra.

La primera sección de este caṕıtulo estará dedicada al álgebra de los números
complejos y su visualización geométrica. En las secciones posteriores se hará la co-
nexión con el primer caṕıtulo, analizando las transformaciones alĺı vistas desde la
perspectiva de los números complejos.

2.1 Números Complejos

2.1.1 El cuerpo de los números complejos

Un número complejo se representa de la forma

z = a+ ib ,

donde a, b son dos números reales. Decimos que a es la parte real de z y se escribe

a = Re(z) ,
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mientras que b es la parte imaginaria y se escribe

b = Im(z).

En particular, por ejemplo, Re(i) = 0, Im(i) = 1. Cada número complejo se representa
por un punto en el plano cartesiano, el punto de coordenadas (a, b).

Figura 2.1. Un complejo

Al punto de coordenadas P = (a, b) le corresponde el vector
−−→
OP de iguales componen-

tes y aśı z determina un único vector en el plano. El eje real es el eje X, son aquellos
números complejos con Im(z) = 0. El eje imaginario es el eje Y , son aquellos números
complejos con Re(z) = 0.

Suma: Si z = a+ ib y z′ = a′ + ib′ son dos números complejos, se define

z + z′ = (a+ a′) + i(b+ b′).

El número complejo 0 = 0 + i0 es el elemento neutro para la suma y el opuesto es
−z = −a− ib. Los números complejos tienen una estructura de grupo abeliano para
la suma. Aśı, el álgebra de la suma de complejos se corresponde con el álgebra de los
vectores del plano. Existe, sin embargo, una operación adicional para los complejos,
a saber, el producto.

Producto: Si z = a + ib y z′ = a′ + ib′ se define el producto por distributividad,
usando la convención i2 = −1:

zz′ = (a+ ib)(a′ + ib′) = aa′ + iab′ + iba′ + i2bb′ = (aa′ − bb′) + i(ab′ + a′b) .
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El número complejo 1 = 1 + i0 es el elemento neutro para el producto y el inverso
multiplicativo de z es

z−1 =
a− ib
a2 + b2

, z 6= 0 .

En efecto, usando suma por diferencia es inmediato ver que z · z−1 = 1. Los números
complejos no nulos tienen una estructura de grupo abeliano para el producto. Si
denotamos por C al conjunto de los números complejos con esas operaciones de suma
y producto, se tiene:

Proposición 2.1. C es un cuerpo conmutativo.

Demostración. Se deja al lector. �

Observación 2.1. A diferencia del cuerpo R de los números reales, no existe en C
un orden que sea compatible con las operaciones algebraicas. En efecto, si aśı fuese, i
debiera ser positivo o negativo. Si i > 0 entonces i2 = −1 > 0 imposible pues 1 > 0.
Si i < 0 entonces −i > 0, luego (−i)2 = −1, imposible.

Definición 2.2. Si z = a+ ib se llama número complejo conjugado al número

z = a− ib .
Geométricamente z es el reflejado de z en el eje real (el eje x).

Proposición 2.3. Se tienen las identidades siguientes:

i) Re(z) =
1

2
(z + z) , Im(z) =

1

2i
(z − z) ;

ii) (z + z′) = z + z′ ;

iii) z · z′ = zz′ .

Demostración. Se deja nuevamente como ejercicio al lector. �

Definición 2.4. Si z = a+ ib se llama módulo del número complejo al número real
positivo

|z| =
√
a2 + b2 .

Nótese que |z| corresponde al largo del vector del plano asociado al número z, o
también a su distancia al origen.

Teorema 2.5. Se cumplen las propiedades siguientes:

i) |z| ≥ 0 y |z| = 0 si y solo si z = 0;
ii) |z|2 = z z y |z| = |z|;
iii) |zz′| = |z||z′|.

Demostración. Otro ejercicio al lector. �
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Teorema 2.6. Se tienen las desigualdades siguientes:

i) |Re(z)| ≤ |z| , |Im(z)| ≤ |z|;
ii) |z + z′| ≤ |z|+ |z′| (desigualdad triangular).

Demostración.

i) Tenemos que
√
a2 + b2 ≥

√
a2 = |a| ,

√
a2 + b2 ≥

√
b = |b|.

ii) Aśı mismo,

|z + z′|2 = (z + z′)(z + z′) = zz + zz′ + zz′ + z′z′ = |z|2 + 2Re(zz′) + |z′|2

≤ |z|2 + 2|zz′|+ |z′|2 = |z|2 + 2|z||z′|+ |z′|2 = (|z|+ |z′|)2 .

�

Interpretación Geométrica: Dado que la suma de los números complejos coincide
con la suma vectorial, la desigualdad triangular expresa que la suma de las longitudes
dos lados de un triángulo es mayor que el tercero.

Figura 2.2. La suma y resta

En cambio, la distancia de z a z′ es igual a

|z − z′| =
√

(a− a′)2 + (b− b′)2 .

Forma Polar de un Número Complejo: Llamaremos argumento de un número
complejo z

Arg(z) = θ

al ángulo entre el vector z y el vector (1, 0). Este ángulo no está únicamente determi-
nado ya que se puede cambiar en cualquier múltiplo entero de 2π. Esta indefinición en
la determinación del argumento de un número complejo, más allá de ser una dificultad,
es origen de importantes conceptos matemáticos en el análisis complejo.

48



Figura 2.3. Representación polar

Si r = |z| entonces se obtiene del triángulo rectángulo definido por z y el eje real
que

a = r cos θ , b = r sen θ , z = r(cos θ + i sen θ) .

Definición 2.7. Se define

eiθ = cos θ + i sen θ , θ ∈ R .
La fórmula

z = reiθ , r = |z| , θ = Arg(z)

se llama la forma polar del número complejo z.

Esta definición de exponencial es consistente o se puede comprobar usando el
desarrollo en serie de la función y = ex con x = iθ. Separamos en la serie las po-
tencias pares de iθ (que darán términos puramente reales) y las impares (que darán
términos puramente imaginarios) para llegar a la definición dada.

Proposición 2.8. La función eiθ tiene las propiedades siguientes:

i) ei(θ+ϕ) = eiθeiϕ , ei(θ−ϕ) = eiθ/eiϕ .

ii) eiθ = e−iθ , |eiθ| = 1 ;
iii) eiθ = 1 si y solo si θ = 2πk con k en Z , ei(θ+2kπ) = eiθ .

Demostración.

i) Tenemos

ei(θ+ϕ) = cos(θ + ϕ) + i sen(θ + ϕ)

= (cos θ cosϕ− sen θ senϕ) + i(sen θ cosϕ+ senϕ cos θ)

= (cos θ + i sen θ)(cosϕ+ sinϕ) = eiθ eiϕ .
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La segunda afirmación sigue de

eiϕei(θ−ϕ) = eiθ .

ii) Ahora

eiθ = (cos θ + i sen θ) = (cos θ − i sen θ) = cos(−θ) + i sen(−θ) = ei(−θ) .

La segunda afirmación sigue de

|eiθ|2 = eiθ · eiθ = eiθ · e−iθ = ei0 = 1 .

iii) Tenemos que eiθ = 1 si y solo si sen θ = 0 y cos θ = 1.

�

Corolario 2.9. La aplicación θ → eiθ es un homomorfismo sobreyectivo del grupo
aditivo de los números reales en el grupo multiplicativo de los números complejos de
módulo 1.

Algunas consecuencias de la forma polar son las siguientes:

Fórmulas de Euler:

cos θ =
1

2
(eiθ + e−iθ), sen θ =

1

2i
(eiθ − e−iθ) .

Estas fórmulas se deducen del teorema anterior pues cos θ = Re(eiθ) y sen θ = Im(eiθ).

Producto Geométrico: El producto zz′ de dos números complejos tiene por módulo
el producto de los módulos y por argumento la suma de los argumentos

zz′ = rr′ei(θ+θ
′) .

Es preciso observar que si −π < θ ≤ π, −π < θ′ ≤ π la suma no tiene por qué estar
en el mismo intervalo, pero bastará sumar o restar 2π a θ + θ′ para quedar en ese
intervalo; ello no cambiará el valor de ei(θ+θ

′). Es decir,

Arg(zz′) = Arg(z) + Arg(z′) + 2kπ

con k = 0, 1 o −1.

Fórmula de Moivre (1722): Para todo n ∈ Z y todo θ ∈ R se tiene

(cos θ + i sen θ)n = cos(nθ) + i sen(nθ) .

En efecto, esto equivale a (eiθ)n = einθ, fórmula válida pues esa función es un homo-
morfismo de grupos. Como consecuencia obtenemos el siguiente teorema acerca de las
ráıces de la unidad.
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Teorema 2.10. La ecuación zn = 1 tiene n soluciones en C y son las siguientes:

zk = e
2kπi
n , k = 0, 1, . . . , n− 1 .

Estas n ráıces de la unidad forman un grupo ćıclico de orden n y

n−1∑
k=0

zk = 0 .

Demostración. Sea zk como dado en la fórmula. Entonces

(zk)n = (e
2kπi
n )n = e2kπi = 1 .

Esto implica que

zn − 1 = (z − z0)(z − z1) · · · (z − zn−1) ,

donde z0 = 1. Igualando los coeficientes de zn−1 se obtiene el resultado para la suma
de las ráıces. �

Corolario 2.11. La ecuación zn = w = reiθ tiene n soluciones en C y son

zk = n
√
re

iθ
n zk ,

donde zk es una ráız n-ésima de la unidad.

El caso de las ráıces cuadradas merece una mención especial. Las dos ráıces cua-
dradas z1, z2 de w = a+ ib = reiθ son

z1 =
√
reiθ/2 , z2 = −

√
r , ei θ/2 .

Usando las fórmulas para cos(θ/2), sen(θ/2) obtenemos cuando b > 0

√
z = ±

(√
r + a

2
+ i

√
r − a

2

)
con r =

√
a2 + b2. Observemos finalmente que, en general,

√
zw 6=

√
z
√
w ,

aunque difieren a lo más en el signo. Ello se observa con z = −1, w = −1 pues√
−1 = i,

√
1 = 1.

Ecuaciones de Rectas y Circunferencias: Como primera aproximación, para tra-
ducir el lenguaje de la geometŕıa euclidiana del primer caṕıtulo a números complejos,
veremos cómo se reformulan las ecuaciones de rectas. En la ecuación de una recta

ax+ by + x = 0 ,

observamos que la expresión ax+ by es la parte real del producto

(a+ ib)(x− iy) .
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Con las notaciones α = a+ ib, z = x+ iy, la ecuación de la recta se escribe entonces
como

Re(αz) + c = 0 ,

o sea,
αz + αz + β = 0 ,

con β = 2c (un número real). El vector α es ortogonal a la recta.
En cuanto a una circunferencia, utilizamos su definición como el lugar geométrico

de los puntos z tales que su distancia a un centro z0 es igual al radio R. En fórmula,

|z − z0| = R ,

o bien elevando al cuadrado

|z − z0|2 = (z − z0)(z − z0) = R2 ,

zz + αz + αz + β = 0 ,

con α = −z0 , β = |z0|2 −R2. El hecho de que estas dos ecuaciones sean similares no
es coincidencia y su importancia se verá luego.

Ejercicios 2.12.

1. Calcule el resultado de las siguientes operaciones:
a) (3 + 5i)(2i+ 1)(3i− 4) ;
b) 3−2i

1−2i + 4+i
2+3i ;

c) (1 + i)3(3 + 7i) .
2. Resuelva el sistema de ecuaciones

z − 2iw = 5i ,

2z − (1 + i)w = 1 + 3i .

3. Demuestre la desigualdad

||z1| − |z2|| ≤ |z1 − z2| .
4. Demuestre que

|z + w| = |z|+ |w|
si y solo si existe t < real, t ≥ 0 tal que w = tz.

5. Demuestre que ∣∣∣∣∣
n∑
k=1

zk

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
k=1

|zk| .

6. Encuentre el lugar geométrico de los puntos z tales que

|z + 1 + i| = |z − 2i| .
7. Demuestre que si |a| = 1 y a 6= b entonces∣∣∣∣ a− b1− ab

∣∣∣∣ = 1 .
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8. Establezca la fórmula

|z + w|2 + |z − w|2 = 2|z|2 + 2|w|2 ,

y enuncie el resultado geométricamente.
9. Encuentre el lugar geométrico de los puntos z tales que∣∣∣∣ z − 4

z + 2i

∣∣∣∣ = 2 .

10. Escriba los siguientes números en la forma polar:
a) −2 + 2i ;
b) (−1 + i)e3πi/4 ;

c) (−1 +
√

3 i)5 .
11. Calcule las ráıces indicadas:

a) ráıces cuadradas de i ;
b) ráıces cúbicas de −1 ;
c) ráıces quintas de 1 .

12. Resuelva las siguientes ecuaciones:
a) z2 + 2z + 1− i = 0 ;
b) 2z4 − 3z2 + 4 = 0 .

13. Escriba en forma polar los números

z1 =

√
6− i

√
2

2
, z2 = 1− i .

Deduzca la forma polar de z1/z2 y obtenga el valor de cos(π/12), sen(π/12).
14. Utilice las fórmulas de Euler para obtener las fórmulas

2 cos a cos b = cos(a+ b) + cos(a− b) ,

2 sen a sen b = cos(a− b)− cos(a− b) ,
2 sen a cos b = sen(a+ b) + sen(a− b) .

15. Demuestre que

cos(5θ) = cos5 θ − 10 cos3 θsen2θ + 5 cos θsen4θ .

16. Utilice las identidades

cos θ =
1

2

(
u+

1

u

)
, sen θ =

1

2i

(
u− 1

u

)
con u = eiθ para obtener

cos8 θ + sen8θ =
1

64
(cos 8θ + 28 cos 4θ + 35) .

17. A partir de la suma geométrica
n∑
k=0

zk =
1− zn+1

1− z
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obtenga la identidad
m∑
k=0

cos(kθ) =
1

2
−

sen((n− 1
2 )θ)

2 sen(θ/2)
.

18. Sean z1, z2, z3 tres puntos tales que |zi| = 1. Demostrar que z1 + z2 + z3 = 0 si y
solo si los puntos son los vértices de un triángulo equilátero.

19. Considere el conjunto M de matrices

A =

(
x y
−y x

)
, x, y ∈ R .

Demuestre que la biyección

x+ iy ←→ A

es un isomorfismo para la suma y el producto.
20. Encuentre todos los números complejos de módulo 1 tales que

z1 + z2 + z3 = z1z2z3 = 1 .

2.1.2 Transformaciones del Plano y Números Complejos

Una transformación del plano es una biyección del plano en śı mismo. Puesto que
cada punto del plano corresponde a un número complejo z en C resulta que toda
transformación es una biyección

z → F (z)

de C en C. Cada una de las transformaciones consideradas en el primer caṕıtulo
tendrá una representación sencilla en el lenguaje de los números complejos.

Traslación: Sea ~u un vector dado, que se corresponde con el número complejo z0 por−−→
OP0 = ~u. Acá hemos identificado los números complejos 0, z0 con los puntos O,P0.
Entonces la traslación en ~u se escribe

T (z) = z + z0 .

Si se consideran las partes reales e imaginarias, el lector podrá comprobar de inmediato
que esta ecuación coincide con las fórmulas de traslación vistas en el primer caṕıtulo.
Observe cómo una sola ecuación compleja comprende las dos ecuaciones reales que
definen una traslación. El grupo de las traslaciones es entonces isomorfo al grupo
aditivo de los números complejos pues

(T ′ ◦ T )(z) = T ′(T (z)) = T (z) + z′0 = z + (z0 + z′0) , T−1(z) = z − z0 .

Rotación: Sea θ0 un ángulo fijado. Si escribimos un número complejo en su forma
polar z = reiθ entonces

eiθ0z = rei(θ+θ0) .
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La rotación de ángulo θ0 y centro en el origen se escribe como

R(z) = eiθ0z .

Observamos que, en coordenadas cartesianas, esto dará las mismas fórmulas para una
rotación que vimos en el primer caṕıtulo. Por otra parte, si consideramos la traslación
T de vector z0 entonces

Rz0, θ0 = T ◦R ◦ T−1

es una rotación con centro z0 (llevamos z0 al origen con T−1, rotamos con R, y
volvemos al punto original con T ). Expĺıcitamente

Rz0, θ0(z) = [eiθ0(z − z0)] + z0 = eiθ0z + z0(1− eiθ0) .

Una rotación se expresa entonces como

R(z) = eiθ0z + b ,

en la que el centro de la rotación (o punto fijo) es b/(1− eiθ0). La compuesta de dos
rotaciones se obtiene por

R′ ◦R(z) = eiθ
′
0(eiθ0z + b) + b′

= ei(θ
′
0+θ0)z + (b′ + eiθ

′
0b) .

Si θ′0 + θ0 = 2π es una traslación, una rotación si no; el centro de esta rotación será

b′ + eiθ
′
0b

1− ei(θ′0+θ0)
.

Si θ0 = 2π/n, dejamos como ejercicio al lector comprobar que los puntos

Rk(z0 + 1) = ei
2kπ
n (z0 + 1) + z0(1− ei 2kπn )

serán los vértices de un poĺıgono regular de n lados con centro z0. Las rotaciones

{id, R, R2, · · · , Rn−1}
son un grupo ćıclico de orden n.

Simetŕıa: Recordemos la definición de simetŕıa como aquella trasnformacion que fija
el origen y manda cada punto a su simétrico con respecto a este punto. Aśı, una
simetŕıa con centro en el origen se escribe

S(z) = −z .
Para determinar la simetŕıa con centro z0 debemos primero trasladar z0 al origen,
realizar alĺı la simetŕıa ya vista, y luego trasladar de vuelta a z0. La representación
está dada entonces por la composición de estas operaciones, como

T ◦ S ◦ T−1 ,

lo que entrega en fórmula

Sz0(z) = −(z − z0) + z0 = −z + 2z0 .
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Una simetŕıa es un caso particular de una rotación, es una rotación de ángulo θ0 = π.

Reflexión: Sabemos que la reflexión en el eje real cambia de signo la coordenada y
del punto. En lenguaje de números complejos, esto estará dado simplemente por

U(z) = z̄ .

Si L es una recta por el origen que hace un ángulo θ0 con el eje real, debemos hacer un
juego similar al hecho para definir rotaciones en torno a un punto z0. Ahora rotamos
primero de modo que la recta l quede horizontal, hacemos la reflexión, y volvemos a
rotar la recta a su posición original. Aśı, la reflexión en l es la composición

R ◦ U ◦R−1 ,

lo que da en fórmula

Ul(z) = eiθ0(z e−iθ0) = e2iθ0 z̄ .

Si, más generalmente, l es una recta por z0 que hace un ángulo θ0 con el eje real,
entonces la reflexión en l es

T ◦ Ul ◦ T−1 ,

obteniéndose la fórmula general de una reflexión

U(z) = e2iθ0 z̄ + c ,

donde c = z0 − e2iθ0 z̄0. Podremos recobrar en forma compleja el siguiente teorema.

Teorema 2.13. Las traslaciones, rotaciones y reflexiones conforman el grupo de
isometŕıas del plano complejo.

Demostración. Observamos que todas ellas se escriben T (z) = λz + b con |λ| = 1 o
bien T (z) = λz̄ + b en el caso de una reflexión. Luego

|T (z)− T (z′)| = |(λz + b)− (λz′ + b)| = |λ(z − z′)| = |z − z′| ,
y para una reflexión

|T (z)− T (z′)| = |z − z′| = |z − z′| .
Además, es inmediato verificar que la compuesta de dos tales transformaciones es
de la misma forma y que la inversa también lo es. Las isometŕıas que preservan la
orientación son un subgrupo formado por las transformaciones T (z) = λz + b. �

Observe lo sencillo que ha sido representar los movimientos ŕıgidos del plano en
en lenguaje de los números complejos. Agregamos ahora las homotecias.

Homotecia: Una homotecia de centro O y razón k se escribe

H(z) = kz , k ∈ R ,
y si está centrada en z0 se escribe

T ◦H ◦ T−1 ,
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lo que entrega la fórmula

Hz0(z) = kz + (1− k)z0 .

Recordando el Teorema 1.17 sobre colineaciones obtenemos:

Teorema 2.14. Toda colineación del plano que preserva ángulos se escribe

T (z) = az + b

para dos números complejos a y b.

Demostración. Si escribimos a en su forma polar a = r0e
iθ0 entonces

T (z) = eiθ0(r0z) + b

es la compuesta de una hometecia de razón r0 con una rotación de ángulo θ0. Si a = 1
es una traslación sin punto fijo. Si a 6= 1 el único punto fijo satisface

az0 + b = z0 ,

es decir,

z0 =
b

1− a
.

�

Podemos verificar directamente que T (z) = az + b lleva una recta en una recta y
una circunferencia en una circunferencia. En efecto si

zz̄ + ᾱz + αz̄ + β = 0

es la ecuación de una circunferencia, entonces w = az + b satisface la ecuación

w − b
a

w − b
ā

+ ᾱ
w − b
a

+ α
w − b
ā

+ β = 0 ,

es decir,
ww̄

|a|2
+ ᾱ′z + α′z̄ + β′ = 0 ,

o

ww̄ + |a|2ᾱ′z + |a|2α′z̄ + |a|2β′ = 0 ,

con |a|2β′ real (que se puede calcular).

Inversiones en Circunferencias: Si consideramos la inversión en la circunferencia
de centro O y radio r = 1 se debe tener

z′ = kz , k > 0

y |z||z′| = 1. Luego k = 1/|z|2, z′ = z/|z|2 y, por lo tanto,

I(z) =
1

z̄
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representa la inversión en la circunferencia unitaria. Si C es una circunferencia de
radio r y centro O, consideramos la homotecia H que lleva la circunferencia unitaria
en la dada, y repetimos el proceso ya hecho anteriormente: llevar C a la circunferencia
unitaria, invertir, y luego volver a C. Con esto, la inversión en C es

H ◦ I ◦H−1 ,

con expresión

Ir(z) =
r2

z̄
.

Si C tiene centro en z0 debemos trasladar al origen, invertir, y luego volver. La fórmula
se obtendrá de

T ◦ Ir ◦ T−1 ,

siendo T la traslación en cuestión. Esto resulta

z′ =
r2

z̄ − z̄0
+ z0 .

Las propiedades de una inversión se obtienen fácilmente usando números comple-
jos. Por ejemplo, si consideramos una recta

ᾱz + αz̄ + β = 0 , β ∈ R ,
su imagen bajo la inversión en una circunferencia de centro O y radio r debe cumplir
wz̄ = r2, es decir,

ᾱr2

w̄
+
αr2

w
+ β = 0 ,

(ᾱr2)w + (αr2)w̄ + βww̄ = 0 .

Si β = 0, esto es si la recta inicial pasa por el origen, su imagen es ella misma. Si
β 6= 0, esto es si la recta inicial no pasa por el origen, su imagen es la circunferencia
de ecuación

ᾱr2

β
w +

αr2

β
w̄ + ww̄ = 0 .

Ejercicios 2.15.

1. Escriba en cada caso la fórmula f(z) para la transformación indicada:
a) f es la traslación de vector (−1, 3) ;
b) f es la homotecia de centro 2− i y razón −3 ;
c) f es la homotecia de centro 1 + i y razón 1/2
d) f es la rotación de centro 2 + i y ángulo π/2 ;
e) f es la rotación de ángulo −π/3 y centro 1− 3i ;
f) f es la reflexión en la recta y = x+ 1 ;
g) f es la inversión en la circunferencia de centro i, radio 2.

2. Identifique en cada caso la transformación, cuya fórmula se da:
a) z′ = −z + 1 ;
b) z′ = 2z − 1 ;
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c) z′ = iz + 2 ;

d) z′ = −1+i
√

3
2 z − i ;

e) z′ = 1+i√
2
z̄ ;

f) z′ = z̄
z̄−1 .

3. Demuestre que la compuesta de dos homotecias de razones k1 y k2 es una traslación
o una homotecia.

4. Demuestre que la compuesta de dos reflexiones es una traslación o una rotación.
5. Determine una condición necesaria y suficiente para que dos rotaciones conmuten.

6. a) Demuestre que si c−a
b−a = 1+i

√
3

2 entonces los números a, b, c son vértices de un
triángulo equilátero.

b) Demuestre que a, b, c son vértices de un triángulo equilátero si y solo si

a2 + b2 + c2 = ab+ bc+ ca .

7. Sobre los lados BC,CA y AB de un triángulo se construyen en su exterior triángu-
los isóceles BCA′, CAB′ y ABC ′ rectángulos en A′, B′ y C ′; I, J,K son los medios
de los lados BC,CA y AB. Consideramos un sistema de coordenadas tales que
I = 0, B y C son reales B = −b, C = b y A es un número complejo a.

8. a) Calcule los puntos J y K y luego A′, B′, C ′ como números complejos.
b) Demuestre que existe una rotación de ángulo π/2 que transforma A′ en C y

B′ en C ′.
c) ¿Qué representa la recta CC ′ en el triángulo A′B′C ′? Deduzca que las rectas

AA′, BB′, CC ′ se intersectan en el ortocentro de 4A′B′C ′.

2.1.3 La Proyección Estereográfica

Es conveniente y nos será muy útil en la próxima sección, agregar al conjunto C de
los números complejos un punto ideal que represente un punto al infinito denotado
por ∞. Cualquier camino o curva en el plano complejo que se aleje cada vez más del
origen (o de un punto fijo determinado) es una camino que lleva al punto del infinito,
independiente de la dirección de la curva. Se puede imaginar en envolver el plano
sobre una esfera, quedando todo lo que está infinitamente lejos sobre el polo norte.
Este procedimiento se puede visualizar a través de la proyección estereográfica, en
la que identificamos este nuevo plano complejo extendido con la esfera unitaria en
tres dimensiones. Esta última es la llamada esfera de Riemann. Desde el punto de vis-
ta operatorio, las leyes algebraicas se pueden extender con las siguientes convenciones:

i) a+∞ =∞+ a =∞ para todo a ∈ C ;
ii) b · ∞ =∞ · b =∞ para todo b 6= 0, b ∈ C ;

iii) ∞ ·∞ =∞, a/0 =∞(a 6= 0) = 0, b/∞ = 0 para todo b ∈ C.

Sin embargo, no se pueden definir ∞+∞ , 0 · ∞ , 0/0 , ∞/∞.
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Para visualizar el punto del infinito, consideramos la esfera unitaria

S = { (x1, x2, x3) ∈ R3 : x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1} .

Desde el polo norte N = (0, 0, 1) consideramos la ĺınea recta por N y P que intersecta
al plano x3 = 0 en un punto z. Identificamos el plano x3 = 0 con C (ver Figura 2.4).
Los puntos de la recta por N y P son

(1− t)P + tN = ((1− t)x1 , (1− t)x2 , (1− t)x3 + t) .

Esta recta intersecta el plano horizontal si

(1− t)x3 + t = 0, t =
x3

x3 − 1
,

y obtenemos la proyección

z =
x1 + ix2

1− x3
.

Figura 2.4. Proyección estereográfica

De esto podemos calcular a su vez

|z|2 =
x2

1 + x2
2

(1− x3)2
=

1− x2
3

(1− x3)2
=

1 + x3

1− x3
,

y encontrar aśı las fórmulas inversas

x3 =
|z|2 − 1

|z|2 + 1
, x1 =

z + z̄

1 + |z|2
, x2 =

z − z̄
i(1 + |z|2)

.

Con esta correspondencia P ←→ z todo punto del plano complejo corresponde biyec-
tivamente a un punto de S \ {N}. Se puede entonces asociar ∞ con el polo norte N ,
con lo cual

C ∪ {∞} ∼= S .

Los puntos del hemisferio inferior corresponden al interior del disco unitario,
|z| < 1, y los puntos del hemisferio superior corresponden al exterior del disco unitario,
|z| > 1. Geométricamente se puede ver que las rectas en C corresponden a ćırculos en
S, ćırculos que pasan por N , mientras que circunferencias en C corresponden a ćırculos
en S que no pasan por el poloN . Para lo primero, considere el plano inclinado que pasa
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por N y que contiene a una recta l en C. La intersección de este plano con la esfera
unitaria dará precisamente el subconjunto en la esfera que le corresponde a la recta l
bajo la proyección estereográfica. Esta intersección es justamente un ćırculo que pasa
por N . La segunda afirmación también se puede visualizar de manera similar, aunque
no tan directamente. Para demostrar anaĺıticamente estas proposiciones consideramos
un ćırculo en S como la intersección de un plano con S:

α1x1 + α2x2 + α3x3 = β, x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1 .

El plano pasa por N si y solo si α3 = β. Si reemplazamos en la ecuación del plano las
expresiones en términos de z obtenemos

α1(z + z̄) + α2
1

i
(z − z̄) + α3(|z|2 − 1) = β(|z|2 + 1) ,

(α3 − β)|z|2 + (α1 − iα2)z + (α1 + iα2)z̄ − α3 − β = 0 .

Si α3 = β, esto es la ecuación de una recta en C; si α3 − β 6= 0, es la ecuación de una
circunferencia.

Recordemos las coordenadas esféricas de un punto (x1, x2, x3) en el espacio, ex-
presadas en términos del ángulo polar θ y del ángulo ϕ que el vector (x1, x2, x3) forma
con el eje Z positivo. Tenemos que

x1 = senϕ cos θ, x2 = senϕ sen θ, x3 = cosϕ ,

donde podemos tomar −π < θ ≤ π , 0 ≤ ϕ ≤ π.
Puesto que el triángulo OPN es isósceles se obtiene ]ONP = (π − ϕ)/2 y luego en
el triángulo NOZ, tan(π − ϕ)/2 = |z|. Obtenemos entonces la forma polar de z:

z = [tan(π − ϕ)/2]eiθ =
1

tan(ϕ/2)
eiθ .

La rotación en el espacio en el eje x con un ángulo igual a π, que intercambia el
hemisferio superior con el hemisferio inferior, se expresa en coordenada esférica por

P (θ, ϕ)→ P ′(−θ, π − ϕ) ,

lo que da la transformación

z′ =
1

z
.

Esta rotación es involutiva en el espacio e intercambia el polo norte con el polo
sur. Esto se refleja en el plano complejo por esa transformación que intercambia 0 con
∞. Si queremos ver qué sucede con el ángulo de intersección o con la convergencia
de una sucesión en ∞, hacemos el reemplazo z′ = 1/z y miramos qué sucede en el
origen. Con esta transformación el punto al ∞ no se distingue de otro punto de C, lo
que es evidente en la esfera S, llamada la esfera de Riemann.
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Ejercicios 2.16.

1. Demuestre que P y P ′ son dos puntos diametralmente opuestos en S si y solo
śı z̄z′ = −1.

2. Un cubo tiene sus vértices en S y aristas paralelas a los ejes de coordenadas.
Encuentre las proyecciones estereográficas de los vértices en C.

3. Sean P, P ′ puntos sobre la esfera S y z, z′ sus imágenes bajo la proyección este-
reográfica. Muestre que la distancia esférica (distancia medida sobre S) es

d(P, P ′) =
2|z − z′|√

(1 + |z|2)(1 + |z′|2)
.

Obtenga d(z,∞).
4. Encuentre los ćırculos en s que corresponden a

a) las rectas y = x+ b en C ;
b) las rectas y = kx en C .

2.2 Transformaciones de Möbius

2.2.1 Definición y Propiedades Básicas

La transformación de C ∪ {∞} en C ∪ {∞} definida por

f(z) =
az + b

cz + d
,

con a, b, c, d constantes tales que ad− bc 6= 0 se llama una transformación de Möbius.
Estas transformaciones llevan el nombre del matemático y astrónomo teórico alemán
August Ferdinand Möbius (1790-1868). Es conocido también por la banda de Möbius,
una superficie no orientable, es decir, una en la cual arriba y abajo se confunden, y
por su trabajo en geometŕıa proyectiva. También dedicó sus estudios a la teoŕıa de
números, donde introdujo una cierta función de conteo que lleva su nombre.

Veremos que, con estas transformaciones, podemos recuperar todas las antes con-
sideradas, incluyendo las inversiones en ćırculos. Convendremos que f(∞) = a/c y
f(−d/c) =∞ si c 6= 0, f(∞) =∞ si c = 0. Observamos que la condición ad− bc 6= 0
es necesaria y suficiente para que la transformación no sea constante. Para muchos
efectos resulta conveniente usar matrices de 2 por 2 para representar estas transfor-
maciones: a cada f(z) de la forma anterior le asociamos la matriz(

a b
c d

)
.

El conjunto de estas matrices con determinante no nulo forman un grupo (es un
conjunto cerrado bajo la multiplicación de matrices, y cada una de ellas posee una
matriz inversa del mismo tipo). Este grupo de matrices se denota por GL(2,C), y
aparecerá más adelante.
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Si el determinante es 0, existe una constante λ tal que a = λc, b = λd (o al revés)
y luego

f(z) =
λcz + λb

cz + b
= λ .

Rećıprocamente, si esa transformación es constante

az + b = (λc)z + (λd) ,

de donde a = λc, b = λd y ad− bc = 0.

Teorema 2.17. Las transformaciones de Möbius forman un grupo de biyecciones de
C ∪ {∞} en C ∪ {∞} denotado por Mob.

Demostración. Con a = d = 1, b = c = 0 obtenemos la identidad

U(z) = z ,

que pertenece al grupo. Si f(z) =
az + b

cz + d
y g(z) =

αz + β

γz + δ
entonces

(f ◦ g)(z) =
ag(z) + b

cg(z) + d
==

a(αz + β) + b(γz + δ)

c(αz + β) + d(γz + δ)

=
(aα+ bγ)z + (aβ + bδ)

(cα+ dγ)z + (cβ + dδ)
.

Además

(aα+ bγ)(cβ + dδ)− (aβ + bδ)(cα+ dγ) = (ad− bc)(αδ − βγ) 6= 0 .

La transformación inversa de f es

f−1(z) =
dz − b
−cz + a

,

pues es inmediato que f ◦ f−1 = U . El que exista la transformación inversa implica
que son biyecciones. �

Este grupo no es abeliano, por ejemplo, si f(z) = z + 1 , g(z) = 1
z entonces

(f ◦ g)(z) =
1

z
+ 1 =

z + 1

z
, (g ◦ f)(z) =

1

z + 1
.

Veremos más adelante que rara vez conmutan dos transformaciones de Möbius. Los
cálculos recién efectuados se clarifican mejor si consideramos matrices 2× 2.

Teorema 2.18. La aplicación

ϕ :

(
a b
c d

)
→ az + b

cz + d

es un homomorfismo sobreyectivo de Gl(2,C) en Mob.
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Demostración. Que ϕ transforme el producto de matrices en la composición de
funciones, es el cálculo efectuado en el teorema anterior. Es mucho más sencillo, sin
embargo, multiplicar matrices que componer funciones.

Por otra parte, una matriz 2 × 2 es invertible si y solo si su determinante no es
cero y (

a b
c d

)−1

=
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
.

Esto concuerda con la fórmula para f−1 pues dos matrices tienen igual imagen
bajo ϕ si y solo si (

a′ b′

c′ d′

)−1

= k

(
a b
c d

)
para k 6= 0. En efecto, si

a′z + b′

c′z + d′
=
az + b

cz + d
entonces

(a′c)z2 + (a′d+ b′c)z + b′d = (ac′)z2 + (ad′ + bc′)z + bd′ .

Luego

a′c = ac′ , a′d+ b′c = ad′ + bc′ , b′d = bd′ .

La primera y tercera igualdades dicen que a′ = ka, c′ = kc, b′ = k′b, d′ = k′d para
constantes k y k′, y la segunda igualdad dice que (k′k′)(ad − bc) = 0, luego k = k′.
Esta última observación implica, salvo multiplicar la matriz por k = (ad − bc)−1/2

(cualquiera de las dos ráıces), que en una transformación de Möbius se puede suponer

ad− bc = 1 .

�

Teorema 2.19. Una transformación de Möbius es la compuesta de

i) traslaciones T (z) = z + a ;
ii) rotaciones con centro 0, R(z) = eiθz ;

iii) homotecias con centro 0, H(z) = rz, r > 0 ;
iv) la función I(z) = 1

z .

Demostración. Si c = 0, f(z) = (a/d)z + (b/d). Escribimos a/d en su forma polar
a/d = reiθ y entonces

f(z) = r ◦H(z) + (b/d) = Tb/d ◦R ◦H(z) .

Si c 6= 0, resulta al efectuar la división de un polinomio por otro

f(z) =
a

c
+
bc− ad

c

1

cz + d
.
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La transformación cz + d es, como antes, una compuesta de i), ii) iii) y componiendo
con iv) se obtiene

1/(cz + d) .

Nuevamente una compuesta de i), ii) y iii) dará el resultado. �

Con esta descomposición de f(z) en tranformaciones geométricas más sencillas es
posible demostrar el teorema siguiente.

Teorema 2.20. La imagen de una recta o circunferencia es una recta o circunferencia
(se entiende que no respectivamente).

Demostración. Recordamos que una recta tiene ecuación L : αz̄ + ᾱz + β = 0 con
β real mientras que una circunferencia tiene ecuación C : zz̄ + αz̄ + ᾱz + β = 0 con
β real.

Para una traslación z′ = z + a, la imagen satisface

L′ : α(z′ − a) + ᾱ(z′ − a) + β = αz̄′ + ᾱz′ + (β − αā− ᾱa) = 0 ,

es decir,
C ′ : (z′ − a)(z′ − a) + α(z′ − a) + ᾱ(z′ − a) + β

= zz′ + (α− a)z̄′ + (α− a)z′ + (β − αā− ᾱa+ aā) = 0 ,

que son, respectivamente, una recta y una circunferencia. Lo mismo puede hacerse
para rotaciones y homotecias. Por último, si z′ = 1/z entonces la imagen de L será

α
1

z̄
+ ᾱ

1

z
+ β = αz + ᾱz̄ + βzz̄ = 0 .

Si β = 0 esto es una recta, si β 6= 0 es la circunferencia

zz̄ + (α/β)z̄ + (α/β)z = 0 .

La imagen de C produce, de forma similar,

1

zz̄
+ α

1

z̄
+ ᾱ

1

z
+ β = 1 + αz + ᾱz̄ + βzz̄ = 0 ,

que es una recta si β = 0, una circunferencia si β 6= 0. �

En este contexto geométrico es más sencillo interpretar una recta como una cir-
cunferencia que pasa por∞; aśı, por ejemplo, la imagen de una circunferencia será una
recta si y solo si −d/c pertenece a la circunferencia pues f(−d/c) =∞.

Ejemplo 2.21. La transformación f(z) = z−i
z+i lleva el eje real en la circunferencia

unidad.
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Demostración. Podŕıamos hacer el cálculo de la transformación de la ecuación

z − z̄ = 0 ,

pero preferimos la idea siguiente: tres puntos determinan una única circunferencia, o
una recta si están en ĺınea recta. Consideramos entonces tres puntos en el eje real;
sus imágenes determinan la circunferencia o recta que pasa por ellos:

f(0) = −1 , f(1) = −i , f(∞) = 1 .

La circunferencia unidad pasa por esos tres puntos y es, por lo tanto, la imagen del
eje real. Por otra parte, para t real

t− i
t+ i

=
(t− i)2

1 + t2
=
t2 − i
1 + t2

+ i
−2t

1 + t2
,

y con t = tan(θ/2) recobramos la parametrización (cos θ,− sen θ) de la circunferencia
unidad.

La imagen del eje imaginario {iy | y > 0} es el segmento −1 < x < 1 pues

iy − i
iy + i

=
y − 1

y + 1
.

La imagen de una recta horizontal z− z̄ = 2ik , k > 0 es una circunferencia ortogonal
al eje real, tangente a la circunferencia unidad en el punto 1, con centro en k

k+1 , radio
1
k+1 , que pasa por k−1

k+1 . Con todo esto, la biyección es geométricamente clara:

Figura 2.5. Traslación compleja

�

Ejemplo 2.22. Consideramos el grupo de orden seis

G =

{
z ,

1

z
, 1− z , 1

1− z
,
z − 1

z
,

z

z − 1

}
.
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Como grupo es isomorfo al grupo S3 de permutaciones de tres elementos, corres-
pondiendo dos trasposiciones a 1/z y 1 − z. Vamos a considerar una configuración
geométrica en C∪{∞} asociada a ese grupo. La circunferencia unidad queda fija por
1/z pero es llevada a la circunferencia de centro 1 y radio 1 por 1 − z. El eje real
está fijo por 1/z y por 1 − z, luego por todo el grupo G. La recta por los puntos

1/2, 1/2 + i
√

3
2 y 1/2 − i

√
3

2 queda fija también por todo el grupo. Resulta que la
configuración siguiente de dos circunferencias y dos rectas está fija por G.

Figura 2.6. Configuración de un grupo

Hay alĺı en total doce triángulos cuyos lados son rectas o arcos de ćırculo. Un par

de ellos, por ejemplo, los dos con vértices en 0, 1, 1
2 + i

√
3

2 , uno achurado y el otro no,
forman lo que se llama una región fundamental F . Las seis imágenes de F por los
elementos del grupo completan C ∪ {∞}. Por ejemplo, la imagen de F por 1 − z es

la región limitada por 0, 1,− 1
2 + i

√
3

2 mientras que por 1/z es la región con vértices

1,+ 1
2 − i

√
3

2 , ∞.
Esta configuración puede dibujarse en la esfera de Riemann S observando que

en el punto 1
2 + i

√
3

2 concurren tres circunferencias (una de ellas es una recta) que

también concurren en el punto 1
2 − i

√
3

2 . Estas tres son ortogonales al eje real. La
figura se verá entonces en la esfera.

Teorema 2.23. Toda transformación de Möbius preserva ángulos de dos curvas en
el plano, tanto en sentido como en magnitud.

Demostración. Recordemos que el ángulo entre dos curvas que se cruzan, está defini-
do como el ángulo entre sus vectores tangentes en el punto de intersección. Un ejercicio
fundamental del cálculo en varias variables nos dice que los vectores tangentes a las
curvas en la imagen estarán dados por la matriz jacobiana (o matriz diferencial) apli-
cada a los vectores tangentes a las curvas en el dominio. Por lo tanto, es claro que
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Figura 2.7. Rotación en la esfera

tanto las traslaciones, rotaciones y homotecias preservan ángulos. Bastará ver que la
transformación

I(z) =
1

z
preserva ángulos. Puesto que

I(x, y) =

(
x

x2 + y2
, − y

x2 + y2

)
,

su matriz jacobiana es

JI =

(
a b
−b a

)
,

con a =
y2 − x2

(x2 + y2)2
, b =

−2xy

(x2 + y2)2
. Esta matriz se descompone en

1

r2

(
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

)
, r2 = x2 + y2 ,

que es una rotación seguida de homotecia, y preserva ángulos entre vectores. Obser-
vemos finalmente que podemos definir el ángulo entre dos curvas en el punto∞ como
el ángulo de sus imágenes bajo 1/z en el punto 0.

�

2.2.2 Clasificación de las Transformaciones de Möbius

El álgebra de los números complejos nos permite hacer una clasificación muy detallada
de los distintos tipos de transformaciones de Möbius. El concepto central es el de punto
fijo, destacándose la fórmula de la resolución de la ecuación cuadrática. Un punto p
en C ∪ {∞} se llama un punto fijo para f(z) si

f(p) = p .

68



En tal caso p debe satisfacer la ecuación

ap+ b

cp+ d
= p ,

es decir,
cp2 + (d− a)p− b = 0 . (∗)

Esta ecuación de segundo grado tiene a lo más dos soluciones, que pueden ser igua-
les. Resulta que la clasificación de los distintos tipos de transformaciones de Möbius
estará dada por cómo se comporta la transformación en torno a sus puntos fijos.
¿Son como rotaciones cerca de esos puntos? ¿o dilataciones? ¿o una superposición de
ambas? La respuesta a estas preguntas nos permitirá hacer las distinciones entre los
diferentes tipos de transformaciones de Möbius.

El hecho de que una ecuación cuadrática posee sólo dos ráıces, permite establecer
el siguiente hecho fundamental.

Teorema 2.24. Si una transformación de Möbius fija tres puntos, es la identidad.

De manera equivalente, formulamos el siguiente resultado que en la práctica re-
sulta fundamental al determinar transformaciones de Möbius espećıficas.

Teorema 2.25. Dados tres puntos z1, z2, z3 en C ∪ {∞} y tres puntos w1, w2, w3

existe una única transformación de Möbius tal que

f(zi) = wi , i = 1, 2, 3 .

Demostración. Sea

α(z) =
z2 − z3

z2 − z1

z − z1

z − z3
.

Entonces α(z1) = 0, α(z2) = 1, α(z3) =∞. De igual forma,

β(z) =
w2 − w3

w2 − w1

z − w1

z − w3

satisface β(w1) = 0, β(w2) = 1, β(w3) =∞. Entonces

f = β−1 ◦ α
satisface la condición pedida. Es única, pues si g(zi) = wi, i = 1, 2, 3, entonces f−1 ◦
g(zi) = zi, i = 1, 2, 3, y por el teorema anterior f−1 ◦ g = id, es decir, f = g. �

El multiplicando K: Las transformaciones de Möbius pueden tener uno o dos puntos
fijos. Supongamos primero que tiene dos distintos. La ecuación (∗) con c 6= 0 tiene
dos ráıces p1 y p2 que satisfacen

p1 + p2 =
a− d
c

, p1p2 = −b
c
,

y están dadas por la fórmula

a− d±
√

(a− d)2 + 4bc

2c
.
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Supondremos que ad− bc = 1. Los puntos fijos se escriben

a− d±
√

(a+ d)2 − 4

2c
.

La condición p1 6= p2 dice entonces que a + d 6= 2,−2. Observamos que a + d es la

traza de la matriz T =

(
a b
c d

)
, la cual es invariante bajo conjugación, es decir,

tr
(
m−1Tm

)
= tr(T ) .

Por otra parte, la ecuación (∗) con c = 0 tiene las soluciones p1 =∞ y p2 = b
d−a . La

condición p1 6= p2 dice entonces que a 6= d y tomando en cuenta que ahora ad = 1 se
obtiene también a+ d 6= 2,−2.

Sea g una transformación de Möbius tal que

g(p1) = 0 , g(p2) =∞ .

Por ejemplo,

g(z) =
z − p1

z − p2
.

Entonces g ◦ f ◦ g−1 tiene los puntos fijos 0,∞. Se deberá tener

(g ◦ f ◦ g−1)(z) = Kz

para algún número complejo K. Denotamos a esa transformación

k(z) = Kz ,

cuya matriz asociada normalizada con determinante 1 será( √
K 0

0 1/
√
K

)
.

Entonces

f = g−1 ◦ k ◦ g ,
y considerando las trazas de las matrices se obtiene la fórmula de K en términos de
los coeficientes: √

K +
1√
K

= a+ d ,

o también

K =
a− cp1

a− cp2
.

Este número, complejo en general, se llama el multiplicador de la transformación de
Möbius

f(z) =
az + b

cz + d
, ad− bc = 1 .

Ahora bien, sea C algún objeto geométrico (punto, circunferencia, región) y sea

k(C) = C ′ .
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Conjugando con g−1 obtenemos

f(g−1(C)) = g−1(k(C)) = g−1(C ′) .

Esto es, f lleva g−1(C) en g−1(C ′). Usaremos este hecho de la manera siguiente:
estudiaremos la transformación k(z) = Kz y encontrando configuraciones geométricas
asociadas, las llevamos a f v́ıa g−1. Una segunda ventaja de considerar k(z) es que
las potencias bajo composición son directas k ◦ k ◦ · · · ◦ k(z) = Knz. Luego

f ◦ · · · ◦ f = (g−1 ◦ k ◦ g) ◦ (g−1 ◦ k ◦ g) ◦ · · · ◦ (g−1 ◦ k ◦ g)

= g−1 ◦ (k ◦ k ◦ · · · ◦ k) ◦ g ,
de modo que el multiplicador de f compuesta n veces es kn. Escribamos K en forma
polar K = Aeiθ con A > 0, para distinguir entonces tres clases de transformaciones.

Transformaciones Hiperbólicas: K = A > 0. La transformación z′ = Az es una
homotecia con centro 0. Entonces:

i) Una ĺınea recta por el origen queda fija por la homotecia, más precisamente
cada semi-recta va en śı misma.

ii) El semiplano a un lado de una recta va a śı mismo.
iii) Una circunferencia con centro en el origen, ortogonal a las rectas por 0, va a

dar a otra circunferencia con centro en el origen.

Figura 2.8. Dilatación

Efectuamos ahora la transformación g−1 que lleva los puntos 0,∞ en los puntos
fijos p1, p2. Obtenemos entonces

i) Toda circunferencia por los puntos fijos quedará fija; cada arco entre p1, p2

va a dar a śı mismo.
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ii) El interior de un ćırculo por p1, p2 va a dar a śı mismo.
iii) Una circunferencia ortogonal a las circunferencias por p1, p2 va a dar a otra

tal circunferencia.

Figura 2.9. Hiperbólica

Transformaciones Eĺıpticas: K = eiθ. La transformación f(z) = eiθz es una rota-
ción en un ángulo θ con centro en el origen. Entonces:

i) Una circunferencia con centro en el origen está fija por la rotación.
ii) El interior y exterior de un ćırculo con centro 0 va a dar a śı mismo.

iii) Una recta con centro en el origen, ortogonal a las circunferencias, va a dar a
otra tal recta.

Efectuamos la transformación g−1 que lleva los puntos 0,∞ en p1, p2. Obtenemos
respectivamente:

i) Toda circunferencia ortogonal a las anteriores va a dar a śı misma.
ii) El interior de tales circunferencias va a dar a śı mismo.

iii) Toda circunferencia por los puntos fijos va a dar a otra tal circunferencia.

Transformaciones Parabólicas: Una transformación se dice parabólica si los dos
puntos fijos coinciden. En tal caso

(a+ d)2 − 4 = 0 ,

y el único punto fijo es

p1 =
a− d

2c
, si c 6= 0 , p1 =∞ , si c = 0 .
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Figura 2.10. Rotación

Figura 2.11. Eĺıptica

Conjugamos en el primer caso por

g(z) =
1

z − p1
,

de forma que

g ◦ f ◦ g−1
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tiene el único punto fijo ∞. Se deberá tener

g ◦ f ◦ g−1(z) = z + t

para algún número complejo t. Obtenemos entonces:

i) Una ĺınea recta paralela a t está fija por la traslación.
ii) El semiplano de un lado de cada una de ellas va a śı mismo.

iii) Una recta ortogonal a las anteriores va a dar a otra tal recta ortogonal.

Figura 2.12. Traslación

Transformaciones Loxodrómicas: K = Aeiθ. En este caso, A > 0, A 6= 1 y θ 6=
2πn. La transformación

k(z) = Aeiθz

es la compuesta de una transformación hiperbólica z1 = Az seguida de una eĺıptica
z2 = eiθz1; hay, en primer lugar, una homotecia seguida de una rotación. Cada cir-
cunferencia con centro en el origen se lleva a otra tal circunferencia y toda recta por
el origen a otra tal recta, rotada en un ángulo θ respecto a la primera.

La órbita de un punto
{Aneinθz , n ∈ Z}

está en una espiral arquimedeana. No necesitaremos estas transformaciones en lo que
sigue, por lo que sólo completamos una propiedad de la traza. En este caso,

(a+ d)2 =

(√
K +

1√
K

)2

= 2 +

(
A+

1

A

)
cos θ + i

(
A− 1

A

)
sen θ .

Es un número complejo en general, y si θ = π, (a+ d)2 es un número real negativo y,
por lo tanto, a+ d es imaginario puro.

Efectuamos ahora la transformación g−1 que lleva ∞ a p1, y obtenemos una
familia de circunferencias fijas por f y una familia ortogonal de circunferencias que
se trasladan.
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Figura 2.13. Loxodrómica

Teorema 2.26. Sea f una transformación de Möbius con ad − bc = 1. Entonces f
es

i) hiperbólica si a+ d real y |a+ d| > 2 ;
i) eĺıptica si a+ d real y |a+ d| < 2 ;

iii) parabólica si a+ d real y |a+ d| = 2 ;
iv) loxodrómica si a+ d es complejo.

Demostración. La traza es invariante bajo conjugación y el resultado es inmediato
a partir de las matrices √K 0

0 1/
√
K

 ,

 eiθ/2 0

0 e−iθ/2

 ,

 1 t

0 1

 .

�

Ejercicios 2.27.

1. a) Muestre que la transformación

z′ =
1

z

representa la inversión en la circunferencia |z| = 1.
b) Encuentre la fórmula para la inversión en una circunferencia de centro 0 y

radio r.
c) Encuentre la fórmula para la inversión en una circunferencia de centro p y

radio r.
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2. Encuentre el inverso del punto 1 + i con respecto a
a) la circunferencia |z| = 1 ;
b) la circunferencia |z − i| = 2 .

3. a) Muestre que la transformación

z′ = z̄

representa la reflexión en el eje real.
b) Encuentre la fórmula para la reflexión en una recta por el origen con un

ángulo θ respecto al eje x.
c) Encuentre la fórmula para la reflexión en una recta por P con un ángulo θ

con respecto al eje x.
4. Sean z, z1 dos puntos inversos respecto a una circunferencia

zz̄ + ᾱz + αz̄ + β = 0 .

Demuestre que

z1z̄ + ᾱz1 + αz̄ + β = 0 .

5. Sea f(z) una transformación de Möbius que lleva una circunferencia C en una
circunferencia C ′. Demuestre que lleva dos puntos inversos con respecto a C a
dos puntos inversos con respecto a C ′

6. Encuentre en cada caso la transformación de Möbius.
a) Lleva 0, i,−i en 1,−1, 0 respectivamente.
b) Fija 1,−1 y lleva 0 a i.
c) Tiene 1 como único punto fijo y lleva i a ∞.
d) Fija 1,−1 y satisface f3 = id.

7. Sea S = −1/z, T = z + 1. Calcule

ST , TS , ST−1 , TST−1 .

8. Encuentre los puntos fijos de las transformaciones

z

3z + 1
,

3z − 1

z
,

2z

3z − 1
.

9. Sean a, b, c, d cuatro números en C∪{∞}. Demuestre que existe una transforma-
ción de Möbius que lleva esos puntos en 1,−1, k,−k.

10. Encontrar todas las transformaciones de Möbius que representan rotaciones de la
esfera de Riemann.

11. Demuestre que toda transformación que lleva R en R puede escribirse con coefi-
cientes reales.

2.3 La Razón Doble

Estudiaremos primero la razón doble de cuatro puntos en la recta real, pues es más
fácil visualizar los conceptos, pero las fórmulas que obtendremos serán válidas para
números complejos o, más precisamente, en C ∪ {∞}.
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2.3.1 Razón simple de tres elementos

El estudio de los invariantes resulta fundamental en toda geometŕıa y su grupo de
trasnformaciones. Los invariantes son los objetos o cantidades que dichas transforma-
ciones no alteran. Por ejemplo, la distancia euclidea es un invariante para el grupo
de las isometŕıas del plano. Para las transformaciones de Möbius existe un invariante
destacado, que es la razón de cuatro puntos (Teorema 2.21) que, en particular, per-
mite determinar una transformación de Möbius prescribiendo de manera arbitraria la
imagen de tres puntos (algo similar al teorema de unicidad para isometŕıas euclidea-
nas). Comenzamos primero con la razón de tres puntos. Sean A,B,C tres puntos en
la recta real. Se llama razón simple en la que el punto C divide al segmento AB al
número

(A,B,C) =
|AC|
|BC|

.

Si a, b, c son las coordenadas de los tres puntos en la recta por A,B,C, entonces

(A,B,C) =
a− c
b− c

.

Observamos que esto tiene sentido aún si c =∞, donde

(A,B,∞) = 1 .

Si estos tres puntos se proyectan desde un punto S, exterior a la recta l de los puntos,
se obtienen tres rectas α, β, γ.

Figura 2.14. Razón simple

Si denotamos por ](α, β) el ángulo entre las dos rectas, medido desde α a β en
el sentido positivo, entonces se tiene la relación

(A,B,C) =
SA

SB

sen](α, γ)

sen](β, γ)
.

77



La demostración se basa en el teorema de los senos, pues

AC

SA
=

sen](α, γ)

sen](γ, l)
,

BC

SB
=

sen](β, γ)

sen](γ, l)
.

Esa relación indica la necesidad de considerar el punto c =∞ pues en el lado derecho
la recta γ correspondiente es una recta paralela a l, y esas razones tienen pleno sentido.

2.3.2 Razón doble de cuatro puntos

Consideramos ahora un cuarto punto D en la recta l. Entonces también se tiene

(A,B,D) =
SA

SB

sen](α, δ)

sen](β, δ)
.

Dividiendo las dos razones simples obtenemos

(A,B,C)

(A,B,D)
=

sen](α, γ)

sen](β, γ)

sen](β, δ)

sen](α, δ)
.

Esta expresión recibe, dada su importancia, un nombre y notación especial: se
llama la razón doble de los cuatro puntos, igual a la razón doble de las cuatro rectas,
y se denota por

(A,B,C,D) =
a− c
b− c

· b− d
a− d

,

igual a

(α, β, γ, δ) =
sen](α, γ)

sen](β, γ)

sen](β, δ)

sen](α, δ)
.

Figura 2.15. Razón doble

Esta razón permanece inalterada si en la recta l cambiamos el origen o la escala
del sistema de coordenadas, pues en tal caso los números a, b, c, d se reemplazarán por

k(a− e) , k(b− e) , k(c− e) , k(d− e) .
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Pero, además, esta razón es la misma si los cuatro puntos son proyectados desde
S sobre otra recta l′ por medio de las cuatro rectas, pues los ángulos son los mismos.
Si denotamos estos puntos por A′, B′, C ′, D′ entonces

(A,B,C,D) = (A′, B′, C ′, D′) .

Si cambiamos el centro de proyección a un punto S′ y desde alĺı proyectamos
mediante rectas α′, β′, γ′, δ′ esos puntos sobre la recta l nuevamente, obtendremos
puntos A′′, B′′, C ′′, D′′ tales que

(A,B,C,D) = (A′′, B′′, C ′′, D′′) .

Es por ello que esta razón doble merece el nombre de invariante proyectivo.

2.3.3 Razón doble en C ∪ {∞}

Sean a, b, c, d cuatro números complejos. Se define la razón doble por la fórmula:

(a, b, c, d) =
a− c
b− c

· b− d
a− d

.

Esta fórmula se extiende al caso en que uno de los puntos sea igual a∞ tomando
el ĺımite; por ejemplo,

(∞, b, c, d, ) =
b− d
b− c

,

(a,∞, c, d) =
a− c
a− d

.

Acá el resultado principal:

Teorema 2.28. Sea f una transformación de Möbius. Entonces

(f(a), f(b), f(c), f(d)) = (a, b, c, d) .

Demostración. Es inmediato que la razón doble es invariante por traslaciones, ro-
taciones y homotecias. Falta ver que es invariante bajo la transformación z → 1/z.
Pero (

1

a
,

1

b
,

1

c
,

1

d

)
=

1

a
− 1

c
1

b
− 1

c

1

b
− 1

d
1

a
− 1

c

=
b

a

a− c
b− c

a

b

b− d
a− d

= (a, b, c, d) .

�

Corolario 2.29. Existe una única transformación de Möbius que lleva los puntos
b, c, d en 1, 0,∞ en ese orden. La imagen del cuarto punto a es λ. Entonces

λ = (a, b, c, d) .
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Demostración. Tenemos que

(a, b, c,∞) =
a− c
b− c

.

Luego

(λ, 1, 0,∞) = λ .

Se podŕıa entonces haber definido la razón doble como este número λ, pero queda
la duda de lo que sucede si se cambia el orden de los números, de forma que b vaya a
0, por ejemplo. Clarificamos esto en cambio de la razón doble por permutación de las
letras.

i) La relación doble no se altera si se cambian entre śı dos números cualquiera,
siempre que también se cambien entre śı los otros dos. Aśı, por ejemplo,

(a, b, c, d) = (b, a, d, c) = (c, d, a, b) = (d, c, b, a) .

Estas identidades se comprueban enseguida.

ii) Si se intercambian los dos primeros elementos, o los dos últimos, se obtiene

(b, a, c, d) =
1

(a, b, c, d)
.

iii) Si se intercambian los dos elementos medios, o los dos extremos, se obtiene

(a, c, b, d) = 1− (a, b, c, d) .

Si λ es aśı el valor de la razón doble, se encuentran en total los seis valores:

(a, b, c, d) = λ, (a, b, d, c) =
1

λ
, (a, c, b, d) = 1− λ,

(a, c, d, b) =
1

1− λ
, (a, d, b, c) =

λ− 1

λ
, (a, d, c, b) =

λ

λ− 1
.

Puesto que, por i), podemos siempre suponer a en el primer lugar, el grupo S3 de
las permutaciones de las tres letras b, c, d se encuentra aśı representado por ese grupo
de transformaciones de Möbius, que ya hemos estudiado anteriormente. �

2.3.4 Cuádruple armónico

Como un caso especial vamos a considerar una construcción geométrica históricamente
importante. Consideramos tres puntos A,B,C en la recta real l y un punto P de
proyección. Desde C trazamos una transversal que intersecta PA y PB en M y N
respectivamente.

Las rectas AN y BM se intersectan en Q y la recta PQ determina D en l, O en
la transversal MN . Entonces, proyectando desde P tenemos

(A,B,C,D) = (M,N,C,O) ,
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Figura 2.16. Configuración armónica

y proyectando desde Q,

(A,B,C,D) = (N,M,C,O) .

Puesto que (N,M,C,O) = (M,N,C,O) se obtiene por ii) anterior

(A,B,C,D) =
1

(A,B,C,D)
.

Si (A,B,C,D) = 1 entonces
(A,B,C)

(A,B,D)
= 1 y D = C. Sólo queda la posibilidad

(A,B,C,D) = −1 .

En este caso, los cuatro puntos se dicen estar en relación armónica. Si C = ∞,
D es el punto medio de AB y MN es paralela a AB. Esta construcción geométrica
se utilizó en los cuadros renacentistas para dibujar el punto medio de AB si el punto
C es un punto al infinito.

2.3.5 Razón doble y la circunferencia

Las siguientes propiedades serán claves en Geometŕıa no-Euclidiana.

Teorema 2.30. Cuatro puntos z1, z2, z3, z4 están en una circunferencia o recta si y
solo si (z1, z2, z3, z4) ∈ R ∪ {∞}.

Demostración. Tres puntos z1, z2, z3 determinan una única circunferencia C o una
recta. Existe una única transformación de Möbius, f , que lleva esos tres puntos a
0, 1,∞, z4 a x4, y, por lo tanto, la circunferencia (o recta) C a la recta real. Entonces

(z1, z2, z3, z4) = (0, 1,∞, x4) =
1− x4

−x4
,

que es un número real si y solo si x4 es real.
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Teorema 2.31. Considere una orientación dada para una circunferencia C y sean
z1, z2, z3, z4 puntos respectivamente ordenados. Entonces

(z2, z3, z4, z1) > 1 .

Demostración. Sea f una transformación de Möbius que lleve C sobre R ∪ {∞} y
los puntos z1, z2, z3, z4 sobre a, b, c, d con a < b < c < d. Entonces

(z2, z3, z4, z1) = (b, c, d, a) =
b− d
c− d

c− a
b− a

> 1 ,

pues cada factor es mayor que 1.
�

Teorema 2.32. Para cinco puntos se tiene

(a, b, y, x) (b, c, y, x) = (a, c, y, x) .

Demostración. Inmediata. �

Teorema 2.33. Sean z1, z2, z3 tres puntos que determinan una circunferencia C.
Entonces dos puntos z y z∗ son inversos respecto a C si y solo si

(z∗, z1, z2, z3) = (z, z1, z2, z3) .

Demostración. Sea a el centro y R el radio de C. Por las propiedades de invarianza
de la razón doble se obtiene

(z, z1, z2, z3) = (z − a, z1 − a, z2 − a, z3 − a)

=

(
z̄ − ā, R2

z1 − a
,
R2

z2 − a
,
R2

z3 − a

)
=

(
R2

z̄ − ā
, z1 − a, z2 − a, z3 − a

)
=

(
R2

z̄ − ā
+ a, z1, z2, z3

)
.

Esto será igual a lo pedido si y solo si

z∗ =
R2

z̄ − ā
+ a ,

o bien, como sabemos,
|z∗ − a||z − a| = R2 .

�

Corolario 2.34. Si una transformación de Möbius lleva una circunferencia C en
otra C ′, lleva puntos inversos respecto a C en puntos inversos respecto a C ′.
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Ejercicios 2.35.

1. Sea f una transformación de C ∪ {∞} en śı mismo tal que

(z1, z2, z3, z4) = (f(z1), f(z2), f(z3), f(z4))

para todos los cuádruples de puntos. Demuestre que f es una transformación de
Möbius.

2. Encuentre la relación entre (a, b, c, d), (b, c, d, a), (c, d, a, b) y (d, a, b, c) (permuta-
ción ćıclica).

3. Demuestre que si (A,B,C) = k entonces

C =
A− kB
1− k

.

4. Pruebe que si A,B,C,D es un cuádruple armónico entonces

C =
A− kB
1− k

, D =
A+ kB

1 + k
.

5. Si A,B,C,D es un cuádruple armónico y el origen de coordenadas coincide con A
entonces

1

B
=

1

2

(
1

C
+

1

D

)
.

6. Cuatro rectas de un haz se dicen un cuádruple armónico si y solo si (α, β, γ, δ) =
−1. Demuestre que las bisectrices de un ángulo separan a los lados del ángulo
armónicamente.

7. Verifique directamente que si f(z) = az+b
cz+d , entonces

(z1, z2, z3, z4) = (f(z1), f(z2), f(z3), f(z4)) .

8. Usando una tranformación de Möbius tal que f(y) = 0, f(x) =∞ demuestre que

(a, b, y, x)(b, c, y, x) = (a, c, y, x) .
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Caṕıtulo 3: Geometŕıa Hiperbólica

Durante más de dos mil años el V◦ postulado de Euclides: por un punto fuera de
una recta pasa una y una sola paralela a esa recta, constituyó una fuente de sorpresa.
Por un lado se descubrió que este axioma era lógicamente equivalente a una serie de
proposiciones tales como

- la suma de los ángulos de un triángulo es de 180 grados,

- existen triángulos de área tan grande como se quiera,

y, por otra parte, al ser un axioma, era concebible que pudiera existir una geometŕıa
distinta a la euclidiana. Recién en el siglo XIX se encontró que efectivamente exist́ıa
una geometŕıa en la cual por un punto fuera de una recta pasa una infinidad de rectas
paralelas a ella. El modelo para esta geometŕıa no euclidiana puede ser contruido
usando como universo el disco unitario D, y su grupo de isometŕıas o movimientos
ŕıgidos resultan ser las transformaciones de Möbius que llevan D en śı mismo (ver
Teorema 3.6). Es decir, habremos cambiado todo el plano en la geometŕıa euclidena
por un conjunto más pequeño, con un nuevo grupo de transformaciones que conocemos
bien por el caṕıtulo anterior.

El matemático ruso Nikolái Ivánovich Lobachevski (1792-1856) fue uno de los
primeros en aplicar un tratamiento cŕıtico a los postulados fundamentales de la geo-
metŕıa euclidiana. En forma independiente del húngaro Bolyai y del alemán Gauss ,
descubrió en la primera mitad del siglo XIX un sistema de geometŕıa no euclidiana,
es decir, uno en el cual no se cumpĺıa el famoso quinto postulado. Antes de esto,
muchos matemáticos hab́ıan tratado infructuosamente de deducir este postulado de
los primeros cuatro. En las obras de Lobachevski se destacan Sobre los principios de
la geometŕıa y Geometŕıa imaginaria.

3.1 El Modelo de Poincaré

3.1.1 Preliminares

¿Qué significa cambiar una geometŕıa? ¿Cómo se logra? En términos modernos, y
aunque parezca poco natural al comienzo, resulta que las distintas geometŕıas están
caracterizadas por cómo se mida la distancia entre puntos. La razón principal de esto,
es que la manera cómo midamos la distancia entre puntos determina el cómo se mide
el largo de un camino (piense en aproximar el camino curvo por un camino poligonal,
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cuyo largo es la suma de las distancias entre puntos consecutivos). Al cambiar los
largos de curvas cambian entonces las llamadas geodésicas, es decir, los caminos más
cortos entre dos puntos dados. El largo de dicha geodésica será igual a la distancia
entre dichos puntos. Todos sabemos que la ĺınea recta es el camino más corto entre dos
puntos, pero esto es aśı porque subyacentemente estamos pensando en la geometŕıa
euclidiana con la distancia usual. A manera de ejemplo, si entre dos puntos del plano
hubiera un cerro, es probable que el camino más corto entre ellos debiera curvarse
algo para esquivar el obstáculo. El haber puesto un cerro es una manera de cambiar
la distancia. En el modelo de la geometŕıa de Poincaré en el disco, pusimos cerros
cada vez más altos cerca del borde del disco, de modo que los caminos más cortos
entre dos puntos (cerca del borde) tratarán de evitar estar cerca de él, curvándose
hacia adentro del disco (un análisis más preciso en términos matemáticos será dado
en la Sección 3.3). Por un efecto que es parte de la construcción de esta geometŕıa,
las nuevas geodésicas resultarán circunferencias perpendiculares al borde del disco,
curvadas justamente hacia adentro. Son este nuevo tipo de ĺıneas rectas generalizadas
las que permitirán que no se cumpla el postulado anterior de la geometŕıa euclidiana
(Figura 3.1). En este modelo, las transformaciones de Möbius que lleven D en śı mismo
llevarán las nuevas rectas en nuevas rectas; serán por ende, colineaciones en el sentido
amplio de la palabra. En resumidas cuentas, se puede definir una geometŕıa definiendo
cuáles han de ser sus geodésicas, o nuevas rectas, y todo pasa impĺıcitamente por la
noción de distancia que se use. En la presentación que haremos de este modelo vamos
a comenzar definiendo las nuevas rectas o geodésicas. Luego definiremos la nueva
distancia, la cual se mostrará ser invariante bajo el conjunto de transformaciones
de Möbius que preserva D (el nuevo grupo de isometŕıas). Finalmente, estudiaremos
cómo cambian los elementos de largo y de área.

Sea D el interior del disco unitario en el plano complejo

D = {z : |z| < 1} .

Un punto en D se llama un punto no euclidiano y el disco mismo se llama el plano
no euclidiano. Los puntos del borde, en la circunferencia unitaria, no pertenecen a
esta geometŕıa y se consideran puntos al infinito.

Sea l una circunferencia ortogonal a la circunferencia unitaria; el arco de ćırculo
al interior de D se llama una recta no euclidiana, o hiperbólica. En esta acepción
admitimos que los diámetros son rectas no euclidianas también; son las rectas que
pasan por el origen.

Con estas solas nociones es posible ver ya la diferencia esencial con la geometŕıa
de Euclides: por un punto exterior a una recta pasan infinitas rectas paralelas a ella.
Acá se entiende por rectas paralelas, rectas que sencillamente no se cortan o no tienen
un punto en común.

Podemos tener además un caso especial de rectas paralelas, las rectas asintóticas
en la Figura 3.2.
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Figura 3.1. Rectas por p paralelas a L

Figura 3.2. Rectas paralelas asintóticas

Junto con el disco unitario, es conveniente considerar como modelo auxiliar equi-
valente, el semiplano superior en el plano complejo

H = {w : Im(w) > 0} .
¿En qué sentido es éste un modelo equivalente? Sabemos que existe una transfor-

mación de Möbius T que lleva D en H. Esta transformación nos permite trasladar a H
la manera de medir distancia en D, y por ende, sus geodésicas. Es decir, la geodésica
entre puntos P,Q ∈ H será la imagen bajo T de la geodésica en D que une T−1(P ) con
T−1(Q). Como las tansformaciones de Möbius preservan ángulos y llevan ćırculos en
ćırculos, las nuevas geodésicas en H han de ser nuevamente ćırculos perpendiculares
al borde H. ¿Por qué se introduce este nuevo modelo de la geometŕıa de Poincaré?
Sencillamente, porque en ciertas instancias resulta más sencillo comprobar un hecho
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geométrico en H que en D. El modelo D destaca de alguna manera el punto z = 0,
mientras que el modelo H destaca el punto del infinito.

La transformación de Möbius z =
w − i
w + i

, con inversa w = i
1 + z

1− z
, establece una

biyección entre el semi-plano y el disco. Los puntos no euclidianos serán aśı los pun-
tos del semiplano, mientras que las rectas no euclidianas son las semicircunferencias
ortogonales al eje real, con centro en el eje real (que no pertenece a ese universo
no-euclidiano). Debemos considerar las rectas ortogonales al eje real como rectas no
euclidianas también; son las que corresponden a las rectas asintóticas de la Figura
3.2, pues pasan por w =∞.

Figura 3.3. Rectas en el modelo H

Teorema 3.1. Dos puntos no euclidianos determinan una única recta no euclidiana.

Demostración. Usaremos el modelo del semiplano superior. Sean p y q dos puntos
del semiplano. Si ambos puntos tienen igual parte real, están en una recta vertical,
que es una recta no euclidiana. Suponemos entonces que esos puntos no están en
una misma vertical. Hay entonces una única circunferencia ortogonal al eje real que
pasa por esos puntos. Se construye tomando la simetral del segmento euclidiano pq e
intersectando con el eje real. Esto determina el centro y luego el radio.

Por otra parte, es fácil ver que dos rectas no euclidianas se intersectan en un
punto a lo más, a menos que coincidan. De alĺı la unicidad. �

3.1.2 Ángulos y Distancias

Denotaremos por c(p, q) al arco de la circunferencia por p y q que es ortogonal al
borde de D. Para completar las nociones geométricas básicas debemos definir ángulos,
distancias y calcular las isometŕıas. Se define el ángulo entre dos rectas no euclidianas
como igual al ángulo euclidiano entre las dos circunferencias. Ésta es a su vez igual
al ángulo entre las rectas tangentes, esto es, las rectas ortogonales a los radios.
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Figura 3.4. Una recta por dos puntos

Teorema 3.2. Sea θ el ángulo entre dos rectas no euclidianas. Entonces

cos θ = 2(c, a, b, d)− 1 .

Figura 3.5. El ángulo entre dos rectas

Demostración. La transformación de Möbius

T (w) =
−w + c

w − d
lleva H en H, la circunferencia de diámetro cd en una recta por 0,∞, y la circunferencia
de diámetro ab en una circunferencia de diámetro a′b′. A su vez, T (w) preserva ángulos
y razones cruzadas. Bastará entonces establecer la fórmula en el caso de la Figura 3.6,
en que una de las rectas es vertical.

El ángulo θ será igual a ]OCD, y, por trigonometŕıa

cos θ =
(a′ + b′)/2

(b′ − a′)/2
=
b′ + a′

b′ − a′
.
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Figura 3.6. Coseno de un ángulo

Por otra parte,

(0, a′, b′,∞) =
b′

b′ − a′
,

por lo que

cos θ = 2(0, a′, b′,∞)− 1 ,

como se ped́ıa. Observamos, además, que tanto los ángulos como las razones cruzadas
son invariantes por transformaciones de Möbius, y aśı la misma fórmula es cierta en
el disco D.

�

Para definir la distancia entre dos puntos recordamos las principales propiedades
de la razón doble:

i) Cuatro puntos z1, z2, z3, z4 pertenecen a una circunferencia (o recta) si y solo
si (z1, z2, z3, z4) ∈ R. Además, los pares z1, z2 y z3, z4 no se separan si y solo
si (z1, z2, z3, z4) > 0.

ii) Se tiene que (z1, z0, z3, z4)(z0, z2, z3, z4) = (z1, z2, z3, z4). Esta afirmación se
establece llevando los puntos a 0, 1,∞, λ y utilizando la invarianza bajo trans-
formación de Möbius.

Definición 3.3. Sean z1 y z2 dos puntos no euclidianos. La circunferencia por z1, z2

ortogonal al borde lo intersecta en los puntos z3 y z4, numerados como en la figura.

La distancia no-euclidiana se define por

δ(z1, z2) = log(z1, z2, z3, z4) .

Teorema 3.4. Para dos puntos z1, z2 en el disco D se cumple la fórmula

δ(z1, z2) = log
1 + t

1− t
, t =

∣∣∣∣ z1 − z2

1− z1z̄2

∣∣∣∣ ,
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Figura 3.7. Distancia no-euclidiana

y, en cambio, para dos puntos z1, z2 en el semiplano H,

δ(z1, z2) = log
1 + t

1− t
, t =

∣∣∣∣z1 − z2

z1 − z̄2

∣∣∣∣ .
Demostración. Demostramos la fórmula en D; la fórmula en H será consecuencia de
la transformación de Möbius entre ambas. Primero, observamos que para t > 0, real
en D,

δ(0, t) = log
1 + t

1− t
,

pues

(0, t, 1,−1) =
1 + t

1− t
.

Luego, para un punto z2 consideramos la transformación de Möbius de D en D dada
por

f(z) = λ
z1 − z2

1− z̄2z
,

con |λ| = 1 que vamos a escoger. Se tiene

f(z2) = 0 , f(z1) = λ
z − z2

1− z̄2z1
.

Escribimos
z1 − z2

1− z̄2z1
= reiθ, y escogemos λ = e−iθ. Luego f(z), que preserva la razón

cruzada, lleva los puntos z2, z1 en 0, t, con t =

∣∣∣∣ z1 − z2

1− z̄2z1

∣∣∣∣, de lo cual se deduce la

fórmula. �

Teorema 3.5. La distancia aśı definida satisface las propiedades:

i) δ(z1, z2) ≥ 0 y es igual a 0 si y solo si z1 = z2 ;
ii) δ(z1, z2) = δ(z2, z1) ;

iii) (desigualdad triangular) δ(z1, z2) ≤ δ(z1, z0) + δ(z0, z2) . Se tiene igualdad si
y solo si z0 está en el segmento de geodésica que une z1 y z2.
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Demostración.

i) Puesto que los pares de puntos no se separan (ver Figura 3.7), tenemos que
(z1, z2, z3, z4) > 0. De∣∣∣∣z1 − z3

z2 − z3

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣z2 − z4

z1 − z4

∣∣∣∣ ≤ 1

se obtiene (z1, z2, z3, z4) ≤ 1. Será igual a 1 sólo si ambas razones son 1, en
cuyo caso z1 = z2.

ii) Si se cambia z1 con z2 también cambia la numeración de los puntos z3 y z4.
Luego,

(z1, z2, z3, z4) = (z2, z1, z4, z3) .

iii) Primero, si z0 pertenece a c(z1, z2) entonces

(z1, z0, z3, z4)(z0, z2, z3, z4) = (z1, z2, z3, z4) ,

y tomando logaritmos se obtiene la igualdad. Para establecer la desigualdad
triangular supondremos en D que z0 = 0 pues podemos usar la transformación

f(z) =
z − z0

1− z̄0z
como antes. La desigualdad

δ(z1, z2) ≤ δ(z1, 0) + δ(z2, 0)

se escribe, usando la fórmula del teorema anterior,

log
1 + t

1− t
≤ log

1 + |z1|
1− |z1|

+ log
1 + |z2|
1− |z2|

,

con

t =

∣∣∣∣ z2 − z1

1− z̄1z2

∣∣∣∣ .
Pero

1 + t

1− t
=

(1 + t)2

1− t2
=

(|1− z̄1z2|+ |z2 − z1|)2

(1− |z1|2)(1− |z2|2)
≤ (1 + |z1z2|+ |z2|+ |z1|)2

(1− |z1|2)(1− |z2|2)

=
(1 + |z1|)2(1 + |z2|)2

(1− |z1|2)(1− |z2|2)
=

(1 + |z1|)(1 + |z2|)
(1− |z1|)(1− |z2|)

,

de donde resulta la conclusión.

�
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3.1.3 Las Isometŕıas

En el disco unitario D consideramos las transformaciones

f(z) = λ
z − a
1− āz

, |a| < 1 , |λ| = 1 .

Entonces |f(z)| < 1 si |z| < 1 y |f(z)| = 1 si |z| = 1. En efecto, |f(z)| ≥ 1 si y solo si
|z− a|2 ≥ |1− āz|2. Esto equivale a |z|2 + |a|2 ≥ 1 + |a|2|z|2, o (1− |a|2)(1− |z|2) ≤ 0,
lo que entrega la conclusión.

La transformación inversa

f−1(w) = λ−1 w + aλ

1 + (aλ)w

es de la misma forma; luego tanto f como f−1 son biyecciones de D en D. Es un
ejercicio el demostrar que la compuesta de dos tales transformaciones es de la misma
forma. Puesto que son transformaciones de Möbius, preservan la razón doble y, por lo
tanto, la distancia no euclidiana. Además preservan los ángulos, tanto en magnitud
como en sentido.

Teorema 3.6. Las transformaciones

f(z) = λ
z − a
1− āz

, |a| < 1 , |λ| = 1

constituyen el grupo de isometŕıas del disco hiperbólico que preservan ángulos en sen-
tido y magnitud. Una transformación

f(z) = λ
z̄ − a
1− āz̄

, |a| < 1 , |λ| = 1

es una isometŕıa que invierte el signo de los ángulos y es una reflexión (no euclidiana)
en una recta (no euclidiana).

Demostración. Sólo verificamos que una reflexión en una recta es efectivamente de
esa forma. Si la recta (no euclidiana) está determinada por dos puntos a y B, usando
f(z) llevamos a a 0 y b al intervalo real positivo. La reflexión en el eje real es τ(z) = z̄.
Luego, la reflexión en la recta por a y b será f−1 ◦ τ ◦ f y es inmediato verificar que
tiene esa forma. �

Teorema 3.7. Una isometŕıa no euclidiana es

i) hiperbólica con puntos fijos en |z| = 1 ;

ii) parabólica con punto fijo en |z| = 1 ;

iii) eĺıptica con puntos fijos a y 1/ā , |a| < 1, pero nunca es loxodrómica.

Demostración. La transformación anterior f(z) fija la circunferencia unitaria. Sa-
bemos que las transformaciones fijan las circunferencias por los puntos fijos en el caso
hiperbólico, por el punto fijo en el caso parabólico y ortogonales a las otras en el caso
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eĺıptico. En cambio las transformaciones loxodrómicas no fijan circunferencia alguna.
Para demostrar el teorema anaĺıticamente es mejor usar el modelo del semiplano,
como lo hacemos a continuación. �

Teorema 3.8. Las transformaciones

f(z) =
az + b

cz + d

con a, b, c, d reales y ad− bc = 1 constituyen el grupo de las isometŕıas que preservan
ángulos en el plano hiperbólico H.

Demostración. Podŕıamos usar la transformación (z − i)/(z + i) de H en D pero
preferimos verificar las propiedades directamente. Es claro que z → −1/z lleva H en
H, y entonces escribiendo

az + b

cz + d
=
a

c
− ad− bc
c2z + dc

se obtiene que para a, b, c, d reales, ad − bc > 0, esa transformación lleva H en H.
Dividiendo los coeficientes por

√
ad− bc llegamos a ad− bc = 1. La inversa es

f−1(z) =
dz − b
−cz + a

,

que es de igual forma, y la compuesta también lo es.
Con respecto a los puntos fijos, deben satisfacer

cz2 + (d− a)z − b = 0 ,

es decir, son

(a− d)±
√

(a+ d)2 − 4

2c
.

Si |a + d| > 2, caso hipérbolico, los puntos fijos son reales. Si |a + d| = 2, caso
parabólico, el punto fijo es real (o bien ∞ si c = 0). Si |a + d| < 4, caso eĺıptico, los
puntos fijos son conjugados: p y p̄. La traza es real y luego no es loxodrómico. �

Teorema 3.9. Dados dos pares p, q y p′, q′ con δ(p, q) = δ(p′, q′) en el plano hi-
perbólico, existe una y solo una isometŕıa tal que

f(p) = p′ , f(q) = q′ .

Dados tres puntos a < b < c y a′ < b′ < c′ en el eje real (o en el ćırculo |z| = 1)
existe una y solo una isometŕıa tal que

f(a) = a′ , f(b) = b′ , f(c) = c′ .

Demostración. Demostramos la primera aserción en el disco D. Puesto que podemos
tomar

g(z) = λ
z − p
1− p̄z
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con |λ| = 1 apropiado de modo que g(q) sea real positivo, y del mismo modo tomamos
h(z) para p′ y q′, se tiene que f = h−1 ◦ g lleva p en p′ y q en q′. Para demostrar la
unicidad, supondremos entonces que f fija 0 y un punto x tal que 0 < x < 1. Puesto
que f debe fijar la circunferencia unidad, ésta debeŕıa pasar por los puntos fijos o
separados (eĺıptico); esto es imposible, a menos que sea la identidad.

Demostremos la segunda aserción en el semiplano H. Bastará construir una iso-
metŕıa tal que

f(a) = 0 , f(b) = 1 , f(c) =∞ .

Pero

f(z) =
b− c
b− a

z − a
z − c

cumple esa condición, tiene coeficientes reales y además

−c b− c
b− a

+ a
b− c
b− a

= (c− a)
c− b
b− a

> 0 .

La transformación f es única, pues si fija tres puntos es la identidad. �

3.1.4 Rectas y Circunferencias

Veremos aqúı sólo algunas propiedades de circunferencias y rectas no euclidianas,
pero dejamos para la sección siguiente un estudio más sistemático de los teoremas
no-eucĺıdeos.

Una circunferencia no euclidiana es el lugar geométrico de los puntos z que están
a una distancia r de un centro dado z0. Esto es

δ(z, z0) = r .

Usando una isometŕıa conveniente podemos llevar z0 a 0; los puntos z irán a los puntos
w tales que

δ(0, w) = log
1 + |w|
1− |w|

= r ,

y luego

|w| = tanh(r/2) .

El lugar geométrico es entonces una circunferencia euclidiana de radio tanh(r/2).
Si usamos la isometŕıa inversa para regresar a z0 obtendremos una circunferencia,
pero cuyo centro euclidiano no coincide con z0. Una circunferencia no euclidiana es
entonces una circunferencia euclidiana, ortogonal a todas las rectas no euclidianas que
pasan por z0 (Figura 3.8).

Dada una recta (no-euclidiana) y un punto en ella, habrá una sola recta que forme
un ángulo prescrito en el punto. Bastará llevar el punto a 0 por una simetŕıa y tomar
dos radios que formen el ángulo dado α, y luego usar la isometŕıa inversa. Esto es
cierto en particular si α = π/2. Por otra parte, si el punto z0 no pertenece a la recta
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Figura 3.8. Una circunferencia no euclidiana

dada l, hay una sola recta que pasa por z0 que es ortogonal a l. Esa recta es ortogonal
a l en un punto z1 tal que

δ(z0, z1) ≤ δ(z0, z) , z ∈ l .
En efecto, podemos tomar z0 = 0. El punto z1 a menor distancia del centro será el

que tenga módulo menor y, por lo tanto, pertenece al radio ortogonal a l (Figura 3.9).

Figura 3.9. Distancia menor

Teorema 3.10. El lugar geométrico de los puntos que equidistan de dos puntos dados
es la recta ortogonal (en el punto medio a la recta por los puntos).

Demostración. Podemos llevar el punto medio z0 al origen, llevando un punto z1 a
t > 0 y z2 a −t (Figura 3.10).

Consideremos la isometŕıa (que invierte ángulos)

τ(z) = −z̄ ,
lleva t en −t y fija los puntos del eje imaginario. Un punto de ese eje equidista entonces
de t y de −t. Si ahora p es un punto con δ(t, p) = r, la circunferencia de centro t y radio
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Figura 3.10. La simetral de un segmento

r contiene todos los puntos a igual distancia. La imagen por τ de esa circunferencia
es la circunferencia de igual radio y centro −t. Ambas se intersectan en dos puntos
en el eje imaginario y son los únicos dos puntos tales que δ(t, p) = δ(−t, p). �

Ejercicios 3.11.

1. Si z0 = 0 es un punto en el disco D y L es una recta no euclidiana que no contiene
z0, dibuje el haz de rectas por z0 que no intersectan a L.

2. Sean is, it dos puntos en H en el eje imaginario.
a) Calcule la distancia entre ellos.
b) Demuestre que si s→ 0 la distancia va a infinito.
c) Encuentre el punto medio entre ambos.

3. a) Demuestre que una isometŕıa que preserva ángulos en D se puede escribir

f(z) =
p̄z + q̄

qz + p
, pp̄− qq̄ = 1 .

b) Si g(z) = az+b
cz+d , a, b, c, d reales, ad−bc = 1 demuestre que p = a+d

2 + i c−b2 , q =
a−d

2 + i b+c2 .
4. Escriba la fórmula para una rotación de orden n en H que fije i. En particular,

escriba las fórmulas para n = 2, 3, 4.
5. Demuestre que las semirectas euclidianas y = kx, y = −kx son el lugar geométri-

co de los puntos a una distancia dada del semieje imaginario. Dibuje ese lugar
geométrico para una recta no euclidiana en D.

6. Sean p0 un punto al infinito (en el borde). Encuentre las circunferencias ortogo-
nales a las rectas no euclidianas por p0.

7. Sean l1 y l2 dos rectas no euclidianas que no se intersectan.
a) Demuestre que existe una única recta ortogonal a ambas.
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b) Muestre cómo medir la distancia entre dos rectas l1 y l2.
8. Dibuje las figuras 8,9 y 10 en H en vez de D.
9. Demuestre que por un punto z0 fuera de una recta l hay dos rectas que pasan por
z0 que forman un ángulo dado θ con l.

10. Sea l el semieje imaginario y z en H.
a) Demuestre que el punto en l a menor distancia de z es i|z|.
b) Si θ = Arg(z) y δ(z, l) es esa menor distancia, entonces cosh δ(z, l) = 1/senθ.

11. Distancia en H. Si z, w son dos puntos en H, entonces

a) tanh( 1
2δ(z, w)) = |z−w|

z−w̄ ;

b) cosh δ(z, w) = 1 + |z−w|2
2Im(z)Im(w) .

3.2 Comparación entre la Geometŕıa Euclidiana y la Hiperbólica

En esta sección presentamos una serie de actividades elementales obtenidas usando
un software, las cuales permiten explorar y repasar las propiedades básicas de la
geometŕıa no-euclidiana. Usaremos el software Cinderella, pero lo mismo puede ser
hecho con el software de libre disposición http://cs.unm.edu/∼joel/nonEuclid/, o con
el software comercial Cabri.

3.2.1 Actividad 1: Medir Ángulos y Áreas

Al cargar el programa Cinderella aparece una pantalla como en la Figura 3.11. Observe
que abajo a la derecha hay tres opciones de geometŕıas; si es primera vez que utiliza
usted un software de naturaleza geométrico, familiaŕıcese primero marcando Euc y
luego colocando las flechas sobre los distintos ı́conos de arriba. Aparecen explicaciones
de cómo proceder en cada caso.

Seleccione ahora Hyp (abajo a la derecha) y luego en Vistas (arriba al medio)
seleccione Vista hiperbólica. Tiene entonces a su vista el modelo de Poincaré en el
disco unitario en la Figura 3.13.

En Modos se recobran los principales elementos constructivos. Escoja alĺı Ĺınea |
por dos puntos y dibuje entonces un triángulo hiperbólico de vértices A,B,C y lados
por rectas a, b, c. (Desafortunadamente la recta a no es la recta por BC.) Vamos

a medir los ángulos internos; en Formato fije Ángulo radio para medir ángulos en
radianes. Luego vuelva a Modos y escoja Medir | ángulo. Con el cursor marque ahora
dos rectas para medir el ángulo entre ellas. Observe que se miden los ángulos en el
sentido positivo usual, contrario a los punteros del reloj. Aśı, es distinto marcar a y
luego b, que b y luego a.

(El ángulo entre dos arcos de circunferencia es igual al ángulo entre sus rectas
tangentes en el punto.)

En Modos | Mover puede ahora arrastrar con el cursor un vértice del triángulo,
obteniéndose todos los triángulos que uno quiera. En la Figura 3.13 se ha movido el
vértice C hacia el borde; en el borde mismo el ángulo es 0. En la Figura 3.15 se ha
dibujado un cuadrilátero con sus ángulos.
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Figura 3.11. Inicio de Cinderella

Figura 3.12. Medida de angulo

En realidad hemos obtenido algo más que la medida de los ángulos. Como veremos
en la siguiente unidad, se tiene esta fórmula para el área hiperbólica de un poĺıgono
de n lados:

A = (n− 2)π −
n∑
k=1

αk .

Aśı entonces

Figura 2 : A = π − (0,83 + 0,58 + 0,9) = 0,83 ;

Figura 3 : A = π − (0,66 + 0,63 + 0,13) = 1,72 ;

Figrua 4 : A = 2π − (1,08 + 1,05 + 0,7 + 0,87) = 2,58 .
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Figura 3.13. Un triángulo hiperbólico

Figura 3.14. Un vértice que tiende al infinito
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Figura 3.15. Un cuadrilátero hiperbólico

3.2.2 Actividad 2: Construcciones de Triángulos

Recordamos los principales teoremas de congruencia en geometŕıa euclidiana:

LLL : si dos triángulos tienen tres lados iguales;

LAL : si dos triángulos tienen dos lados y el ángulo comprendido iguales;

ALA : si dos triángulos tienen dos ángulos y el lado comprendido iguales.

Se puede plantear cada uno de ellos como una construcción: dados los lados a, b, c de
un triángulo, construirlo. Si la solución es única, esto equivaldrá al primer teorema
de congruencia.

• Construcción LLL : Dibuje tres segmentos AB,CD,EF . Escoja Modos | Cı́rculo |
Compás y marque sucesivamente los vértices A,B y el centro E. Luego dibuje otra
circunferencia con radio C,D y centro F . Dibujando un segmento en cualquier lugar
y luego arrastrarlo para construir los segmentos EH y FH dará el resultado en la
Figura 3.16. El resultado es único, pues reflejando en la recta EF se obtiene la otra
solución posible, congruente por lo tanto (tal como en geometŕıa euclidiana).

• Construcción LAL : Dados dos segmentos DE y FG se dibuja un ángulo tomando
dos rectas AB,AC. Con el compás se dibuja una circunferencia de radio DE y otra
circunferencia de radio FG. Los puntos de intersección determinan el triángulo AHK.
La solución es única pues siempre podemos mover el vértice del ángulo dado al punto
A y los lados a las rectas AB,AC, utilizando transformaciones de Möbius en este
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Figura 3.16. Construir un triángulo dados sus tres lados

caso. La construcción es igual a la de la geometŕıa euclidiana. El resultado está en la
Figura 3.17.

• Construcción ALA : Dado un segmento EF dibujamos un ángulo dado trazando
una recta AB con A = E y un segundo ángulo dado con una recta CD con C = F .
El punto de intersección de ambas rectas, si lo hay, determina el triángulo como en
la Figura 3.18.

En geometŕıa de Euclides dos triángulos pueden tener ángulos iguales sin ser
congruentes. En geometŕıa hiperbólica esto no ocurre.

Teorema 3.12. Si dos triángulos hiperbólicos tienen ángulos iguales entonces son
congruentes.

Demostración. Lo establecemos en el semiplano superior donde colocamos el vértice
A en i y el lado AB en el semieje imaginario. Puesto que α se supone dado ello
determina los puntos a, b en la Figura 3.19.
Debemos encontrar c, d como en la figura tales que γ y β tengan los valores dados.
Por las fórmulas para el coseno del ángulo se obtienen las dos ecuaciones

c− b
a− b

a− d
c− d

=
cos γ + 1

2
,

d

d− c
=

cosβ + 1

2
.
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Figura 3.17. Construir un triángulo dados dos lados y el ángulo comprendido

Figura 3.18. Construcción de un triángulo dados dos ángulos y el
lado comprendido

103



Figura 3.19. Area de un triangulo

Esto dará una ecuación de segundo grado para d y, por ende, dos soluciones. Para ver
que hay solo una solución, observemos que la segunda ecuación determina la razón

d

c
=

cosβ + 1

cosβ − 1
.

Si β está dado, esto dice que todas las geodésicas con igual ángulo con el eje ima-
ginario tienen extremos (kc, kd). El área del triángulo es estrictamente creciente en
función de k y luego habrá un solo triángulo con área π − (α+ β + γ) dada. �

3.2.3 Actividad 3: Rectas y Puntos Notables en un Triángulo

• Sabemos que el lugar geométrico de los puntos que equidistan de dos puntos dados,
es la perpendicular en el punto medio de esos dos puntos. Se sigue que la intersección
de las dos simetrales de segmentos AB y BE es un punto que equidista de A,B y E:
es, por tanto, centro de una circunferencia que pasa por esos tres puntos. A su vez
este centro L estará en la simetral del segmento AE pues equidista de A y E. Para
efectuar la construcción con Cinderella procedemos como sigue:

i) Modos Punto Punto Medio: Tres veces dibuja los vértices de un triángulo y
puntos medios de los lados.

ii) Ĺınea Por dos puntos: Dibuja los lados del triángulo.
iii) Ĺınea Definir Perpendicular: Dibuja las tres simetrales de los lados.
iv) Mover: Moviendo los vértices se verifica que siempre las simetrales pasan por

el mismo punto.
v) Cı́rculo Por dos puntos: Dibuja la circunferencia circunscrita (Figura 3.20).

• Construimos las transversales de gravedad, esto es, las rectas que unen los vértices
con los puntos medios de los lados opuestos.
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Figura 3.20. Simetrales y la circunferencia circunscrita al triángulo ABE

i) Punto – Punto Medio: Tres veces para obtener el triángulo y los puntos medios
de los lados.

ii) Graficación Segmento: Permite dibujar los tres lados y las tres transversales.
iii) Mover: Moviendo los vértices del triángulo se observa que, tal como en geo-

metŕıa euclidiana, las tres transversales pasan por un mismo punto. Para de-
mostrar este teorema esperaremos, sin embargo, el caṕıtulo siguiente donde
se desarrolla la trigonometŕıa hiperbólica (ver Figura 3.20).

• Construimos las tres alturas de un triángulo.

i) Ĺınea – Por dos puntos: para los lados y vértices del triánguo ABC.
ii) Ĺınea – Definir perpendicular: traza las alturas.

iii) Mover: Moviendo los vértices se observa que siempre las tres alturas pasan
por un mismo punto (ver Figura 3.21).

• Trazamos los tres lados de un triángulo y las bisectrices.

i) Ĺınea – Por dos puntos: para los lados del triángulo.
ii) Ĺınea – Bisectriz: para las bisectrices.

El punto D, intersección de dos bisectrices, equidista de los tres lados del
triángulo. En efecto, una reflexión en la bisectriz lleva un lado del ángulo en el
otro, y una perpendicular desde un punto de la bisectriz a la perpendicular por
el mismo punto al otro lado: la bisectriz de un ángulo es el lugar geométrico
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Figura 3.21. Transversales y el centro de gravedad del triángulo ABE

Figura 3.22. Alturas y el ortocentro del triángulo ABC
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de los puntos que equidistan de los lados del ángulo. El punto D pertenecerá a
la tercera bisectriz también.

iii) Ĺınea – Definir perpendicular: traza la perpendicular desde D al lado AB.
iv) Punto – Punto único: define la proyección E.
v) Cı́rculo – Por dos puntos: traza la circunferencia inscrita al triángulo ABC

(ver Figura 3.23).

Figura 3.23. Bisectrices y la circunferencia inscrita al triángulo ABC

3.2.4 Actividad 4: Sistema de Coordenadas
Si quisieramos definir un sistema de coordenadas de manera similar al caso de las
coordenadas cartesianas, podŕıamos escoger dos ejes ortogonales por el origen y luego
tomar las rectas perpendiculares a los ejes a distancias 1, 2, 3,...

Al dibujar esto con Cinderella obtendremos la Figura 1.23. Hay alĺı una sorpresa,
pues esas rectas no se intersectan necesariamente. La cuarta perpendicular a la derecha
no intersecta a la tercera horizontal, por ejemplo. De hecho, como luego calcularemos
usando trigonometŕıa, las rectas más lejanas que puedan intersectarse en la diagonal
corresponden a un punto P = 0,8358. Más allá no se intersectan.

Una estrategia distinta es considerar desde un punto B cualquiera, las dos per-
pendiculares BC y BD a los ejes de coordenadas. Las longitudes no euclidianas BC
y BD serán entonces las coordenadas cartesianas del punto B. Estas longitudes no
son iguales a AC o AD, sin embargo, (ver Figura 3.24). Dado B obtenemos aśı dos
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Figura 3.24. Las últimas perpendiculares

Figura 3.25. Rectas “cartesianas”que no se intersectan

números (x, y) pero dados estos números necesitaremos nuevamente fórmulas trigo-
nométricas para poder calcular los puntos necesarios C y D. El resultado es que esas
coordenadas vaŕıan en la región limitada por las hipérbolas como en la Figura 3.26.
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Figura 3.26. Rango de las coordenadas cartesianas

Figura 3.27. Coordenas cartesianas de B

3.3 Longitudes y Áreas

3.3.1 El Elemento de Longitud

Recordemos que en la geometŕıa euclidiana el elemento de longitud de una curva es
ds =

√
(dx)2 + (dy)2 (o ∆s =

√
(∆x)2 + (∆y)2 si piensa en poligonales). Acá no

hay cerros, y todos los elementos de arco son iguales en todo punto y en cualquier
dirección. En términos matemáticos, el poner cerros equivale a decir que el nuevo
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elemento de arco puede variar de punto en punto, es decir, el nuevo elemento de
arco puede ser de la forma λ(p)ds, donde λ(p) es una función positiva que depende
del punto p donde se esté. Un caso sencillo seŕıa decir λ(p) = 2, lo que resultaŕıa
en duplicar todo largo eucĺıdeo (tal como lo haŕıa una homotecia de factor 2). Las
geometŕıas de interés son aquéllas en que la función λ(p) vaŕıa con p. Aśı, resultará más
costoso pasar por los lugares donde λ(p) sea muy grande, y habrá que evitárseles para
obtener un camino corto. A la vez, resultará conveniente pasar por lugares donde
λ(p) sea pequeño. Queda en evidencia cómo el cambiar la manera de medir (largos
en este caso) afecta la geometŕıa (de los caminos más cortos). Como mencionamos
al comienzo del caṕıtulo, en el modelo del disco D para la geometŕıa de Poincaré,
se hará el elemento de largo muy grande a medida que nos acercamos al borde; en
el modelo de H significará hacer el elemento de largo muy grande a medida que nos
acercamos su borde y = 0. Existen muchas maneras de hacer tal elemento de largo
grande cerca de y = 0, por ejemplo, podŕıa ser ds/yn para cualquier exponente n ∈ N.
Con esto, el nuevo elemento de largo efectivamente se hace cada vez mayor si se le
considera en puntos (x, y) del semiplano superior cuya coordenada y es próxima a
cero. Entre todas las posibilidades de nuevos elementos de largo debemos escoger
aquélla que sea consistente con la función distancia (o largo de camino más corto)
conocida. Sabemos por el ejercicio 11 de la Sección 3.1 que, en el semiplano superior,
la distancia entre los puntos ia, ib es igua a log(b/a) si b > a. Esto es igual a∫ b

a

dy

y
=

∫
γ

|dz|
Im(z)

, γ(t) = it , t ∈ [a, b] ,

lo que nos lleva a considerar el nuevo elemento de longitud como |dz|/y (acá hemos
reemplazado ds por su representación compleja |dz|).

Para una curva cualquiera su longitud hiperbólica es

L(γ) =

∫
γ

|dz|
Im(z)

=

∫ b

a

|γ′(t)|
Im(γ(t))

dt .

El largo de una curva γ ha sido alterado de su habitual
∫
γ
|dz| introduciendo el factor

Im(z) en el denominador. Este factor vaŕıa con el punto, afectando de manera opuesta
si la curva está cerca o lejos del eje real Im(z) = 0.

Teorema 3.13. El elemento de longitud ds = |dz|/Im(z) es invariante por las trans-
formaciones de Möbius que llevan el semi-plano en śı mismo.

Demostración. Las transformaciones son g(z) =
az + b

cz + d
con a, b, c, d reales y ad −

bc > 0, son compuestas de traslaciones, dilataciones, inversiones. Para una traslación
t(z) = z + a , a ∈ R se tiene

|dt(z)|
Im(t(z))

=
|dz|

Im(z)
,
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y lo mismo se cumple para una dilatación f(z) = kz, k > 0. Para la inversión g(z) =
−1/z tenemos

|dg(z)|
Im(g(z))

=
1

|z|2
|dz|

1

2i

(
−1

z
+

1

z̄

) =
|dz|

1

2i
(z − z̄)

=
|dz|

Im(z)
.

�

Corolario 3.14. El elemento de longitud en el disco es

ds =
2|dz|

1− |z|2
.

Demostración. Es claro usando z =
u− i
u+ i

, Im(u) > 0. �

Corolario 3.15. La geodésica que une dos puntos es el arco de recta hiperbólica
(circunferencia ortogonal al borde).

Demostración. Sea γ(t) una curva cualquiera en el semiplano que una ia con ib.
Entonces

L(γ) =

∫ 1

0

|γ′(t)|
Im (γ(t))

dt =

∫ 1

0

|x′(t) + iy′(t)|
y(t)

dt

≥
∫ 1

0

y′(t)

y(t)
dt = log

b

a
.

�

Como ejemplo, podemos calcular la longitud de una circunferencia hiperbólica.

Teorema 3.16. El valor de la longitud de una circunferencia de radio (hiperbólico)
r es 2π senh(r).

Demostración. Usaremos el modelo del disco de Poincaré con la circunferencia cen-
trada en el origen. Si R es el radio euclidano entonces

r = log
1 +R

1−R
, R =

er − 1

er + 1
.

Luego

R =
er/2 − e−r/2

er/2 + er/2
=

senh(r/2)

cosh(r/2)
.

La longitud hiperbólica de la curva γ(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π, es

L(γ) =

∫ 2π

0

2R dθ

1−R2
= 2π2 senh(r/2) cosh(r/2) = 2π senh(r) .

�
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3.3.2 El Elemento de Área

Haciendo la analoǵıa entre elemento de largo y elemento de área, se define el elemento
de área hiperbólica en el semiplano

dw =
dxdy

y2
.

En cambio en el disco se tendrá

dw =
4

(1− |z|2)2
dxdy .

Teorema 3.17. El área de un ćırculo de radio r es igual a 4π senh2(r/2).

Demostración. En el disco,

A =

∫∫
x2+y2≤R2

4

(1− (x2 + y2))2
dxdy

=

∫ 2π

0

∫ R

0

4ρdρdθ

(1− ρ2)2
=

4πR2

1−R2
.

Puesto que R = senh(r/2) cosh(r/2) el resultado sigue. �

Consideramos ahora un triángulo hiperbólico de vértices A,B,C y ángulos α, β, γ
(medidos en radianes).

Figura 3.28. Triángulo hiperbólico

Teorema 3.18. El área de un triángulo hiperbólico es igual a A = π − (α+ β + γ).
La suma de los ángulos es, por lo tanto, menor que π.
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Demostración. En el semiplano consideramos primero un triángulo con un ángulo
α = 0. Podemos suponer que C =∞ y luego por una traslación y dilatación que A y
B están en la circunferencia |z| = 1. Entonces

A =

1∫
cos(π−α)

+∞∫
√

1−x2

dy

y2
=

1∫
cos(π−α)

dx√
1− x2

= π − α .

Usando el modelo del disco vemos que esto implica que para γ = 0 y α, β arbitrarios
se tendrá

A = (π − α)− (π − (π − β)) = π − (α+ β) .

Figura 3.29. Un ángulo cero

Figura 3.30. Área

y luego

A = π − (α+ γ + δ)− (π − (π − β + δ)) = π − (α+ β + γ) .

�
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Figura 3.31. Caso general

Corolario 3.19. El área de un poĺıgono de n lados y ángulos internos α1, · · · , αn es
igual a

(n− 2)π − (α1 + α2 + · · ·+ αn) .

Demostración. Para un poĺıgono convexo (en el sentido hiperbólico), desde un vérti-
ce trazamos n−3 diagonales dividiendo al poĺıgono en (n−2) triángulos. En cada uno
de ellos usamos la fórmula del teorema y luego sumamos. Si a un poĺıgono convexo
le agregamos un triángulo, obteniéndose un poĺıgono que puede no ser convexo, n
aumenta en uno y los ángulos y áreas se suman. La fórmula se generaliza entonces a
cualquier poĺıgono. �

3.3.3 El Teorema de Pitágoras

Sea ABC un triángulo rectángulo en C con catetos hiperbólicos a, b e hipotenusa c.
Entonces

cosh a cosh b = cosh c .

Demostración. Por un movimiento no euclidiano podemos suponer, en el disco D,
que c está en el origen, A = x, x > 0 y B = iy, y > 0.
Puesto que

a = log
1 + y

1− y
, b = log

1 + x

1− x
, c = log

1 + t

1− t
,

con t =

∣∣∣∣ x− iy1 + ixy

∣∣∣∣ , obtenemos

cosh a =
1 + y2

1− y2
, cosh b =

1 + x2

1− x2
, cosh c =

1 + t2

1− t2
.

Dado que t2 =
x2 + y2

1 + x2y2
, la fórmula de Pitágoras se reduce a una identidad algebraica

sencilla de ser verificada. �
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Figura 3.32. Pitágoras

3.3.4 El Ángulo de Paralelismo

Por un punto P fuera de una recta hiperbólica L pasan infinitas rectas paralelas a
L. Sin embargo, podemos distinguir dos de entre ellas: son las que pasan por P e
intersectan a L en el borde y son tangentes alĺı. Se llama ángulo de paralelismo el
ángulo ϕ formado por una de esas rectas y la perpendicular desde P a la recta L.
En el semiplano podemos suponer que L es la semicircunferencia |z| = 1 y que P
está situado en el semieje imaginario.

Figura 3.33. El ángulo de paralelismo

Teorema 3.20. Si d es la distancia de P a L entonces

tanϕ =
1

senh d
.

Demostración. Si x es el centro de la circunferencia por P y r su radio (eucli-
diano), entonces

cosϕ =
x

r
, senϕ =

y

r
, r = 1 + x .

De esto se obtiene

y =
senϕ

1− cosϕ
,
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y puesto que d = log y tenemos

ed − e−d = y +
1

y
=

senϕ

1− cosϕ
− 1− cosϕ

senϕ
=

2

tanϕ
.

�

Ejercicios 3.21.

1. Demuestre que en coordenadas polares en D se tiene

ds = 2

√
dr2 + r2dθ2

1− r2
,

dw =
4r

(1− r2)
drdθ .

Deduzca las fórmulas para la longitud y área de una circunferencia.
2. Muestre que no todos los triángulos tienen una circunferencia circunscrita.
3. Sea 4ABC isósceles con AB y AC iguales, α = π/2. Muestre que la longitud de

la altura AD satisface

AD < cosh−1(
√

2) ' 0,881 .

4. Muestre cómo construir las dos rectas tangentes desde un punto exterior a una
circunferencia dada.

5. Utilizando la fórmula del área de un triángulo demuestre que si dos triángulos
hiperbólicos tienen ángulos iguales, entonces son congruentes.

6. En un triángulo de ángulos α, 0, 0 demuestre que el radio de la circunferencia
inscrita satisface

4 tanh2(R) =
1

2
(1 + cosα) .
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Caṕıtulo 4: Apéndice: Trigonometŕıa

En el análisis de problemas geométricos se utilizan métodos diferentes, ya sea razo-
namientos sintéticos como en Euclides, o bien con geometŕıa anaĺıtica o también con
trigonometŕıa. En este caṕıtulo presentamos una visión completa de la trigonometŕıa
válida para las tres geometŕıas: la de Euclides o plana, la esférica y la hiperbólica.
Veremos cómo, con métodos semejantes, se pueden demostrar teoremas válidos en
cualquiera de ellas, como el Teorema de Menelao, por ejemplo, en 4.11, 4.21 y 4.29.
Trataremos de formular conceptos trigonométricos generales, cuya única diferencia
sea la representación de acuerdo a la geometŕıa que se esté considerando. En particu-
lar, en este caṕıtulo haremos hincapié en la trigonometŕıa esférica, tema que hace cien
años se estudiaba intensivamente pero que ahora a dejado de ser parte del curriculum
normal, cosa que no es razonable pues, mal que mal, la Tierra es esférica ¿o no? Aśı, la
trigonometŕıa esférica ha jugado un rol importante en áreas como el diseño de mapas
terrestres, la navegación y la astronomı́a.

4.1 Trigonometŕıa Plana

En esta sección revisaremos las fórmulas básicas de trigonometŕıa en un triángulo
y sus aplicaciones en algunos teoremas de geometŕıa plana, para luego estudiar sus
análogos en geometŕıa esférica e hiperbólica en las secciones siguientes. Recordemos
que en un triángulo rectángulo de catetos a, b e hipotenusa c, se definen

cosα =
b

c
, senα =

a

c
, tanα =

a

b
,

y esas definiciones dependen sólo del ángulo α y no del triángulo rectángulo particular
elegido. Por el teorema de Pitágoras se tiene

cos2 α+ sen2 α = 1 (1)

y

cosβ = senα , senβ = cosα , (2)

para β el ángulo complementario de α.

Teorema 4.1. Teorema de los Senos.
En un triángulo ABC cualquiera se tiene

senα

a
=

senβ

b
=

sen γ

c
=

1

2R
, (3)

donde 2R es el diámetro de la circunferencia circunscrita.
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Figura 4.1. Senos

Demostración. Sea O la intersección de las simetrales de los lados, centro de la cir-
cunferencia circunscrita, de radio que denotamos por R. Si el ángulo inscrito ]CAB =
α entonces el ángulo central 6< BOC = 2α. Puesto que 4BOC es isósceles, su altura
OE coincide con la bisectriz: 6< COE = 6< BOE = α. En el triángulo rectángulo
4BOE se obtiene

senα = (a/2)/R = a/2R .

Luego senα/a = 1/2R. �

Teorema 4.2. Teorema de los Cosenos.

a2 = b2 + c2 − 2bc cosα (4) ,

y fórmulas análogas para los lados b y c.

Demostración.

Figura 4.2. Cosenos
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Por el teorema de Pitágoras en 4CDB

a2 = h2 +DB2 = h2 + (c−AD)2 .

Pero h = b senα ,AD = b cosα. Luego

a2 = b2 sen2 α+ c2 − 2bc cosα+ b2 cos2 α

= b2 + c2 − 2bc cosα .

�

Teorema 4.3. Fórmulas para el Ángulo Medio.
Se tiene

cos θ =
1− tan2(θ/2)

1 + tan2(θ/2)
, sen θ =

2 tan(θ/2)

1 + tan2(θ/2)
, (5)

tan(θ/2) =
sen θ

1 + cos θ
. (6)

Demostración. En una circunferencia de centro O y radio 1 dibujamos el ángulo
central θ y el ángulo inscrito θ/2.

Figura 4.3. Angulo medio

Se obtiene OP = cos θ y luego

tan(θ/2) =
sen θ

1 + cos θ
.

Las otras dos fórmulas se obtienen por sustitución de esta expresión en las fracciones
racionales. �
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Teorema 4.4. Fórmulas de Suma.
Se satisfacen las relaciones

sen(θ + ϕ) = sen θ cosϕ+ cos θ senϕ ,

cos(θ + ϕ) = cos θ cosϕ− sen θ senϕ . (7)

Demostración. Es inmediato establecer la fórmula para el área de un triángulo

4 =
1

2
ab sen γ .

Dibujamos ahora un ángulo θ + ϕ y la perpendicular a la semi-recta del medio

Figura 4.4. Fórmula de suma

Entonces las áreas de los dos triángulos rectángulos suman el área de 4OPR

4OPQ+4OQR = 4OPR .

Luego
1

2
OQ ·OP sen θ +

1

2
OQ ·OR senϕ =

1

2
OP ·OR sen(θ + ϕ)

Multiplicando por 2 y dividiendo por OP ·OR se obtiene

OQ

OR
sen θ +

OQ

OP
senϕ = sen(θ + ϕ) ,

y el resultado sigue por definición de coseno. Para la función coseno la fórmula se
obtiene por

cos(θ + ϕ) = sen(π/2− θ − ϕ)

y aplicando lo anterior. �
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4.1.1 El Conjunto de las Fórmulas

En esta sección veremos que toda fórmula trigonométrica en el triángulo es conse-
cuencia de una sola de ellas. Este es un hecho significativo, como equivaldŕıa a decir
que todas las leyes de la f́ısica provinieran de tan solo una (hecho que ciertamente no
estamos afirmando). Primero observamos que en un triángulo ABC podemos suponer,
salvo por un cambio de escala, que el diámetro de la circunferencia circunscrita es 1,
es decir, que 2R = 1. Mantendremos esta suposición por el resto de este sección. Con
esto, el teorema de los senos implica que los lados son función de los ángulos pues

a = senα , b = senβ , c = sen γ .

Definimos seis variables reales

x1 = cosα , x2 = cosβ , x3 = cos γ ,

y1 = senα , y2 = senβ , y3 = sen γ .

y debemos encontrar las ecuaciones satisfechas en R6. Primero se tiene las relaciones

x2
i + y2

i = 1 , i = 1, 2, 3 , (8)

y, en principio, sólo hará falta una ecuación más, para definir el conjunto de dimensión
real 2 que corresponde a los triángulos con 2R = 1.

Lema 4.5. Las fórmulas de suma se expresan por

x3 = y1y2 − x1x2 , y3 = y1x2 + y2x1 , (9)

y ecuaciones similares por permutación ćıclica de los ı́ndices 1,2,3.

Demostración.

x3 = cos γ = cos(π − (α+ β)) = − cos(α+ β) = senα senβ − cosα cosβ

y3 = sen γ = sen(π − (α+ β)) = − sen(α+ β) = senα cosβ − senα cosβ

�

Lema 4.6. La fórmula del coseno se expresa por

y2
3 = y2

1 + y2
1 − 2y1y2x3 , (10)

y fórmulas similares por permutación de los ı́ndices. Estas fórmulas son consecuencia
de las fórmulas de suma anteriores.

Demostración. Tenemos que c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ se escribe

sen2 γ = sen2α+ sen2β − 2 senαsenβ cos γ .

Verifiquemos que esta fórmula es consecuencia de las fórmulas del Lema 1:

y2
3 = (y1x2 + y2x1)2 = y2

1x
2
2 + y2

2x
2
1 + 2y1y2x1x2 = y2

1(1− y2
2) + y2

2(1− y2
1) + 2y1y2x1x2

= y2
1 + y2

2 − 2y1y2(y1y2 − x1x2) = y2
1 + y2

2 − 2y1y2x2 .

�
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Lema 4.7. Se definen los números complejos zj = xj + iyj , j = 1, 2, 3. Entonces
|zj | = 1 y

z1z2z3 = −1 . (11)

Esta identidad es equivalente a las fórmulas de suma.

Demostración. Tenemos que

z1z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2) = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1)

= −x3 + iy3 = −z̄3 = −1/z3 .

�

Teorema 4.8. Toda fórmula trigonométrica en el triángulo es consecuencia de la
identidad única

cosα cosβ cos γ = −1 + cosα senβ sen γ + cosβ senα sen γ + cos γ senα senβ . (12)

Demostración. En el producto z1z2z3 la parte real es igual a

x1x2x3 − x3y1y2 − x1y3y2 − x2y1y3 .

Si esta expresión es igual a −1 entonces, puesto que |z1z2z3| = 1 se sigue que z1z2z3 =
−1. De alĺı entonces se deducen las fórmulas de suma y el teorema de los cosenos.

Aún aśı, en este teorema estamos usando las relaciones (8). Para reducirnos a una
sola fórmula, usaremos las de la tangente del ángulo medio. Definimos la transforma-
ción birracional

x1 =
1− x2

1 + x2
, y1 =

2x

1 + x2
, x =

y1

1 + x1
,

x2 =
1− y2

1 + y2
, y2 =

2y

1 + y2
, y =

y2

1 + x2
,

x3 =
1− z2

1 + z2
, y3 =

2z

1 + z2
, z =

y3

1 + x3
. (13)

�

Teorema 4.9. En R3 la variedad que corresponde por (13) a las fórmulas trigo-
nométricas es la cuádrica

xy + yz + zx = 1 . (14)

Es un hiperboloide de revolución de dos hojas.

Demostración. Tenemos que

x1x2x3 = −1 + x3y1y2 + x1y3y2 + x2y1y3

se escribe usando (13) como

(1−x2)(1−y2)(1−z2) = (1+x2)(1+y2)(1+z2)+(1−z2)4xy+(1−x2)4zy+(1−y2)4xz ,
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luego

1 + x2y2 + y2z2 + z2x2 = 2(xy + yz + xz − x2yz − y2xz − z2xy)

o sea,

z2(x+ y)2 + 2z(x+ y)(xy − 1) + (xy − 1)2 = 0 ,

lo cual se reduce a

[z(x+ y) + (xy − 1)]2 = 0 .

�

Observación 1. Esta última fórmula z = 1−xy
x+y equivale a tan(γ/2) = 1/ tan(α+β

2 ).

Observación 2. Que toda fórmula trigonométrica se deduzca de (14) significa que
una fórmula

f(cosα, . . . , sen γ) = 0

se escribe, usando (13), como

f(x, y, z) = 0 .

Entonces existirá un polinomio p(x, y, z) tal que

f = (xy + yz + xz − 1)p .

Observación 3. El cambio de variables

u =
1

2
x+

1

2
y + z , x = u+ v − w

v =
1

2
x− 1

2
y , y = u− v − w

w = z , z = w

lleva (14) en el hiperboloide

u2 − v2 − w2 = 1 .

Puesto que los lados a, b, c están determinados por los ángulos pues 2R = 1, el hi-
perboloide puede ser visto como la variedad de todos los triángulos en el plano. Los
triángulos rectángulos corresponden, por ejemplo, a la mitad de una hipérbola

u2 − v2 = 2 .
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Figura 4.5. Circunferencia inscrita

4.1.2 Teoremas de Geometŕıa

Veremos ahora varios teoremas de geometŕıa clásica que tienen análogos en geometŕıa
esférica e hiperbólica, y que se demuestran usando fórmulas de trigonometŕıa.

Teorema 4.10. (Radio de la Circunferencia Inscrita) Si r es el radio de la circun-
ferencia inscrita y s = (a+ b+ c)/2 es el semi-peŕımetro del triángulo, entonces

r = (s− a) tan(α/2) = (s− b) tan(β/2) = (s− c) tan(γ/2) .

Demostración.
Puesto que las dos tangentes desde un punto a una circunferencia determinan seg-
mentos de igual longitud, obtenemos los segmentos de longitudes x, y, z como en la
figura. Pero

x+ y = c , y + z = a , z + x = b .

Luego

x = (b+ c− a)/2 , y = (c+ a− b)/2 , z = (a+ b− c)/2 .
En uno de los triángulos rectángulos se tiene

tan(α/2) = r/x ,

de donde se deduce la fórmula. �

En el siguiente teorema usaremos la notación |PQ|∗ para denotar la distancia
dirigida, de modo que |PQ|∗ = −|QP |∗. Cuando tres puntos P,Q,R son colineales,
podemos expresar los segmentos dirigidos entre ellos en términos de las coordenadas
p, q, r sobre la recta. Aśı, |PQ|∗ = q − p y |QR|∗ = r − q.
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Teorema 4.11. Teorema de Menelao.
Sea l una recta que no pasa por los vértices de 4ABC. Sea P la intersección de l con
AB, Q la intersección de l con BC, y R la intersección de l con CA. Entonces

|AR|∗

|RB|∗
· |BP |

∗

|PC|∗
· |AP |

∗

|PB|∗
· |BQ|

∗

|QC|∗
· |CR|

∗

|RA|∗
= −1 .

Figura 4.6. Menelao

Demostración. Expresar estas razones signadas en términos de las coordenadas en
una recta AB:

|AX|∗

|XB|∗
=
x− a
b− x

.

Luego |AX|
∗

|XB|∗ > 0 si X está entre A y B, y |AX|
∗

|XA|∗ < 0 si X está fuera de AB.

El producto de las razones debe ser negativo pues un punto, P en la figura,
está fuera mientras que dos están en el interior, o bien los tres estarán fuera. En la de-
mostración trabajaremos con los valores absolutos de los segmentos y bastará demos-
trar que el producto de los valores absolutos es 1. En los triángulos4APR,4BPQ,4CRQ
se tiene, respectivamente,

sen]APR
AR

=
sen]ARP

AP
,

sen]BPQ
BQ

=
sen]BQP

BP
,

sen]CQR
CR

=
sen]CRQ

CQ
.

Entonces, en valores absolutos,

AP

PB
· BQ
QC
· CR
RA

=
AP

AR
· BQ
BP
· CR
CQ

=

sen]ARP
sen]APR

· sen]BPQ
sen]BQP

sen]CQR
sen]CRQ

=
sen]BPQ
sen]APR

· sen]CQR
sen]BQP

· sen]ARP
sen]CRQ

.
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Cada una de las razones es 1, pues

]APR = ]BPQ , ]BQP = ]CQR , ]ARP = π − ]CRQ .

�

Teorema 4.12. Rećıproco del Teorema de Menelao.
Si P,Q,R son puntos en AB,BC,CA respectivamente tales que

|AP |∗

|PB|∗
· |BQ|

∗

|QC|∗
· |CR|

∗

|RA|∗
= −1 ,

entonces P,Q,R están en una misma recta l.

Demostración. Si una razón es negativa y dos positivas estaremos en la situación
de la figura anterior. La recta por RQ intersecta, por el Teorema de Menelao, al lado
AB en un punto P ′ tal que el producto de razones es −1. Entonces AP ′/P ′B queda
determinado e igual a AP/PB. Entonces P = P ′. �

Teorema 4.13. Teorema de Ceva.
Sean P,Q,R tres puntos en los lados BC,AC y AB de un triángulo ABC. Entonces
las rectas AP,BQ,CR concurren en un mismo punto x si y solo si

|AR|∗

|RB|∗
· |BP |

∗

|PC|∗
· |CQ|

∗

|QA|∗
= 1 .

Demostración. Supongamos que las tres rectas concurren en x. Por el Teorema de
Menelao en 4APC y transversal BXQ

|PB|
|CB|

· |QA|
|QC|

· |XP |
|XA|

= 1 .

Por el Teorema de Menelao en 4APB y transversal CXR

|CP |
|CB|

· |XA|
|XP |

· |RB|
|RA|

= 1
|RA|
|RB|

· |CB|
|CP |

· |XA|
|XP |

= 1 .

Multiplicando estas expresiones y cancelando los elementos comunes se obtiene

|AR|
|RB|

· |BP |
|PC|

· |CQ|
|QA|

= 1 ,

pero, dadas las intersecciones internas como en la figura las razones son positivas
y el producto es +1. Si x está en otra posición, dos de las razones serán negativas
manteniéndose el producto positivo.

El rećıproco se establecerá observando que si x, determinado por AP y BQ,
determina CR′ entonces la razón AR′/R′B tendrá que ser igual a AR/RB y, por lo
tanto, R = R′. �
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Figura 4.7. Ceva

Teorema 4.14. Teorema de Steward.
En el triángulo ABC sea D un punto en el lado (interno) BC. Si AD = d,BD = m
y DC = n entonces

a(d2 +mn) = mb2 + nc2 .

En particular si D es el punto medio de BC

d2 = (2b2 + 2c2 − a2)/4 .

Demostración. Por el Teorema de Cosenos en 4ADB
c2 = d2 +m2 − 2dm cos]ADB .

Por el Teorema de Cosenos en 4ADC
b2 = d2 + n2 − 2dn cos]ADC = d2 + n2 + 2dn cos]ADB .

Luego
nc2 +mb2 = (n+m)d2 +m2n+ n2m.

Puesto que n+m = a, se obtiene la fórmula. �

Ejercicios 4.15.

1. En un triángulo ABC demuestre la identidad

1− 2 cosα cosβ cos γ = cos2 α+ cos2 β + cos2 γ .

2. En un triángulo no rectángulo se cumple la identidad

tanα+ tanβ + tan γ = tanα tanβ tan γ .

3. Escriba la fórmula de suma (9) usando la transformación biracional (13) en térmi-
nos de x, y, z.

4. Escriba el Teorema de Cosenos (10) usando la transformación biracional (13) en
términos de x, y, z.
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Figura 4.8. Steward

5. Demuestre que el Teorema de Steward se extiende

a) si D está más allá de C : a(d2 −mn) = mb2 − nc2;

b) si D está más allá de B : a(d2 −mn) = nc2 −mb2.
6. Demuestre que la longitud de la bisectriz del ángulo γ en un triángulo ABC es

igual a √
ab

a+ b

√
(a+ b− c)(a+ b+ c) .

7. Demuestre el Teorema de Steiner-Lehmus: Si en un triángulo dos de las bisectrices
tienen igual longitud, entonces el triángulo es isósceles.

8. Utilizando el Teorema de Ceva demuestre que

a) las tres transversales de gravedad concurren en un punto;

b) Las tres alturas concurrren en un punto;

c) Las tres bisectrices concurren en un punto.
9. Dados dos puntos P1 = (x1, y1) y P2 = (x2, y2) y una recta ax + by + c = 0 que

intersecte a la recta P1P2 en el punto Q, calcule la razón

P1Q/QP2 .

Deduzca otra demostración del Teorema de Menelao.
10. Sean P,Q,R los puntos en que una recta corta a los lados BC,CA,AB respecti-

vamente de un triángulo. Sean
h1 la homotecia de centro P que lleva C en B,
h2 la homotecia de centro R que lleva B en A,
h3 la homotecia de centro Q que lleva A en C.

a) Encuentre las razones de las homotecias.

b) Calcule h3 ◦ h2 ◦ h1.
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4.2 Trigonometŕıa Esférica

La teoŕıa y las fórmulas que se desarrollan en esta sección tienen una doble finalidad.
Primero, es un tema que no forma parte de los curŕıculos actuales y que, sin embargo,
es claramente importante pues la geometŕıa de la esfera es en cierto sentido más real
que la euclideana del plano. Segundo, y es ésta la principal intención aqúı, las fórmulas
de la trigonometŕıa hiperbólica son iguales a las de trigonometŕıa en una esfera de
radio

√
−1.

4.2.1 Geometŕıa de la Esfera

Consideramos como modelo la esfera unitaria en R3

S2 = {(x, y, z)|x2 + y2 + z2 = 1} .

Un plano que pasa por el origen intersecta a la esfera en una circunferencia
máxima, y son estas circunferencias máximas las rectas en esta geometŕıa. Por dos
puntos A y B de la esfera pasará una única tal recta, intersección del plano por
el origen y esos dos puntos con la esfera. Esta circunferencia máxima se encuentra
dividida en dos arcos, uno de longitud mayor que π y el otro menor que π. En lo que

sigue el arco
_

AB representa aquel arco de circunferencia de longitud menor que π, o
a lo sumo igual a π si A y B son opuestos por un diámetro. Tres puntos A,B y C que
no están diametralmente opuestos determinan un triángulo esférico que tiene estos

puntos como vértices y lados los arcos
_

BC,
_

CA,
_

AB de longitudes a = |BC|, b = |CA|
y c = |AB| respectivmaente. Hemos decidido mantener la misma notación que en el
Caṕıtulo 1 para denotar a la distancia entre puntos, en el entendido de que ahora
nos referimos la distancia esférica, es decir, al largo del arco circular que une los dos
puntos medido sobre la esfera. Como la esfera tiene radio 1, la longitud a = |BC|
será igual a la medida en radianes del ángulo ]BOC. La medida del ángulo en A,
denotada por Â, es el ángulo entre los dos planos BOA y COA; corresponde al ángulo
formado por esos dos planos con el plano ortogonal a ellos, que es el plano ortogonal
a la recta OA que pasa por A. Esa medida será entonces igual al ángulo formado por

las dos rectas tangentes a los arcos
_

AB y
_

AC. Los vértices A,B y C determinan junto
al origen O un triedro de caras AOB,BOC,COA. Puesto que al inclinar un plano
ortogonal a dos planos el ángulo disminuye, resulta que un plano cualquiera intersecta
a las caras en un triángulo plano, de suma angular π. Resulta entonces, que en un
triángulo esférico Â + B̂ + Ĉ > π. Se llama exceso esférico E a la cantidad definida
por

2E = Â+ B̂ + Ĉ − π ,

y peŕımetro naturalmente a

2p = a+ b+ c .
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Figura 4.9. Un triángulo esférico

4.2.2 Principio de Dualidad

Dado un triángulo esférico ABC, el plano OAB divide al espacio en dos semiespacios
y a la esfera en dos hemisferios. La recta por O ortogonal al plano determina dos
polos; se llama polo del lado AB a aquel polo C ′ que está en el mismo hemisferio que
el vértice C. Se define aśı un triángulo A′B′C ′ llamado triángulo polar del triángulo
ABC. El triángulo polar de A′B′C ′ es ABC. Si consideramos dos planos AOB y
AOC el ángulo A estará determinado por los vectores ortogonales a los planos. Esos

vectores, convenientemente orientados , determinan el arco
_

C ′B′ de longitud a′. Luego,
se tienen las fórmulas duales

a′ = π − Â, b′ = π − B̂, c′ = π − Ĉ ,
Â′ = π − a, B̂′ = π − b, Ĉ ′ = π − c .

Supongamos que hemos establecido una fórmula

f(a, b, c, Â, B̂, Ĉ)

válida en todo triángulo esférico, entonces será válida la fórmula

f(a′, b′, c′, Â′, B̂′, Ĉ ′) ,

es decir
f(π − Â, π − B̂, π − Ĉ, π − a, π − b, π − c)

se cumplirá también. Ésta es una fórmula que se obtiene reemplazando los lados por
los suplementos de los ángulos y los ángulos por los suplementos de los lados. Como
ejemplo, puesto que

Â+ B̂ + Ĉ > π

entonces también (π − a) + (π − b) + (π − c) > π, y luego

a+ b+ c < 2π.
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4.2.3 Área de un Triángulo Esférico

Consideramos dos planos por el origen que se intersectan en dos puntos A y A∗ con la
esfera y que tienen un ángulo α. Se obtiene un sector angular en la esfera. Puesto que el
área de la esfera es 4π, y corresponde a un ángulo α = 2π, se sigue proporcionalmente
que el área de un sector angular α es 2α. Para un triángulo esférico, se obtienen
sectores angulares y sus opuestos que conjuntamente cubren la esfera, pero pasando
tres veces por el triángulo ABC y tres por A∗B∗C∗ (de igual área). Luego, si 4 es el
área del triángulo esférico ABC

4π = 4Â+ 4B̂ + 4Ĉ − 44 .
Entonces

4 = Â+ B̂ + Ĉ − π = 2E .

Figura 4.10. Sector angular

4.2.4 Fórmulas Trigonométricas en el Triángulo Rectángulo

Consideramos un triángulo esférico ABC con Ĉ = π/2. Unimos los vértices A,B y C

con el centro de la esfera y desde A trazamos el plano ortogonal al lado
_

OC.
Observamos entonces varios triángulos rectángulos euclideos: 4EDA rectángu-

lo en D, 4OED rectángulo en E, y 4ODA rectángulo en D. Además ]AOD =
b, ]DOE = a, ]DEA = B. Obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.16. En un triángulo esférico recto en C se tienen las fórmulas

i) sen B̂ = sen b/ sen c;

ii) cos B̂ = tan a/ tan c;

iii) cos Ĉ = cos a cos b.
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Figura 4.11. Un triángulo esférico rectángulo

Demostración. En el triángulo 4DEA se tiene

|OE| = cos c , |EA| = sen c ,

pues el largo de
_

OA es 1. Aśı mismo, en el triángulo 4ODA se tiene

|OD| = cos b , |DA| = sen b ,

mientras que en el triángulo 4OED se obtiene entonces

cos a = cos c/ cos b , (c)

en el triángulo 4EDA
sen B̂ = sen b/ sen c (a)

y puesto que |ED| = tan a cos c,

cos B̂ = tan a cos c/ sen c . (b)

�

4.2.5 Fórmulas Fundamentales de la Trigonometŕıa Esférica

Deduciremos los teoremas de senos y cosenos con una construcción similar a la efec-

tuada en un triángulo eucĺıdeo. En un triángulo esférico trazamos la altura
_

CD de
largo h.

Teorema 4.17. Teorema de los Senos.
Se tiene

sen Â

sen a
=

sen B̂

sen b
=

sen Ĉ

sen c
.
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Figura 4.12. Un triángulo esférico rectángulo

Demostración. Por la fórmula (a) del teorema anterior se obtiene

sen Â =
senh

sen b
,

sen B̂ =
senh

sen a
.

Dividiendo ambas expresiones se obtiene el resultado. �

Teorema 4.18. Teorema de los Cosenos.
Se tiene

cos a = cos c cos b+ sen b sen c cos Â .

Demostración. Por la fórmula (c) del teorema anterior se tiene

cos a = cosh cos(c− x) ,

cos b = cosh cosx .

Luego
cos a

cos b
=

cos c cosx+ senx senx

cosx
= cos c+ sen c tanx .

Pero por la fórmula (b), cos Â = tanx/ tan b, y reemplazando tanx en la última
expresión tenemos

cos a

cos b
= cos c+ sen c cos Â

sen b

cos b
,

lo que demuestra la fórmula. Efectuando permutaciones ćıclicas en la fórmula se
tendrá entonces

cos a = cos b cos c+ sen b sen c cos Â ,
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cos b = cos c cos a+ sen c sen a cos B̂ ,

cos c = cos a cos b+ sen a sen b cos Ĉ ,

y, por el principio de dualidad, reemplazando a por π − Â, etc., se obtiene

cos Â = cos B̂ cos Ĉ + sen B̂ sen Ĉ cos a ,

cos B̂ = cos Ĉ cos Â+ sen Ĉ sen Â cos b ,

cos Ĉ = cos Â cos B̂ + sen Â sen B̂ cos c .

El primer grupo de fórmulas permite decir que los (cosenos de) ángulos están deter-
minados por los lados. El segundo grupo de fórmulas permite decir que los (cosenos
de) lados están determinados por los ángulos. �

4.2.6 Teoremas de Geometŕıa Esférica

Veremos ahora, cómo los teoremas anteriormente vistos en geometŕıa euclidiana tienen
análogos en geometŕıa esférica.

Teorema 4.19. Radio de la Circunferencia Inscrita.
Si r es el radio de la circunferencia inscrita en un triángulo esférico y s = (a+b+c)/2
es el semi-peŕımetro entonces

tan(r) = sen(s− a) tan(Â/2) = sen(s− b) tan(B̂/2) = sen(s− c) tan(c/2) .

Demostración. Tal como en el caso eucĺıdeo, es sencillo encontrar que la bisectriz
de un ángulo esférico es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los lados
del ángulo. (Dado un punto y un arco máximo, existen dos arcos por el punto que
son ortogonales al arco dado: el menor de ellos es la distancia). Las tres bisectrices
se intersectan, por lo tanto, en un solo punto que está a distancia r de los tres lados.
Sean, como antes, x, y, z los arcos desde A,B,C a los puntos de tangencia E,F,G de
la circunferencia inscrita con los lados del triángulo esférico.

Podremos obtener de igual forma x = s− a, y = s− b, z = s− c. En el triángulo
4AEI aplicamos las fórmulas demostradas anteriormente para un triángulo esférico
rectángulo y obtenemos

tan(Â/2) = sen(Â/2)/ cos(Â/2) ,

=
sen(r)

sen(e)

tan(e)

tan(x)
.

Puesto que
cos(e) = cos(r) cos(x) ,

esto se reduce a
tan(r)/ sen(x) ,

que equivale a lo afirmado. �
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Figura 4.13. Menelao esférico

Teorema 4.20. Teorema de Menelao.
Sea Γ un ćırculo máximo que no pasa por los vértices de un triángulo esférico ABC.

Sean P la intersección de Γ con
_

AB, Q la intersección de Γ con
_

BC, y R la inter-

sección de Γ con
_

CA. Entonces

sen |AP |
sen |PB|

· sen |BQ|
sen |QC|

· sen |CR|
sen |RA|

= −1 .

Demostración. Primero precisamos que sen |AP | > 0 para P a la derecha de A,
hasta llegar al punto diametralmente opuesto donde se anula, y sen |AP | < 0 para P
a la izquierda de A. Aśı la razón

sen |AP |
sen |PB|

> 0

para P entre A y B, y será negativa en caso contrario. En las tres razones del teorema
dos son positivas y una negativa o bien las tres son negativas tal como en el caso
eucĺıdeo. Demostraremos el teorema en el primer caso, como se muestra en la figura
adjunta.

Por el teorema de los senos en el triángulo 4APR,

sen |AP |
sen R̂

=
sen |AR|

sen P̂
,

luego

sen |AP |
sen |AR|

=
sen R̂

sen P̂
.

Por la misma razón en los triángulos BPQ y CRQ

sen |PB|
sen Q̂

=
sen |QB|

sen P̂
,
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Figura 4.14. Configuración esférica

luego

sen |QB|
sen |PB|

=
sen P̂

sen Q̂
,

sen |QC|
sen R̂

=
sen |RC|

sen Q̂
,

por lo que

sen |RC|
sen |QC|

=
sen Q̂

sen R̂
.

El resultado se obtiene al multiplicar las últimas tres razones a la derecha, observando
que sen |AR| = − sen |RA|, sen |QB| = − sen |BQ|, y sen |RC| = − sen |CR|.

�

Teorema 4.21. Rećıproco del Teorema de Menelao.

Sean P,Q,R puntos en
_

AB,
_

BC,
_

CA respectivamente tales que

sen |AP |
sen |PB|

· sen |BQ|
sen |QC|

· sen |CR|
sen |RA|

= 1 .

Entonces los tres puntos están en un ćırculo máximo.

Demostración. El ćırculo máximo por Q y R intersecta a
_

AB en un punto P

con razón determinada, pero la pregunta es si la razón sen |AP |
sen |PB| determina un úni-

co punto en
_

AB. Para ello, primero observamos que |AB| < π en todo triángulo
y luego |AP | o |PB| es menor que π/2. Supongamos que 0 < |AP | < π/2. Con
sen |AP | = x, sen |AB| = a y r el valor de la razón, se obtiene la ecuación

x

sen(|AB| − |AP |)
=

x

a
√

1− x2 − x
√

1− a2
= r .
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Esta ecuación tiene la solución positiva

x =
ar√

1 + 2r
√

1− a2 + r2
,

y menor que 1, si se analiza con cuidado. Pero dado x, sen |AP | = x tiene una solución
única 0 < |AP | < π/2.

�

Teorema 4.22. Teorema de Ceva.

Sean P,Q,R puntos en los lados
_

BC,
_

AC y
_

AB de un triángulo ABC. Entonces los
ćırculos máximos por A,P , por B,Q y por C,R concurren en un mismo punto X si
y solo si

sen |AR|
sen |RB|

sen |BP |
sen |PC|

sen |CQ|
sen |QA|

= 1 .

Demostración. Supongamos que las tres rectas concurren en X. Por el teorema de
Menelao en 4APC y transversal BXQ∣∣∣∣ sen |PB|

sen |CB|
· sen |QA|

sen |QC|
· sen |XP |

sen |XA|

∣∣∣∣ = 1 .

Por Menelao en 4APB y transversal CXR,∣∣∣∣ sen |RA|
sen |RB|

· sen |CB|
sen |CP |

· sen |XA|
sen |XP |

∣∣∣∣ = 1 .

Multiplicando estas dos expresiones se obtiene∣∣∣∣ sen |RA|
sen |RB|

· sen |BP |
sen |PC|

· sen |CQ|
sen |QA|

∣∣∣∣ = 1 .

Dadas las intersecciones, como por ejemplo, en la figura anterior, las razones son
positivas y el producto es 1. El rećıproco se establece tal como en el teorema de

Menelao pues la razón sen |AR|/ sen |RB| determina un único punto en
_

AB.
�

Teorema 4.23. Teorema de Steward
En un triángulo ABC sea D un punto en el lado (interno) BC. Si |AD| = d, |BD| =
m y |DC| = n entonces

senα cos d = senm cos b+ senn cos c .

En particular si D es el punto medio de
_

BC

cos d = (cos b+ cos c)/2 cos(a/2) .
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Figura 4.15. Ceva esférico

Demostración. Por el Teorema de los Cosenos en 4ABD
cos c = cos d cosm+ sen d senm cos]ADB .

Por el mismo teorema en 4ADC
cos b = cos d cosn+ sen d senm cos]ADC = cos d cosn− sen d senn cos]ADB .

Obtenemos entonces

senn cos c+ senm cos b = cos d(cosm senn+ cosn senm)

= cos d sen(n+m) = cos d sen a .

Figura 4.16. Steward esférico

�
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Teorema 4.24. Teorema de Steward.

En un triángulo ABC sea D un punto en el lado (interno)
_

BC. Si ]BAD = µ,]DAC =
ν]ADB = δ, entonces

sen Â cos δ = cos Ĉ senµ− cos B̂ sen ν .

En particular si
_

AD es la bisectriz del ángulo Â entonces

cos δ = (cos Ĉ − cos B̂)/2 cos(Â/2) .

Demostración. Por el teorema dual del teorema de cosenos en 4ADB

cos B̂ = − cosµ cos δ + senµ sen δ cos |AD| ,
y, de igual forma, en 4ADC

cos Ĉ = + cos ν cos δ + sen ν sen δ cos |AD| .
Obtenemos

cos B̂ sen ν − cos Ĉ senµ = −(cosµ sen ν + cos ν senµ) cos δ

= − sen Â cos δ .

Figura 4.17. Lado interno

�

Ejercicios 4.25.

1. Demuestre las fórmulas siguientes para vectores en R3

(~a×~b) · ~c = ~a · (~b× ~c) , ~a× (~b× ~c) = (~a · ~c)~b− (~a ·~b)~c ,

(~a×~b)× (~a× ~c) = (~a · (~b× ~c))~a .
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2. Si ~a,~b,~c son vectores unitarios desde el centro O de la esfera unidad a puntos

A,B,C, demuestre que calculando (~a × ~b) · (~a × ~c) de dos maneras distintas se

obtiene el teorema de cosenos. De igual forma ‖(~a×~b)× (~a×~c)‖ expresado como
seno del ángulo por las longitudes de los vectores demuestra el teorema de senos.

3. Encuentre los teoremas de senos y cosenos en una esfera de radio R
4. ¿Qué se obtiene al hacer R→ +∞ en las fórmulas del ejercicio 3?
5. Para calcular la distancia entre dos ciudades A,B en la esfera terrestre, construya

un triángulo ABN donde N es polo norte y utilice el Teorema de Cosenos.
6. La longitud se mide en ángulos al Oeste o Este del meridiano de Greenwich y varia

entre 0◦ y 180o. La latitud se mide en ángulos al Norte o Sur del Ecuador y vaŕıa
entre 0◦ y 90o. Se conocen los datos
a) Talca: 35o26’S – 71o40Ó ;

b) Paŕıs: 48o54Ñ – 2o45É ;

c) Londres: 51o30Ñ – 0o07Ó .

Si el radio de la Tierra es 6.320 km. calcule las distancias de Talca a Paŕıs y de
Talca a Londres.

7. Demuestre que el Teorema de Steward se extiende
a) si D está más allá de C entonces

sen a cos d = sen(a+ n) cos b− senn cos c ;

b) si D está más allá de B entonces

sen a cos d = sen(a+m) cos c− senm cos b .

8. Demuestre que si f es la longitud de la bisectriz del ángulo C en el triángulo ABC
entonces

cos f =
1 + cos Ĉ

sen Ĉ

cos Â+ cos B̂

sen Â+ sen B̂
.

4.3 Trigonometŕıa Hiperbólica

Veremos en esta sección las fórmulas de trigonometŕıa válidas para triángulos en el
semi-plano superior o equivalentemente en el disco unidad. Las fórmulas de trigono-
metŕıa esférica, tal como el teorema de cosenos en una esfera de radio R

cos Â = − cos B̂ cos Ĉ + sen B̂ sen Ĉ cos(a/R) ,

por ejemplo, dan al reemplazar formalmente R = i

cos Â = − cos B̂ cos Ĉ + sen B̂ sen Ĉ cosh(α) ,

pues cos(ix) = cosh(x). Esta fórmula tiene el sentido que Â, B̂, Ĉ son los ángulos
euclidianos o hiperbólicos y que a es la longitud hiperbólica del lado opuesto a A.
Esta fórmula necesita, sin embargo, una demostración que procederemos a relizar;
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previo a ello recordamos las fórmulas para distancias. En el semi-plano superior H el
elemento de distancia es

ds =
|dz|
Imz

,

y la distancia hiperbólica de P = ia a Q = ib con b > a es

d(ia, ib) = log(b/a) .

En el disco unidad D la fórmula para el elemento de distancia es

ds =
2|dz|

1− |z|2
,

y la distancia de un punto z al origen es

d(0, z) = log
1 + |z|
1− |z|

.

Esta relación entre la distancia eudlidiana, |z|, y la distancia hiperbólica, d, al origen,
se puede escribir también como

tanh(d/2) = |z| ,
o bien

cosh(d) =
1 + |z|2

1− |z|2
.

Para dos puntos z, w cualquiera

d(z, w) = log
1 + λ

1− λ
con

λ =

∣∣∣∣ z − w1− z̄w

∣∣∣∣ .
Teorema 4.26. En un triángulo hiperbólico rectángulo ABC con γ = π/2 se tienen
las identidades

i) cosh(c) = cosh(a) cosh(b) (Pitágoras hiperbólico);

ii) sen(α) =
senh(a)

senh(c)
;

iii) cos(α) =
cosh(a) senh(b)

senh(c)
.

Demostración. Por un movimiento isométrico podemos llevar C al origen en D, A
a un punto x real, B a un punto iy, y real. Por la relación recién observada entre las
distancias hiperbólicas y euclideanas

cosh b =
1 + x2

1− x2
, cosh a =

1 + y2

1− y2
, cosh c =

1 + λ2

1− λ2
,

con

λ =

∣∣∣∣ x− iy1− xiy

∣∣∣∣ .
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Figura 4.18. Pitágoras hiperbólico

Puesto que λ2 = (x2 + y2)/(1 + x2y2) la fórmula de Pitágoras se verifica fácilmente.
Para establecer las identidades ii), iii) trasladamos A al origen por la trasnformación

x− z
1− xz

,

obteniéndose el triángulo ABC con B = x−iy
1−ixy .

Figura 4.19. Sumas y coordenadas

Puesto que

B =
x(1 + y2) + iy(x2 − 1)

1 + x2y2

se obtiene

tan(α) = −y(1− x2)

x(1 + y2)
.

Pero
1− x2

x
=

1− tanh2(b/2)

tanh(b/2)
=

cosh2(b/2)− senh2(b/2)

senh(b/2) cosh(b/2)
=

2

senh(b)
,
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− y

1 + y2
=

1

2
tanh(a) ,

de donde

tan(α) =
tanh(a)

senh(b)
.

De alĺı es sencillo obtener las fórmulas para seno y coseno. �

Teorema 4.27. Teorema de los Senos.
En un triángulo hiperbólico ABC se tiene

sen(α)

senh(a)
=

sen(β)

senh(b)
=

sen(γ)

senh(c)
.

Demostración. Tracemos desde C la altura CD de longitud d.

Figura 4.20. Senos hiperbólicos

Por la fórmula ii) anterior en cada triángulo rectángulo se tiene

sen(α) =
senh(d)

senh(b)
,

sen(β) =
senh(d)

senh(a)
,

de donde la conclusión. �

Teorema 4.28. Teorema de Cosenos I.
En un triángulo hiperbólico ABC

cosh(a) = cosh(c) cosh(b)− senh(c) senh(b) cos(x) ,

y fórmulas análogas por permutación de los lados y ángulos.

Demostración. En la figura anterior del teorema de los senos sea x la longitud de
AD, e y la longitud de DB. En BCD,

cosh(a) = cosh(d) cosh(y) ,
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y en ADC,

=
cosh(b) cosh(y)

cosh(x)
=

cosh(b)

cosh(x)
cosh(c− x)

=
cosh(b)

cosh(x)
(cosh(c) cosh(x)− senh(c) senh(x))

= cosh(b) cosh(c)− senh(c)

(
senh(x)

cosh(x)

)
cosh(b) .

Pero en ADC,

cos(α) =
cosh(d) senh(x)

senh(b)
,

luego

cos(α) senh(b) = cosh(d) senh(x) =

(
senh(x)

cosh(x)

)
cosh(b)

por Pitágoras. �

Teorema 4.29. Teorema de Cosenos II.
En un triángulo hiperbólico ABC

cosα = − cosα cosβ + senα senβ cosh c .

Demostración Siempre refiriéndonos a la figura del teorema de los senos, sean γ′ =
]ACD , γ′′ = ]BCD. Entonces

cos(γ) = cos(γ′ + γ′′) = cos(γ′) cos(γ′′)− sen(γ′) sen(γ′′)

=
cosh(x) cosh(y) senh2(d)

senh(a) senh(b)
− senh(x) senh(y)

senh(a) senh(b)
.

Por otra parte

− cosα cosβ + senα senβ cosh(c) = −cosh2(d) senh(x) senh(y)

senh(a) senh(b)
+

senh2(d) cosh(c)

senh(a) senh(b)
,

y la igualdad resulta por verificación directa pues

cosh2(d)− senh2(d) = 1 ,

cosh(c) = cosh(x) cosh(y)+senh(x) senh(y) . �
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4.3.1 Teoremas de Geometŕıa Hiperbólica

Completamos ahora los teoremas vistos en geometŕıa euclidiana y esférica en el caso
hiperbólico.

Teorema 4.30. Radio de la Circunferencia Inscrita.
Si r es el radio de la circunferencia inscrita en un triángulo hiperbólico y s = (a +
b+ c)/2 es el semi peŕımetro entonces

tanh(r) = senh(s− a) tan(α/2) = senh(s− b) tan(β/2) = senh(s− c) tan(γ/2) .

Demostración. Si consideramos un ángulo con vértice en O en el disco unidad, la
bisectriz del ángulo es claramente el lugar geométrico de los puntos que equidistan
de los lados del ángulo (por simetŕıa respecto a esa bisectriz un arco ortogonal a
un lado corresponde al otro arco). Las tres bisectrices se intersectan en el punto que
equidista de los tres lados. Sean entonces x, y, z los arcos desde A,B,C a los puntos de
tangencia E,F,G de la circunferencia inscrita (el centro de la circunferencia inscrita
no es el euclideano).

Figura 4.21. Circunferencia inscrita hiperbólica

Para esas longitudes hiperbólicas se obtiene x = s − a, y = s − b, z = s − c. En el
triángulo rectángulo AEI se tendrá

tan(α/2) =
sen(α/2)

cos(α/2)
=

senh(r)

senh(e)

senh(e)

cosh(r) senh(x)

= tanh(r)/ senh(x) = tanh(r)/ senh(s− a) .

�

Tal como en el Teorema 4.11 (Menelao) hubo que considerar segmentos dirigidos,
en la versión hiperbólica de este teorema denotaremos tal como antes por |AB|∗ las
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distancia o largo de geodésica, ahora hiperbólica, dirigida. Aśı, por ejemplo,

senh(|AP |∗)
senh(|PB|∗)

=
senh(d(A,P ))

senh(d(P,B))
> 0

para P entre A y B, y que

senh(|AP |∗)
senh(|PB|∗)

= − senh(d(A,P ))

senh(d(P,B))
< 0

para P fuera del segmento de A a B.

Teorema 4.31. Teorema de Menelao.
Sea Γ una recta hiperbólica que no pasa por los vértices de un triángulo ABC. Sean
P la intersección de Γ con AB, Q la intersección de Γ con BC, y R la intersección
de Γ con CA. Entonces

senh(|AP |∗)
senh(|PB|∗)

senh(|BQ|∗)
senh(|QC|∗)

senh(|CR|∗)
senh(|RA|∗)

= −1 .

Demostración. En las tres razones del teorema, dos deberán ser positivas y una
negativa o bien las tres son negativas.

Figura 4.22. Menelao hiperbólico

Por el teorema de los senos en 4APR

senh(d(A,P ))

sen(R̂)
=

senh(d(A,R))

sen(P̂ )
,

senh(d(A,P ))

senh(d(AR))
=

sen(R̂)

sen(P̂ )
,

y, por la misma razón, en los triángulos 4BPQ y 4CRQ

senh(d(P,B))

sen(Q̂)
=

senh(d(A,R))

sen(P̂ )
,

senh(d(A,P ))

senh(d(A,R))
=

sen(R̂)

sen(P̂ )
.

Multiplicando, y tomando en cuenta la convención de signos, se obtiene el teorema.
�
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Teorema 4.32. Rećıproco del Teorema de Menelao.
Sean P,Q,R puntos en AB, BC, CA respectivamente. Si

senh(|AP |∗)
senh(|PB|∗)

senh(|BQ|∗)
senh(|QC|∗)

senh(|CR|∗)
senh(|RA|∗)

= −1

entonces los tres puntos están en una misma recta hiperbólica.

Demostración. La recta hiperbólica por Q y R intersecta a AB en un punto P∗ con
razón determinada. Bastará ver, para P entre A y B, por ejemplo, que

senh(d(A,P ))

senh(d(P,B))
=

senh(d(A,P ∗))

senh(d(P ∗, B))

implica P = P ∗. Supongamos que P ∗ está entre P y B. Entonces d(A,P ∗) > d(A,P )
y d(P ∗, B) < d(P,B), y se obtendŕıa

senh(d(A,P ))

senh(d(P,B))
<

senh(d(P, P ∗))

senh(d(P ∗, B))
.

�

Teorema 4.33. Teorema de Ceva.
Sean P,Q,R tres puntos en los lados BC, AC y AB de un triángulo hiperbólico ABC.
Entonces las rectas hiperbólicas AP , BQ, CR concurren en un mismo punto X si y
solo si

senh(|AR|∗)
senh(|RB|∗)

senh(|BP |∗)
senh(|PC|∗)

senh(|CQ|∗)
senh(|QA|∗)

= 1 .

Demostración.

Figura 4.23. Ceva hiperbólico

Supongamos que las tres rectas concurren en X. Por el Teorema de Menelao en
4APC y transversal BXQ
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∣∣∣∣ senh(|PB|∗)
senh(|CB|∗)

senh(|QA|∗)
senh(|QC|∗)

senh(|XP |∗)
senh(|XA|∗)

∣∣∣∣ = 1 ,

y por el Teorema de Menelao en 4APB y transversal CXR∣∣∣∣ senh(|RA|∗)
senh(|RB|∗)

senh(|CB|∗)
senh(|CP |∗)

senh(|XA|∗)
senh(|XP |∗)

∣∣∣∣ = 1 .

Multiplicando esas expresiones se obtiene, salvo el signo, la igualdad del teorema.
Dadas las intersecciones como en la figura, por ejemplo, dos razones son negativas y
la tercera positiva, obteniéndose +1, por lo tanto. El rećıproco se establece tal como
en el Teorema de Menelao, pues la razón senh(d(A,X))/ senh(d(X,B)) es una función
continua y uno-a-uno en el intervalo AB: un valor de la razón determina un único
punto en la recta hiperbólica.

�

Teorema 4.34. Teorema de Steward.
En un triángulo ABC sea D un punto en el lado (interno) BC. Si d(A,D) =
d(B,D) = m, d(D,C) = n entonces

senh(a) cosh(d) = senh(m) cosh(b) + senh(n) cosh(c) .

En particular, si D es el punto medio de BC entonces

cosh(d) = (cosh(b) + cosh(c))/2 cosh(a/2) .

Demostración.

Figura 4.24. Steward hiperbólico

Por el Teorema de Cosenos en 4ABD
cosh(c) = cosh(d) cosh(m)− senh(d) senh(m) cos]ADB ,
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y, por el mismo teorema, en 4ADB
cosh(b) = cosh(d) cosh(n)− senh(d) senh(n) cos]ADC

= cosh(d) cosh(n) + senh(d) senh(n) cos]ADB .

Obtenemos entonces

senh(n) cosh(c) + senh(m) cosh(b) = cosh(d)(cosh(m) senh(n) + cosh(n) senh(m))

= cosh(d) senh(a) .

�

Teorema 4.35. Teorema de Steward.(Bis)
En un triángulo ABC sea D un punto en el lado (interno) BC. Si ]BAD = µ , ]DAC =
ν , ]ADB = δ entonces

senα cos δ = (cos γ senµ− cosβ sen ν) .

En particular si AD es la bisectriz del ángulo α entonces

cos δ = (cos γ − cosβ)/2 cos(α/2) .

Demostración. Por el Teorema de Cosenos II en el triángulo ABD

cosβ = − cosµ cos δ + senµ sen δ cosh(d(A,D)) ,

y de igual forma en el triángulo ADC

cos γ = + cos ν cos δ + sen ν sen δ cosh(d(A,D)) .

Obtenemos

sen ν cosβ − senµ cos γ = − cos δ(cosµ sen ν + cos ν senµ) = − cos δ senα .

Figura 4.25. Lados internos hiperbolicos

�
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Ejercicios 4.36.

1. Calcule la distancia en el semiplano superior entre los puntos
a) P = 4 + 4i, Q = 5 + 3i;

b) P = i, Q = 1+i
√

3
2 .

2. Directamente a partir de la definición

cosh(x) = (ex + e−x)/2 , senh(x) = (ex − e−x)/2

demuestre que
sech2(x) = 1− tanh2(x) ,

cosh(x+ y) = cosh(x) cosh(y) + senh(x) senh(y) ,

senh(x+ y) = cosh(x) senh(y) + senh(x) cosh(y) .

3. Demuestre que en un triángulo rectángulo en C
a) cosα = cosh(a) senβ;
b) cotα cotβ = cosh(c).

4. a) Demuestre que el conjunto de puntos que están a una distancia r de un punto
c es una circunferencia.

b) En el semi-plano superior considere la circunferencia hiperbólica de centro i
y radio 1. Encuentre el centro euclideano de esa circunferencia.

c) ¿Cuáles son las tangentes a la circunferencia anterior en los puntos del eje
imaginario?

5. Si A,B y X son puntos en una recta hierbólica se define

h(A,X,B) = senh(d(A,X))/ senh(d(X,B))

si X está entre A y B, y

h(A,X,B) = − senh(s(A,X))/ senh(d(X,B))

si X está fuera del segmento AB. Demuestre las propiedades
a) h(A,X,B) = h(B,X,A)−1;
b) si X está entre A y B, h(A,X,B) ∈ (0,∞);
c) si X está más allá de B, h(A,X,B) ∈ (−∞,−1);
d) si X está más allá de A, h(A,X,B) ∈ (−1, 0).

6. Extienda el Teorema de Steward al caso del punto D fuera del intervalo AB.
7. En el siguiente cuadrilátero tres ángulos son rectos. Demuestre que cosϕ =

senh(a) senh(b).
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1.10. Bisectriz 31

1.11. Puntos imágenes 31
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2.5. Traslación compleja 66

153



2.6. Configuración de un grupo 67

2.7. Rotación en la esfera 68

2.8. Dilatación 71

2.9. Hiperbólica 72
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